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Seria: Elektryka z. 46 Nr kol. 427

Zygmunt Nowomiejski

Instytut Podstawowych Probleméw
Elektrotechniki i Energoelektroniki

MOC UKLADU NIELINIOWEGO POBUDZONEGO NAPIECIEM PRAWIE OKRESOWYM
- dodatek do artykutu: Uogélniona teoria mocy -

Niech miedzy zaciskami (a,b) (por. rys. 1) zawarty jest uktad sktada-
jacy sie zdwéch elementédw pasywnych: nieliniowego N oraz liniowego L.
Zat6zmy, ze znana jest odpowiedz y(t) ukdadu

liniowego L na napieciowy impuls Diraca

N 5(t) (funkcja przejsciauktadu) oraz cha-
. rakterystyka napieciowo-pradowa elementu N
th) przy czym przyjmiemy, ze:
aft) uw®
k=K
i(t) i(t) m 7 ak uf£(t) (€))
k-1
Rys 1
Na podstawie zasady superpozycji odnoszacej
sie do elementu liniowego, zachodzi:
i(t) = "y(0 uL(t-Y)dtf y(E) « o0, gdy t<o @
-00
uL(® = u( - o
Stad:
k-K 00
y takuj(t) » J y(t)[u(t-t) - Ujjit-t)] df A
k»1 -00
Aby rozwigzac¢ roéwnanie (3) dla szukanej funkcji wykorzystamy me-

tode N.Wienera (por. [11) polegajaca na przyjeciu, ze napiecie u”it) wy-
stepujace naelemencie nieliniowym N jest rozwijalne na szereg zalezny
od napiecia u(t) przytozonego do zaciskéow (a,b).
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To znaczy zaktadamy, ze:

00 00

upi(t) - j W uit-t~d™ +] w2 (tl,i2) uft-t,) uit—tgjd’\dt.2 +

[0 0]
F111 wB(rinf2»V u(t-V  “(t-f2) u(t-r3)drl dt2 dr3 + ... (4)

-00
Przy takim zatozaniu rozwigzanie réwnania (3) sprowadza sie do znalezie-
nia odpowiednich funkcji wn(ri»r2>f3 rm)* w celu ich obliczenia wsta-

wiamy szereg (4) do réwnania (3) i1 poréwnujemy wyrazy o tych samych pote-
gach. Dla wyrazu liniowego, otrzymamy:

a  W(r3) u(t-£.])dq + u(t-r-x)dxjdt

@®

"J 1ly(tl) u(t~rl)drl

Wstawiajac do drugiej cakki:

mi+ri x»x,

otrzymamy :
[00] @
fll uit-rrd” +] 1y (rl-x) WI(x) utt-f~dur,
-00
w
- «(t-CjJidt! ®)
-0

Réwnani« (3) bedzie speinione, jezeli spednione bedzie réwnanie:
@®

*1 wi{V + j wiQ)dx - y ) ®)

Mozna przyja¢, ze funkcje y(t) oraz w~”t) sa transformowalne wedtug
Fouriera.
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Czyli«

a, M («,) + Y(m,) W, (co0,) = Y(co,)

Y(w,)
Wi@i} " a, + *l«,) (@)

Dla wyrazéw kwadratowych, otrzymamy:

(o0} ®
al JJ w27ri,r22n «(*=-*>-*_ ar2 + a2 £ |w, (r,) u(t-r, )dt.,J2 +

-0 -®

[eo) - @ v

J1y (0 j u(t-t-r~) uCt-r-igddi, dx2| dr - O

-00 -00

Wprowadzajac nowe zmienne i

ri 7 t+ x1+ @ " r+ x2; X1 “ x1* X2 “ x2

réwnanie (°) mozna sprowadzi¢ do postaci:

foo]
al w2~1,E28 + a2 WIA*V W1A2~ + w2 (ti-r»r2-1~dr “ 0 ®
Zacho6d z i«
I1FJJW) w2(rl-r,r2-r)drj e Jultl . e ar., ar2 -
axi]dr} dt2 -

-1 {ly(t)e o3t wr.r.-r)} Z***2 dt2 .

-j~ (oo, +Wo
57 ( D d

- ?y(Oe t . Tw2@.,e)e dx2 « W2 (0.,,0 Y(gi-. ")
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Stad, na podstawie (9)i

al w2n1 + a2 wi wi + *2 W1 Y @i+0i™ " 0 (€9
—a-W. (co ) w (goi)
W,,(o>co,)-——-U — 1 3 - an
al + Y(col+ch)
Postepujac podobnie dla wyrazéw trzeciego stopnia, otrzymamy»
Wj~.cOg.on) -
- - a, + ytoj+cy-~J [a3 WIH> Wi@ + 2 a2 WiCI}v “w 1]
(12)
Bezposrednie obliczenie kolejnych funkcji wagi jest czasochtonne lecz
uzyskuje sieje przy pomocy tejsamej metody. Moznaje wyznaczyc przy po-
mocy prostegoschematu liczbowgo.Mianowicie zauwazamy, ze aby uzyskac
réwnanie (10) dla wyrazéw r-tego stopnia nalezy wyznaczy¢ sume:
k-r
F ak 5>11W22 - WrP n-T«$.= V > {13)
k-1
przy czym musi zachodzi¢ (dla sungr wewnetrznej):
n/\ + n2 + o004+ nl"
nL + 2n2) + ... + (MI» r i gdzie nl n2 nr sa liczbami natural-
nymi lub zero.
Przyktadowo, dla wyrazéw w czwartej i piatej potedze, otrzymamy:
w4 («i,co2 ,chN,cod) - - N {«4 WIC1) W1IW2) W1 Wi +

+ 3 a3 W3 ) WAcOg) W2 @8 ,wd) + a2 [W27GIL,CR™ W2/ 3 zar +

+ 2 WL(E) W3 @, oBwa)]l as
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VB(«1,0NONCiM,0N) - - 8i + YIdR+cMABHH+(N} X

x|a5 Wi(@,) W, oH) W1@B) W~ ) W, B) + 4 ad Wl(«, IW1(cOgW, (WjdHW2 (»")
+ 3 *B WMD) W2 A » N W2A4»“5) + *3fc>3,0M,00)]  +

+ 2 [2 W2 (@l,aR) W3 @B8>wt,0n) + W, @1) wa 4 1| (15)

Powracajac do relacji (4) widzimy, ze majac obliczone funkcje wn (t",r"g,...
(tzn. taka ich liczbe, aby otrzyma¢ wystarczajaco dobra aproksy-
macje) mozemy wyznaczy¢ napiecie uN(t), a tym samym szukany prad i(t).

Potozmy:
ttFaph m lim = Tu(t) i(t-V)dt (16)
T—<*> 2T O
<J(0 - _lim Vu(t) u(t-f)dt 17
( L (t) u(t-1) an
Funkcja jest funkcja korelacji wzajemnej miedzy napieciem i pradem
(korelacjgnapieciowo-pradowag uk#adu), a funkcja 4>{t)jest Funkcjag auto-
korelacjiprzytozonego napiecia u(t). Obie te funkcje satransformowalne

weddug Fouriera, tzn. zachodzi:

@®
0 (@) « e-J*rdl (a8)
-©
co
$(«) - J ep(r) e-j dr (19)
-0
Mozna wykaza¢ (por. 2.27), ze:
[e0)
P+ jJ Q - jjo(co)dco (20)

gdzie P jest mocag czynna a Q moca bierng uktadu zawartego miedzy za-
ciskami (a,b).
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Mamy i

i k-K T

u(t) i(t-£)dt - V « lim ) us(t-r)dt
T- £
" alJ winrcas | Thim ST | u(t-f- t,)dtj dg +
r [¢8) t dfg +

+ D, 1] w2(ritr2)|Tiim | UCE) uCt-r-f,) u(t-t-r2)dtj d«®
+ ai Ti 1“ 2T | u(t)] uit-r-rrxd”J dtj +

00 n

L1 jliwd(ri,r2*r3) (jrimijt | u(t) uit-r-~) u(t-f-Cg) u(t-f-~)dt|

ra> @

+2a _lim S u(t) U wi(rl) »(*-*-V ,rlj | w2(r2*r3) u(t-r-r2)

T-m

u(t-r-r3)dr2 dt~ } dt

v, Himer [u(t){Jwre,) uit-f-rndAl 3 deg o+
T
n / X
+*1  XTfWh(rier2»r3-ra5 4t 1 u(t) u<t-r- V u(t-c-r2)
-00 u -

u(t-r-tj) uit-t-~Jdtj dj dt2 dt3 di4

2

+ 82 F 2T j ustA{jIsw2Atl,r2r u(“r 10 u(t-f-2)dri dx2~  dt +
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1 . @ o0
+ 2 Ili&n) im ju(t) *{ FWi(r"i)u(t-r-)d£.|JjIw3 (r2*"3*r4n

U(t-t-r3) uCt-r-raddrz dr3 dea Jat] +

+ 3a3 |Mimiji | u(o)jijwl(cl i*Iw2( ) u(t-t-z0)

u(t-r-£4)dr3 d dt + “4 T~im "ST \] u(t) wi(™N)u(t-t-» dt

u(t-E-t4) x utt-t-fgjdtj dEj dtg dt3 ar4 ar5 +

+ 2 a2 [ii* | uCe)( 1 1W2(E1fe2) 1

00 \
X U(t-1-12)dt, d (8,14, 15 )u(t-C-13 JU(t-r-14 )U(t-t-t5)d r3di4dfs |di 4

-00

+ lim u®m|I” Ju(t—t=i] )d AEM)ut“i=MN)u(t-r-")x
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+ lim T A uCt) A1 (L)u(t=~-  )dAL1IA 2A2% S n x
i

x

u(t-r-i3)dc2 dr3|2|dtj +

+ 4 a™  lim N u(O)-1"Nw. j Ju(t—t— )d AAXRDAL* 13

5
u(t-r-£5)df4 dfs|dt + a5 1 u) | IwiCDuit"r-fl)dri] dt + =<

X

(21)

Wptyw poszczegélnych wyrazéw azeregu (21) na funkcje korelacji wzajemnej
zbadamy obliczajac wartos¢ catek«

T
l1im h J u(t) u(t-C-£])dt 2
T-00 T
Lim ~m | u(t) u(t-£-£,) u(t-£-£2)dt 23)
T-00 ™ je
lim 4m u(t) ut-t-f.) u(t-t-C) u(t-r-£,)dt (€Z))
0Voo <4

Zaktadamy, ze przytozone napiecie u(t) jeat przebiegiem jednostajnie
prawie okresowym. (Wydaje sie, ze jest to wystarczajaco og6lne zatozenie.
Zawiera ono przebiegi okresowe ciagte, przebiegi okresowe ograniczone o
przeliczalnej liczbie punktéw nieciggtosci pierwszego rodzaju oraz prze-
biegu wielookresowe lub w rézny sposéb modulowane).

Przy takim zatozeniu«

T

limer J u(t) ut—£—£1) ... u(t-t-tn)dt
o * "

0, gdy n jeet liczba parzysta
)
L2 N] =V  eee

Ay n o jest niaprzyste
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przy czym sumowanie wykonujemy po wszystkich réznych i rozdzielczych pa-
rach liczb zawartych w ciggu: 1,2,3....n.
(Powyzsze relacje tatwo sprawdzi¢ dla dowolnej skonczonej liczby wyrazéw
szeregu Fouriera funkcji prawie okresowej).

1 tak:

Lim &b | u(OU(t-£-£.] YAt = £5(£+17)

OWoo
T
A ] uditjuit-tr-~Mt-r-NJdt * o
T
AlMim”~ | uitjuit-f-rMuit-r-"juit-r-"idt =
« + <K*¥+*2 )« (*3-") + "P(I"+£3)<X£2-£1)
lim ~ | u()u(t-£-£1)u(t-£-£2)u(t-£-£3)u(t-£-f4)dt - 0
QWoo
Lim im | u(®)u (&£ £,)u(t-r-£2)u(t-t-£3)u (t-ii.r4)u(t-r-r5)dt
Aoo T

NE+E1) [ £ 5-£2)-P(E4-£3)+'P(E5-t3)'P(I'4-£2)+'P(E'5-£4) A£3-£2)] +

+

AE+r2) [P E5-T1)N(E4-£3)  +0(K5-e3)0(ed-F1)+«P(E5-£4) A F3-£1)] +

+

rtt+t3)[#25-ti)#cA-t2) +0 (£5-£2)4>(E4-r1) + P(E5-r4)<P(r2-r1]+

+ P (r+rd)[<(E'5-r1)<p(£'3-£2) + 0(t'5-f2)0(£3-r1)+ @(r5-r3)<Kr2-r,)]+

+

WO(E+E5)[AKEA-T 1)-p(EB-T2)  +>P(E4-£2)4)(r3-r1)+  <p(rd-cJ)«P(r2-*'1)] (26)
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Wstawiajgc catki (26) do szeregu (21), otrzymamy:

iIKb) - a1l |w A mr +ridt” +

W3 AFL,r2,r3%+2a2 W1AC1/W2/2* SA+a3 Wil IW1(C2)wn(C3)] x

-0
X dc2df3 +
(00)
+fr 1*5 Cue]¥2 * i3 ;M C5M+2a2[W2/ 1 */2 WBN*37 4T A5 AW A W4 N 2 *ABE R4 TSR
+ 3at[wi(FHwi (® ) w 2(NT N AR AR NG
+ dan AW () ) ( W2/4* A5ARE WL AS MWL (A2 ML ANBANL AN LATSAL

A (F+irD)[>(B-t2) 2 i A+™3) + 4>(r5-r3)2014-r2) + -p(f5-rd) <p(f3-r2)] +

+ (2 ))[P(S-i1)p(t4-13) +7(eh-i3) N((4<1) +7 (15-r4) ~("-tg)] +

+ 4>(EH3 Y[P(U5-FL) 4l -r2)+ A(i5-12) ~(~-r,) + *(£5-7) ~(e,-")] +

+ mp(r+ A))[AGE5-1) 9™ - c )+ 4>(¢5-£2) +*(*5-7) +
+ A(«r+M)[MN(F4-rl) U3-12) +4»(F4-iM)4<r3-rl) + 13+
Stad:

o i @) B Pwie)e™®S e +

J
1 -

00

+JJJ[al w3ri»r2,r3" + 2a2 W1(riw2”r2*f3" + a3 Wir*i‘winr2~1 2374 1

« [ 32" 1+ M1 2+ 4020’ of oG drU
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3 »g2X N3 RN TASALNAG D [*2 N1 eN2AWS ANBE MR REN +
+ + 3an jw W W3 (B *HMFNE) +
+ BW2(r4,r5)] + 4a4 wili(EL)WL(r2)wl(r3)w2K 4,r5) +

+ a5 wi(rDwl(G2)wli@3)wa (4wl @5) | X

| eJG5tI[p(r52)«C A3) +-P(«<'53> A A 2) + < (*54) s2y o+

* 'JngB,(t51)" t™3) +<i,(r53) * (*41} +,P(r54) *(C32Q] +

ioolT p 1
e 3B (@5-) 4°(F42) + A*52/ A*41A 4+ PArSAN +

+

jcoip 4
+ e “p (®..) + (52N N+ AXBE3N 4>(N S+

+e (E4i) =Pith) +P(tg2) ~("31) +/ 43WKC>1)] | + -

gdzie w celu uproszczenia zapisuj ~(T*-Tk> " "Pik*
Oznaczmy szereg zawarty w duzym nawiasie przez: K*(co).
Otrzymamy i

@®
P+ JQ - J J%(co) K*(ci)dco

Interesujaca jest mozliwos$¢ wykorzystania relacji (27) do oceny

37

@n

sta-

bilnosci rozwazanego uk#adu. Zachodzi (poréwnujac (27) z relacja (2.07))i

I£ Q) - UeM K(co)

@8
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Stad: (por. (1-23)):
je Fj2 L 1 1 K (W) J2dc°
i an F RO - oy o ORI

A A I BRI~ 1 K@:)12du?” 51 :32(7) |K(co) | 2dco

Tak wiec dla wartosci skutecznej |1 przebiegu pradu i(t) ptynacego w ukta-
dzie:

Wykorzystujac whasnosci impulsu Diraca (w sensie dystrybucyjnym) zauwaza-
my, ze relacja (29) jest réwnowazna nierownosci:

I< W 2X6(10) |K(@)] 2 dco
Czyli:
1< UIK@)] (30)
Potozmy:
®
K(o) -j k(t)e~"°,udt
Stad:

K@) <+ [K®] dt
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oraz (por. (30)):

@

1< ujlk(t)|dt (31)
-0

Z zaleznosci (31) wynika, ze wartos¢ skuteczna przebiegu pradu bedzie o-
graniczona dla kazdej ograniczonej wartosci skutecznej napiecia przytozo-
nego do zaciskéw (a,b), jezeli spedniona bedzie relacja:

@®
dt<oo (32)
-0
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