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0 PEWNYCH WLASNOSCIACH MACIERZY SIECIOWEJ

Streszczenie. W pracy zwrécono uwage na fakt, ze macierz siecio-
wa T Jest algebraicznym zapisem topologii grafu, bedacego odwzo-
rowaniem sieci. Wykazano, ze wszystkie macierze sieciowe jakie moz-
na skonstruowa¢ dla danej sieci maja wspolng wkasnos¢, a mianowicie
ich wyznacznik jest réowny liczbie drzew grafu. To centralne twier-
dzenie poprzedzono twierdzeniem o pewnej wkasnosci macierzy cyklo-
matycznej. Rozwazania te przeprowadzono wykorzystujac model prze-
strzeni napieciowej 1 pradowej stosujac zapis tensorowy w sytuac-
jJach upraszczajacych przeliczenia.

Wezmy pod uwage dowolng sie¢ odwzorowang w postaci grafu zorientowane-
go 6 = (X,U) skkadajacego sie z m gakezi i n weztdéw, tj.|X|]=n, jul= m.
Przyporzadkujmy kazdej gatezi sieci napiecie vg mierzone miedzy poczat-
kiem i koncem gatezi ug e U.
Stanem napieciowym nazywa¢ bedziemy zbidr wartosci liczbowych napieé
mierzonych jednoczes$nie (moga to by¢ wartosci zespolone lub rzeczywiste).

Dla dalszych rozwazan wprowadzimy pojecie przestrzeni unitarnej. Niech
bedzie dana przestrzen wektorowa m-wymiarowa R‘Snad ciatem liczb zespo-
lonych.

Definicja. Przestrzen Rm z iloczynem skalarnym

X = (X1,.=.,Xm)

<
I

O1,...,Ym)

nazywamy przestrzenig unitarng m-wymiarowa i oznaczamy Um.
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Definicja wektora napieciowego.

Niech bedzie dana m-wymiarowa przestrzen unitarna Um. Wektor v okre-
Slony w przestrzeni Um, o wspédrzednych bedacych wartosciami liczbowymi

napiec vS(g = 1,2...,m) dla jednego stanu elektrycznego danej sieci, na-
zywamy wektorem napieciowym.

Utwérzmy dla gralu G macierz cyklomatyczng. WeZzmy w tym celu zbiér
wszystkich cykli elementarnych 6rafu G 1 przyporzadkujmy kazdemu

z nich wektor

Ci = (cJ, C?,...,C?) @

w nastepujacy sposobs

+ ~  jesli orientacja gatezi Uj zgadza sie
z obiegiem cyklu

_1 jesli orientacja gatezi u” nie zgadza
sie zobiegiem cyklu

q jesli galgz u™ nie nalezy do cyklu

Poniewaz maksymalna liczba cykli niezaleznych grafu spdjnego G jest roéw-
na "NJiG) =m - n+ 1 [1] wiec wektory cykliczne , C2, Cm_ntl odpo-
wiadajace tym cyklom wyznaczaja (a-n+1l) wymiarowa podprzestrzeri liniowg w
przestrzeni Um. Oznaczmy te podprzestrzen

«-«(c,, c2 cmn+l). (@)

Utwérzmy macierz

cr ¥ % om-nt1
c1 9 ees Cgpur \3)

ru
o 2 o Ynn

gdzie :

M= §1,2,...,ml

K- 11,2,...,m-n+lj-.
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Przy pomocy macierzy C mozna zapisa¢ 1l prawo Kircnhoffa

Ved =0 ®»

lub uzywajac symboliki tensorowej

v g7 = 0, ®

gdzie suraowanie odbywa sie po wskazniku j6M dla kazdego 1ieK . Zanim
przystapimy do rozwiagzania ukdadu (5) wykazemy nastepujace:

Twierdzenie 1

Niech bedzie macierza cyklomatyczng.
Jezeli macierz kwadratowa powstata z macierzy przez wykreslenie
wierszy odpowiadajacych gateziom pewnego drzewa grafu to det C* . i 1, w
pozostatych przypadkach wyznacznik tej jest rdwny zeru.

Dowéd

Wezmy macierz C», ktorej kolumnom odpowiadaja cykle elementarne

1V tV«-* »hn-n+t1* Niech {Ul u2"” *»um-n+l} cU sest zbiorenl
stanowigcych dopednienie pewnego drzewa grafu G. Dolgczenie wiec dowol-

nej gatezi uif z tego zbioru do drzewa grafu G powoduje powstanie cyk-

lu elementarnego [1]. W ten spos6b otrzymamy ukdad cykli elementar-
nych tv an_n+i» do ktérych naleza odpowiednio gatezie
U1 » U2»***>um-n+1* W nowych wektorach cyklicznych , Cg,*==C(M_n+i) na
pozycjach 1+ wC1 ,..., (m-n+1)”, w C™M.n+1p wspotrzedne wektordow sa réw-

ne +1 lub -1, natomiast na tych samych pozycjach w pozostatych wektorach
wspotrzedne sa réwne zeru.

Wektory Cl»C2.-*>_ C(m_n+i), stanowia baze przestrzeni a wiec dla
dowolnego wektora C”, nalezgacego do nowej bazy, istnieje uktad wektoréw
Cjl® Cj2-"""Cjk nalezacych do starej bazy i uktad elementéw
A.Ji» J2 e*ee» Nk , gdzie N m-n+l taki, ze OO, = CjN+. o=t ™JkNjk*
Poniewaz wektory starej i nowej bazy maja wsp6étrzedne réwne 0, +1 lub -1,

elementy uk#adu *31 *6k sa rowne 1 lub -1.
Pozwala to na otrzymanie macierzy

pl -1
*1 (m-n+1)*
z macierzy przez zmiane kolumn odpowiednia ich jcombinacja liniowa

ze wspodczynnikami +1 lub -1.
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Wezmy teraz dwie podmacierze kwadratowe rzedu m-n+1, otrzymane z CN i
C*. przez wykreslenie tych wierszy macierzy, ktére odpowiadaja gateziom
wybranego na poczatku drzewa grafu:

gl ¥ A o
* **e Cm-n+l
_ ok - +
K = . > e
r,&m-n+"\ -Aon+l o ‘et
°1 m-n+1

W macierzach CH 4 numeracja wierszy (gatezi) nie ulegta zmianie,
wiec macierz ! powstata z macierzy CK przez dodanie do poszczeg6lnych
kolumn pewnych wektoréw kolumnowych, co jak wiadomo nie zmienia wartosci
wyznacznika.

Mamy wiec
HK o+
det G det K =~ 1-
Jezeli natomiast gatezie odpowiadajace wierszom macierzy nie tworza
dopednienia drzewa grafu, to istnieje wsrdéd nich taka gataz u» , ktéra

dotgczona do wybranego drzewa grafu nie powoduje powstania cyklu elemen-
tarnego jij, - Cykl [af powstat wiec nie przez dodgczenie gatezi mi lecz
jakiejs innej nie nalezacej do wybranych. W takiej sytuacji macierz CK,
ma postac

+1 (6]

C(m-n+l)”

Mamy wiec
det C* = 0.

Przystapimy teraz do rozwigzania ukkadu (5). WeZzmy w tym celu niezero-
wy wyznacznik det # 0 podmacierzy kwadratowej rzedu m-n+l macierzy C~.
Wybor takiego wyznacznika Jest zwigzany, jak wiadomo, z ustaleniem zmien-
nych zaleznych v?

Z twierdzenia 1 wynika, ze wybdr zmiennych zaleznych jest réwnowazny
wyborowi dopednienia pewnego drzewa grafu G, bedacego odwzorowaniem roz-
wazanej sieci, gdyz tylko wowczas det # 0.
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Przeniesmy wybrane zmienne niezalezne na prawg strone

cr C™n +1 of- o= eee I(p-i
vgn i ci2 Vgl
gi
60" e e e eeee- y -Co i \A
9 gn+l 2 iiiiii v
A A gl Ggn-1
m-n+ m-n+1 om-n+l Fe* m-n+1
6>
Nadajac zmiennym niezaleznym (v ...... AV )} uktady znaczenh

gl g2 gn-1
@,0,...,0), (,1,0,...,0),-.-,(0,...,0,1), otrzymamy fundamentalng baze
rozwigzan

Vgl Vg2>" -*Vgn-T

gdzie;

i
j-ta skbkadowa (m> j> n - 1) V? wyraza eie formulg

-gn-1 A
(o] Fil 9 L .
= —Al
1
\ - "y - C,
%3 det ct£ det c]
A
_ - cgn
Jn-n+1 Cn-n+2 m-n+1
m-n+1

Na mocy twierdzenia 1 det ¢t = i 1 natomiast Aj =0, +1 lub -1. Wyni-
ka z tego, ze wektory tworzace fundamentalng baze rozwiagzan uktadu
() majg wspotrzedne 0, +1 lub -1.

Wezmy pod uwage przestrzen unitarng U® i ukdad ortonormalny wektoréw tej
przestrzeni = {en,...,emF



74 B.Baron

en = (0,...,0,1),

ktéry etanowi baze tej przestrzeni. Przyporzadkujemy kazdemu wektorowi
tej bazy eg napiecie gateziowe v , wowczas wektor napieciowy V moze~v
zapisa¢ w postaci sumy

V =e6 vg, ®

gdzie sumowanie odbywa sie po wskaznikach ge jl,2,... ,m\.
Poniewaz zbidér wszystkich wektoréw ortogonalnych do *6 tworzy podprze-

strzen liniowa n-1 wymiarowg, zatem zbidér wszystkich wektoréw V stano-
wigcych mozliwe rozwigzanie ukdadu

<VCi> =o0 G=1,2,... ,mn+l)

tworzy przestrzen liniowg n-1 wymiarowg. Oznaczmy ja

mvV. 'Y (V1 V2,...,Yn-1)
A
i nazwijmy przestrzenig napieciowa. Kazdy wektorVe,Ymoze by¢ wyrazony
jako kombinacja liniowa wektordéw bazy

V. =v k vki
t
gdzie Vv. napiecia drzewa grafu G a sumowanie odbywa sie po wskaznikach

ke Jgi> gf* falaiad ,er.-l'1 odpowiadajacych wybranemu drzewu grafu G.

Z poréwnania wzoréw (8) i (9) otrzymamy

Vg = Vg o

gdzie sumowanie sie po wskaznikach ke |gl,e==>gn -j| odpowiadajacych wy-
branemu drzewu grafu dla kazdego “ge |1,2,... ,m]. Utwérzmy sume pro-
Er%a przestrzeni 'C i"Y . Suma ta'C © V= U gdyz kazdy wektor przestrzeni
U daje sie przedstawi¢ i to tylko na jeden sposéb w postaci sum” dwu wek-
toréw, z ktdérych jeden jest wektorem z przestrzeni <V5a drugi z'C .
Wektory V s 1 C tworza razem zbioér m liniowo niezaleznych wekto-
réw w przestrzeni. Oznaczamy te baze

R- {v, v 2 V n\ Cn. Cn+1,...,Cm}= {a1l arg.
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Znajdziemy teraz macierz przejscia ze starej bazy ortonormalnej 'E do ba-
zyJl . Dowolny wektor ak6 <A daje sie wyrazi¢ jako kobminacja [liniowa
wektoréw bazy

=t* el= (t*. tg,...,n). (11)

Jak wiec z tego wynika kolumny macierzy przejscia f6] sa réwne wektorom

bazy . Macierz Ty = nazywamy macierza sieciowag napieciowg.
Majac macierz sieciowg napieciowg wyznaczamy teraz wspoétrzedne wektora
V wzgledem bazy tA,. Niech <Xj, 0Cg»**«0" i Vi»v2,**" vm wspot-
rzednymi wektoraV przestrzeni Um wzgledem bazy ifti ? i niech Ty = j]
bedzie macierza przejscia z bazy do cfl» Podstawiajac do réwnosci
vg eS=cg 00 =V. (%)

Prawe strony réwnosci (11) otrzymamy

vgeS=«g +4j ed*

Po nieistotnej zmianie wskaznikéw otrzymamy
g e® = adg g:* es. a3)

Poniewaz wektory e® sa liniowo niezalezne mamy stad

vg = -I-g k> (14)
gdzie k, ge |1,2_.... m].

Zastan6wmy sie teraz nad interpretacja powyzszych rozwazan. Wprowadzi-
my w tym celu dwa wektory w u“,wektor napie¢ drzewa vg i wektor napie¢ do-
pednienia ;/IO. Niech wektory \u(g i L}(g beda rzutami v, czyli

vg “ t® + ds ” as)

Na podstawie zaleznosci (10) many

(1b)
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gébwnujac wzory .16) i 114) otrzymany

“vsn<Shr::eanymi mo.:tora napieciowego w nowej bazie beda jedynie na-

teeia drzewa. Wektor v . w bazie £ staje sie wektorem w nowej ba-

A . wzoru ¢l ) wynika, ze jezeli sa dane napiecia drzewa "g to

aozeajr okresli¢ wszystkie napiecia gateziowe. Dziatanie odwrotne jest row

..Loz mozliwe.

-(prowadzimy teras pojecie przestrzeni pradowej. Przyporzadkujemy kazdej

gatezi sieci prad i .mierzony w gatezi g. Stanem pradowym nazywac¢ bedzie»
gy zbidr wartosci liczbowych pradéw i . zmierzonych jednoczesnie.

Definicja wektora pradowego 3

liecu ceazie dana m»v;ymiarowa przestrzeh unitarna Un. Wektor 3 okre-
Slony w te, przestrzeni o wspétrzednych bedacych wartosciami liczbowymi
g:- = 1,2,...,m) dla jednego stanu pradowego danej sieci nazywamy wekto-
pradowym.
«korzmy ala ,rafii zorientowanego G bedacego odwzorowaniem rozwazanej
leci macierz incydencji 3* = |s]||t

+1 gdy g-ta gataz wychodzi z k-tego wezta)
“1 gdy g-ta gataz wchodzi w k-ty wezet,
0 jesli g-ta gataz nie jest incydentna z k-tym weziem,

ga r.

Pierwsze prawo Kirchhofza mozna wéwczas zapisa¢ w postaci

Sk ig = °> @ar>

gdzie sumowanie odbywa sie po wskaznikach g eM dla kazdego wezta k e W.

Korzystajac z wkasnosci macierzy incydencji [i] mozna wykaza¢, ze wy-
zor zmiennych zaleznych przy rozwigazywaniu ukdadu (17) jest réwnowazny wy-
borowi drzewa grafu bedacego odwzorowaniem rozwazanej sieci. Wektory ko-
lumnowe SX macierzy incydencji wyznaczaja (n-1) wymiarowg podprzestrzen
liniowg przestrzeni Im. Oznaczmy ja przez

S =4(S1, S2 Sr-1).
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Zbiér wszystkich wektoréw ortogonalnych do S tworzy podprzestrzen (m-s+l1)
wymiarowa, zatem zbidr wszystkich wektoréw 3, stanowigcych mozliwe roz-
wigzanie ukdadu (17) tworzy podprzestrzen liniowa (m-n+l) wymiarowa. Ozna-
czmy ja (F i nazwijmy przestrzenia pradonej.

Postepujac analogicznie jak przy rozwigzaniu systemu napieciowego moz-
na wyznaczy¢ ukdady rozwigzan {Jn, JIJn+l.... J rg] stanowiacy baze prze-
strzeni pradowej 2P < Wspotrzedne i dowolnego wektora z przestrzeni 7P
wyraza sie wowczas wzorem

gdziet

"k - wspbdrzedne wektora pradoéw dopeknienia,

i5 " g-ta wspotrzedna wektora 3Kk z fundamentalnej bazy rozwigzan.

Wektory S4, S2,...,Sn_\ iJn,... ,3b tworzg zbiér m liniowo niezalez-
nych wektoréw w przestrzeni Um, stanowig wiec pewng baze tej przestrzeni.
Oznaczmy te baze

a {81 en-l - ap ..

Wykazuje sie, ze kolumny macierzy przejscia Tj = J ze starej bazy

do bazy £ sa rowne wektorom bazy (B . Macierz T . nazywamy macierzg sie-
ciowg pradowa. Przy pomocy macierzy sieciowej pradowej mozna wyznaczyC
wspotrzedne iO dowolnego wektora z przestrzeni pradowej (Pznajac wspod-
rzedne *k -wektora pradow dopednienia

Ig =t* V191
Zastan6wmy sie teraz, kiedy macierze i Ty sa identyczne. Zauwazmy w
tym celu, ze jezeli przy rozwigzywaniu systemu pradowego
s‘3=o0

oraz przy doborze cykli niezaleznych (warunek konieczny i wystarczajacy
aby (6 odpowiadat cyklowi [1])

s‘*Ck=o0

wybrano to sano d%ewo, te game zmienne zalezne i niezalezne, to bazy
przestrzeni T 1 © sa identyczne.
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Analogicznie wybierajac to samo drzewo przy rozwigzywaniu systemu napiac
Vcjd = 0 co przy doborze cykli niezaleznych sI = 0 otrzymamy, ze <\>
i$ maja tg samg baze. W tej sytuacji macierze sieciowe, pradowe i napie-
ciowa sg identyczne

=Tv =fdef = [V, V2 vnli, Jn,dntl ..., 3.

Tak zdefiniowang macierz sieciowa T, niezaleznie od tego ze =Ty,
spednia nastepujace«
Twierdzenie 2

Wszystkie macierze sieciowe T posiadajga ten sam wyznacznik réwny
liczbie drzew grafu G bedacego odwzorowaniem rozwazanej sieci.
Dowdéd

Przy dowodzie tego twierdzenia wystarczy rozpatrywaé¢ macierze

*e -[S\ S2 s«-\" ¢n cj,

gdyz kazdy wektor Si daje sie przedstawi¢ Jako suma pewnych wektoréw V 1
Yi,--- ze znakiem "+" lub a kazdy wektor C.~ daje sie przedstawic
Jako suma pewnych wektoréw J 1, Jk,... ze znakiem "+" lub co Jak
wiadomo nie zmienia wartosci wyznacznika.

Utwérzmy z macierzy T* macierz Grama

G=2"T",

gdzie»

m ; -
T>Jest macierzg transponowanag macierzy T7.

Zachodzi
K 0
0 <
gdzie:
IKI= n-1, |IDI=m-n+l, r£ = C® Cjj, pP* ,, Sy na mocy wzoru Tren-
ta
det G = det [ det = t2,
gdzie«

t Jest liczbg drzew w grafie.
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Z drugiej strony

det G = det T’ det T’= [det «J»

det T™ = t.

W dotychczasowych rozwazaniach nie uwzgledniono zaleznosci Tfunkcyjnych
miedzy przestrzenig napieciowa i pradowa. W realnych ukdtadach zaleznosci
takie prawie zawsze istniejg. Oznacza to, te nie kazdy stan napieciowy i
pradowy jest rownoczesnie mozliwy.
Majac na uwadze definicje przewodnosci jednej gatezi zdefiniujemy przewod-
nos¢ sieci.
Definic.ia

Przewodnos$cig systemowa nazywamy kazde przeksztatcenie (n-1) wymiaro-
wej przestrzeni napieciowej w przestrzen pradowa.

F(T)=#\ 0)
dziei
g Z%FI
y - dowolna podprzestrzenh przestrzeni pradowej,
f - przewodnos$¢ systemowa.

Dla tatwiejszej analizy whasnosci przewodnosci systemowej wezmy pod roz-

wage jej postac liniowa. Niech f = Y bedzie przewodnoscia systemowg linio-
N A ui

wa, okreslong w przestrzeni unitarnej U . Tak wiec

y t =Y. (2D

Z definicji wynika, ze warunkiem koniecznym istnienia przewodnosci syste-
mowej jest istnienie (m-n+l) zaleznosci funkcyjnych.

Z drugiej strony wiadomo, ze stan pradowy w sieci okreslony przez wektor
pradowy iS jest wyznaczony jednoczes$nie jezeli jest dany wektor pradéw
dopetnienia “ijki

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia przewodnos$ci systemowej
jest istnienie (m-n+l) liniowo niezaleznych form liniowych
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dk 123)

czyli istnienie m2 przewodnos$ci gateziowycn (wzajemnych 1 whas-

nych) przyporzadkowanych gateziom dopednienia.
Wiadomo, ze stan napieciowy w sieci y~ jest wyznaczony jednoznacznie,
jezeli jest dany wektor napie¢ drzewa 7g.

Zachodzi

vV o,V
vg -d®+ te

a* - - sg> ik* <*o>

Nasuwajac lewostronnie na wzér (23) wielkos¢ t~ i podstawiajac wzér (24)
otrzymamy

‘i Gs)

Oznaczajac macierz odwrotng macierzy sieciowej JtVj przez

mozemy napisac

\% rv
& =V W

Réwnanie (25) bedzie miato nastepujacg postac

6 i- - tf Yk (tE - 60£) t™ v,,. (26)
n i v -

H. " * 1 v

Poniewaz

wzor (26) bedzie miat postacé
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2 wywodow \[/)rzeprowadzonych powyzej Wynika, ze istnienie <;/)rzewodnos’ci sy-
otcisowej YA uwarunkowane jest istnieniem przewodnosci }1/9, przy czym

dc (6K - ?k)- ta)

iJalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze macierz IYK I moze byé¢ rzedu Im-n+1) lub
e

r L
mniejszego. Jezeli macierz lijl jest rzedu J(m-n+1) to istnieje jej ma-
- i— _ Ld9d _ - o -
cierz odwrotna [Y)[ 1. Mie oznacza to jednak, ze istnieje macierz odwrot-

r , Ld J
na |YAJ . Moze to zachodzi¢ tylko wtedy gdy m-n+1= n-1 [31-
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ABOUT CERTAIN PROPERTIES OP THE NET MATRIZ

Summary

Special attention is given to the fact that the T-net matrix is the
algebraic notation of the graph topology, the latter being the represen-
tation of the net. It is proved that all net matrices available for the
given net possess a common property namely, their determinant being equal
to the number of the graph tress.

This main statement is preceded by another statement concerning the
certain property of the cyclometric matrix. The considerations are made
using the current and voltage space models and applying tensorial nota-
tions in situations simplifying calculations.



