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0 PEWNYCH WŁASNOŚCIACH MACIERZY SIECIOWEJ

Streszczenie. W pracy zwrócono uwagę na fakt, że macierz siecio­
wa T jest algebraicznym zapisem topologii grafu, będącego odwzo­
rowaniem sieci. Wykazano, że wszystkie macierze sieciowe jakie moż­
na skonstruować dla danej sieci mają wspólną własność, a mianowicie 
ich wyznacznik jest równy liczbie drzew grafu. To centralne twier­
dzenie poprzedzono twierdzeniem o pewnej własności macierzy cyklo- 
matycznej. Rozważania te przeprowadzono wykorzystując model prze­
strzeni napięciowej i prądowej stosując zapis tensorowy w sytuac­
jach upraszczających przeliczenia.

Weźmy pod uwagę dowolną sieć odwzorowaną w postaci grafu zorientowane­
go 6 = (X,U) składającego się z m gałęzi i n węzłów, tj.|X|= n, ju |=  m. 
Przyporządkujmy każdej gałęzi sieci napięcie vg mierzone między począt­
kiem i końcem gałęzi ug e U.
Stanem napięciowym nazywać będziemy zbiór wartości liczbowych napięć 
mierzonych jednocześnie (mogą to być wartości zespolone lub rzeczywiste).

Dla dalszych rozważań wprowadzimy pojęcie przestrzeni unitarnej. Niech 
będzie dana przestrzeń wektorowa m-wymiarowa R“5 nad ciałem liczb zespo­
lonych.

Definicja. Przestrzeń Rm z iloczynem skalarnym

gdzie»
X = (X1,.•.,Xm) 

Y = (Y1,...,Ym )

nazywamy przestrzenią unitarną m-wymiarową i oznaczamy Um.
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Definicja wektora napięciowego.

Niech będzie dana m-wymiarowa przestrzeń unitarna Um. Wektor V  okre­
ślony w przestrzeni Um, o współrzędnych będących wartościami liczbowymi
napięć v (g = 1,2...,m) dla jednego stanu elektrycznego danej sieci, na-Szywamy wektorem napięciowym.
Utwórzmy dla gralu G macierz cyklomatyczną. Weźmy w tym celu zbiór 
wszystkich cykli elementarnych 6rafu G i przyporządkujmy każdemu
z nich wektor

Ci = (cj, C?,...,C?) (1 )

w następujący sposóbs

üi

+  ̂ jeśli orientacja gałęzi Uj zgadza się 
z obiegiem cyklu

_1 jeśli orientacja gałęzi u^ nie zgadza
się z obiegiem cyklu

q jeśli gałąź u^ nie należy do cyklu

Ponieważ maksymalna liczba cykli niezależnych grafu spójnego G jest rów­
na 'NJiG) = m - n + 1 [1] więc wektory cykliczne , C 2, C m_n+1 odpo­
wiadające tym cyklom wyznaczają (a-n+1) wymiarową podprzestrzeri liniową w 
przestrzeni Um. Oznaczmy tę podprzestrzeń

« - « ( c , ,  c 2 cm_n+1). (2)

Utwórzmy macierz

cï cj, • • • Gm-n+1

C1 c2v̂2 • • • C2 . m-n+1 » v3 )

<*
r u  

2 * * * CMm-n+1

gdzie :

M = j 1,2,..., m I 

K — |l,2,...,m-n+lj-.
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Przy pomocy macierzy C można zapisać II prawo Kircnhoffa

VcJ = 0 (4)

lub używając symboliki tensorowej

■/j cj? = 0, (5)

gdzie 3uraowanie odbywa się po wskaźniku j 6 M dla każdego i e K . Zanim 
przystąpimy do rozwiązania układu (5) wykażemy następujące:

Twierdzenie 1
Niech będzie macierzą cyklomatyczną.

Jeżeli macierz kwadratowa powstała z macierzy przez wykreślenie
wierszy odpowiadających gałęziom pewnego drzewa grafu to det C* . i 1, w 
pozostałych przypadkach wyznacznik tej jest rdwny zeru.

Dowód

Weźmy macierz C^, której kolumnom odpowiadają cykle elementarne
IV tV«-* »hn-n+1* Niech {U1 u2'” *»um-n+l} cU  ■iest zbiorenl
stanowiących dopełnienie pewnego drzewa grafu G. Dołączenie więc dowol­
nej gałęzi uif z tego zbioru do drzewa grafu G powoduje powstanie cyk­
lu elementarnego [1]. W ten sposób otrzymamy układ cykli elementar­
nych tv  tim_n+i» do których należą odpowiednio gałęzie
U1 » U2»’**>um-n+1* W nowych wektorach cyklicznych , Cg,••• C(m_n+i)» na
pozycjach 1ł w C 1 ,...,(m-n+1)’, w C ^M_ n + 1 p  współrzędne wektorów są rów­
ne +1 lub -1, natomiast na tych samych pozycjach w pozostałych wektorach 
współrzędne są równe zeru.
Wektory C1»C 2.-*’. C(m_n+i), stanowią bazę przestrzeni a więc dla 
dowolnego wektora C^, należącego do nowej bazy, istnieje układ wektorów 
Cj1' Cj2-"'’Cjk należących do starej bazy i układ elementów
A.ji» j2 • * • •» ^jk , gdzie ^  m-n+1 taki, że Ĉ , = Cj^+. • • + ̂'“jk^jk*
Ponieważ wektory starej i nowej bazy mają współrzędne równe 0, +1 lub -1,
elementy układu *31 *ók są równe 1 lub -1.
Pozwala to na otrzymanie macierzy

p1 -1
* 1 (m-n+1)*

z macierzy przez zmianę kolumn odpowiednią ich ¡combinacją liniową
ze współczynnikami +1 lub -1.
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Weźmy teraz dwie podmacierze kwadratowe rzędu m-n+1, otrzymane z C^ i 
C*. przez wykreślenie tych wierszy macierzy, które odpowiadają gałęziom 
wybranego na początku drzewa grafu:

*
g1

**• Cm-n+1

“ “
1 

1+ O

CK - K "
r,&m-n+'\
°1

-^-n+l
m-n+1

t c K  =  K’ + 
1 

••
•T—

+ 
1

O

1

C14
f i * numeracja wierszy 

powstała z macierzy C
W macierzach 
więc macierz 
kolumn pewnych wektorów kolumnowych, 
wyznacznika.
Mamy więc

K
co

det C:K det

(gałęzi) nie 
przez dodanie

uległa zmianie, 
do poszczególnych

jak wiadomo nie zmienia wartości

„K _ + 
K “ ~ 1 .

Jeżeli natomiast gałęzie odpowiadające wierszom macierzy nie tworzą
dopełnienia drzewa grafu, to istnieje wśród nich taka gałąź û » , która 
dołączona do wybranego drzewa grafu nie powoduje powstania cyklu elemen­
tarnego jij, . Cykl [tif powstał więc nie przez dołączenie gałęzi 
jakiejś innej nie należącej do wybranych. W takiej sytuacji 
ma postać

mi lecz 
Kmacierz Ĉ ,

CK - K ~

+1 O 

0 -  1

C (m-n+1 )’

Mamy więc
det C* = 0.

Przystąpimy teraz do rozwiązania układu (5). Weźmy w tym celu niezero- 
wy wyznacznik det # 0 podmacierzy kwadratowej rzędu m-n+1 macierzy C^. 
Wybór takiego wyznacznika Jest związany, jak wiadomo, z ustaleniem zmien­
nych zależnych v ^ .
Z twierdzenia 1 wynika, że wybór zmiennych zależnych jest równoważny 
wyborowi dopełnienia pewnego drzewa grafu G, będącego odwzorowaniem roz­
ważanej sieci, gdyż tylko wówczas det # 0.
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Przenieśmy wybrane zmienne niezależne na prawą stronę

C^11 C^n +1

c®" . . . . . .  .

of-
Vgn

y

■°i ci2 
gi

-C .........

(A-i• • • U,j
Vg1

V°2 • • • • • • • gn+1
•

2 ........ V
•

V .4 • • •m-n+1 Am-n+1_

•
g1

"°m-n+1 *•*
Ggn-1
m-n+1

(6)

Nadając zmiennym niezależnym (v ......  , ...,v ) układy znaczeń
g1 g2 gn-1

(1,0,...,0), (0,1,0,...,O),...,(0,...,0,1), otrzymamy fundamentalną baze
rozwiązań

V g1' V g2>” -*Vgn-T

V gi / gi gi gixV = ( y ^ ,  v 2 , . . . , v m ) ,

gdzie;
gi

j-ta składowa (m >  j >  n - 1) Vj wyraża eie formułą

A  1y -\ ~    "VJ det c£

Cl11

A
Jm-n+1

-,gn-1 gin A

- C„

- C.m-n+2

*

cgn
m-n+1

m-n+1

= — Al
det c|

Na mocy twierdzenia 1 det cj£ = i 1 natomiast Aj = 0, +1 lub -1. Wyni­
ka z tego, że wektory tworzące fundamentalną bazę rozwiązań układu
(6) mają współrzędne 0, +1 lub -1.
Weźmy pod uwagę przestrzeń unitarną U® i układ ortonormalny wektorów tej 
przestrzeni = {e^,...,em f
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e1 = (i,o,...,o),
• • • • 

e n = ( o , . . . , 0, 1 ),

który etanowi bazę tej przestrzeni. Przyporządkujemy każdemu wektorowi 
tej bazy e g napięcie gałęziowe v , wówczas wektor napięciowy V  może~v 
zapisać w postaci sumy

V  = e 6 vg, (8)

gdzie sumowanie odbywa się po wskaźnikach g e jl, 2,... ,m^.
A

Ponieważ zbiór wszystkich wektorów ortogonalnych do *6 tworzy podprze- 
strzeń liniową n-1 wymiarową, zatem zbiór wszystkich wektorów V  stano­
wiących możliwe rozwiązanie układu

< V C i > = 0  (i = 1,2,... ,m-n+1 )

tworzy przestrzeń liniową n-1 wymiarową. Oznaczmy ją

■V. 'Y (V1, V 2, . . . , Y n-1)
A

i nazwijmy przestrzenią napięciową. Każdy wektorVe,'Ymoże być wyrażony 
jako kombinacja liniowa wektorów bazy

V  = v k vkit
gdzie v. napięcia drzewa grafu G a sumowanie odbywa się po wskaźnikach 

r ł ike Jgi> g2* * * * ,er.-11 odpowiadających wybranemu drzewu grafu G.
Z porównania wzorów (8) i (9) otrzymamy

Vg = Vg (10)

gdzie sumowanie się po wskaźnikach k e |g1, • • • >gn_-j| odpowiadających wy­
branemu drzewu grafu dla każdego ĝ e |l ,2,... ,m|. Utwórzmy sumę pro­
stą przestrzeni 'C i "Y . Suma ta 'C ©  V = U gdyż każdy wektor przestrzeniAmU daje się przedstawić i to tylko na jeden sposób w postaci sum^ dwu wek­
torów, z których jeden jest wektorem z przestrzeni <'V5 a drugi z 'C . 
Wektory V s i C  tworzą razem zbiór m liniowo niezależnych wekto- 
rów w przestrzeni. Oznaczamy tę bazę

R - { v ,  V 2 V n- \  C n. C n+1,...,Cm} =  {a1 a ra}.
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Znajdziemy teraz macierz przejścia ze starej bazy ortonormalnej '£ do ba­
zy Jl . Dowolny wektor a k6 <A daje się wyrazić jako kobminacja liniowa 
wektorów bazy

= t*  e1 = (t*. t g , . . . , ^ ) .  (11)

Jak więc z tego wynika kolumny macierzy przejścia fó] są równe wektorom 
bazy . Macierz Ty = nazywamy macierzą sieciową napięciową.

Mając macierz sieciową napięciową wyznaczamy teraz współrzędne wektora 
V  względem bazy tA,. Niech <Xj, oCg»***«0̂  i vi»v2,**",vm współ­
rzędnymi wektora V  przestrzeni Um względem bazy ift i ?  i niech Ty = j] 
będzie macierzą przejścia z bazy do cfl.» Podstawiając do równości

vg e S = cXg O® = V .  (12)

Prawe strony równości (11) otrzymamy

vg e S = «g łj eJ* 

Po nieistotnej zmianie wskaźników otrzymamy

e® = ock t* es . (13)•g ~ - k g

Ponieważ wektory e® są liniowo niezależne mamy stąd

vg = łg ^k» (14)

gdzie k, g e |l ,2.... m|.

Zastanówmy się teraz nad interpretacją powyższych rozważań. Wprowadzi­
my w tym celu dwa wektory w u“, wektor napięć drzewa vg i wektor napięć do­
pełnienia v . Niech wektory Yg i Yg będą rzutami v , czylię|o u U  &

vg “ t® + ds ’ (15)

Na podstawie zależności (10) many

( 1 b)
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gównując wzory .16) i 114) otrzymany

\
'vsn<Słr::ęanymi ■vo.:tora napięciowego w nowej bazie będą jedynie na-

: ęeia drzewa. Wektor v . w bazie £  staje się wektorem w nowej ba-
A  . wzoru ¿1 ) wynika, że jeżeli są dane napięcia drzewa ^g to 

aozeajr określić wszystkie napięcia gałęziowe. Działanie odwrotne jest rów 
..Loż możliwe.
.(prowadzimy teras pojęcie przestrzeni prądowej. Przyporządkujemy każdej 
gałęzi sieci prąd i . mierzony w gałęzi g. Stanem prądowym nazywać będzie» 
•ay zbiór wartości liczbowych prądów i . zmierzonych jednocześnie.

Definicja wektora prądowego 3
1 iecu cęazie dana m»v;ymiarowa przestrzeń unitarna Un. Wektor 3 okre­

ślony w te, przestrzeni o współrzędnych będących wartościami liczbowymi 
g: = 1,2,...,m) dla jednego stanu prądowego danej sieci nazywamy wekto- 

. prądowym.
• -kórzmy ala , rafii zorientowanego G będącego odwzorowaniem rozważanej 
leci macierz incydencji 3* = |s||t

+1 gdy g-ta gałąź wychodzi z k-tego węzła)
“1 gdy g-ta gałąź wchodzi w k-ty węzeł,
0 jeśli g-ta gałąź nie jest incydentna z k-tym węzłem,

ga ;r.

ti

Pierwsze prawo Kirchhofza można wówczas zapisać w postaci

Sk ig = °> (17>

gdzie sumowanie odbywa się po wskaźnikach g e M dla każdego węzła k e W.
Korzystając z własności macierzy incydencji [i] można wykazać, że wy- 

::ór zmiennych zależnych przy rozwiązywaniu układu (17) jest równoważny wy­
borowi drzewa grafu będącego odwzorowaniem rozważanej sieci. Wektory ko­
lumnowe Sx macierzy incydencji wyznaczają (n-1) wymiarową podprzestrzeń
liniową przestrzeni lim. Oznaczmy ją przez

S = •$ (S1, S2 S r'-1).
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Zbiór wszystkich wektorów ortogonalnych do ’S tworzy podprzestrzeń (m-s+1 ) 
wymiarową, zatem zbiór wszystkich wektorów 3, stanowiących możliwe roz­
wiązanie układu (17) tworzy podprzestrzeń liniową (m-n+1) wymiarową. Ozna­
czmy ją (f i nazwijmy przestrzenią prądowej.

Postępując analogicznie jak przy rozwiązaniu systemu napięciowego moż­
na wyznaczyć układy rozwiązań {Jn, J n+1.... J  ra| stanowiący bazę prze­
strzeni prądowej 2P • Współrzędne i dowolnego wektora z przestrzeni 7P 
wyraża się wówczas wzorem

gdziet

^k - współrzędne wektora prądów dopełnienia,

i„ " g-ta współrzędna wektora 3k z fundamentalnej bazy rozwiązań.O

Wektory S 4, S 2,...,Sn_\  iJn,... ,3la tworzą zbiór m liniowo niezależ­
nych wektorów w przestrzeni Um , stanowią więc pewną bazę tej przestrzeni. 
Oznaczmy tę bazę

a {e1 ęn-1 ąn rimlo , J , . • • » < J

Wykazuje się, że kolumny macierzy przejścia Tj = J ze starej bazy
do bazy £  są równe wektorom bazy (B . Macierz T . nazywamy macierzą sie-«3ciową prądową. Przy pomocy macierzy sieciowej prądowej można wyznaczyć 

współrzędne i dowolnego wektora z przestrzeni prądowej (Pznając współ-O
rzędne *k -wektora prądów dopełnienia

lg = t *  V191

Zastanówmy się teraz, kiedy macierze i Ty są identyczne. Zauważmy w 
tym celu, że jeżeli przy rozwiązywaniu systemu prądowego

s“ 3= o
oraz przy doborze cykli niezależnych (warunek konieczny i wystarczający 
aby (,6 odpowiadał cyklowi [1])

s“ CŁ = o
wybrano to samo drzewo, te game zmienne zależne i niezależne, to bazy ̂ /X
przestrzeni T  i ‘6 są identyczne.
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Analogicznie wybierając to samo drzewo przy rozwiązywaniu systemu napiąć 
VcjJ = 0 co przy doborze cykli niezależnych sJJ = 0 otrzymamy, że <'V> 
i $  mają tg samą bazę. W tej sytuacji macierze sieciowe, prądowe i napię­
ciowa są identyczne

= Tv = f def = [ V ,  V 2 V n_1, J n , J n+1, . . . ,3m] .

Tak zdefiniowaną macierz sieciową T, niezależnie od tego że = Ty,
spełnia następujące«

Twierdzenie 2
Wszystkie macierze sieciowe T posiadają ten sam wyznacznik równy 

liczbie drzew grafu G będącego odwzorowaniem rozważanej sieci.

Dowód
Przy dowodzie tego twierdzenia wystarczy rozpatrywać macierze

*• - [ S \  S2 s « - \  c n c j ,

gdyż każdy wektor S i  daje się przedstawić Jako suma pewnych wektorów V 1 
yj,... ze znakiem "+" lub a każdy wektor C.̂  daje się przedstawić
Jako suma pewnych wektorów J 1, J k,... ze znakiem "+" lub co Jak
wiadomo nie zmienia wartości wyznacznika.
Utwórzmy z macierzy T* macierz Grama

G = ?’ T’ ,

gdzie»
mT’Jest macierzą transponowaną macierzy T’.

Zachodzi

K 0

0 <

gdzie:
|K|= n-1, |DI= m-n+1, r£ = C® cjj, P* „ Sy na mocy wzoru Tren-

ta

det G = det ?j[ det = t2,

gdzie«
t Jest liczbą drzew w grafie.
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Z drugiej strony

det G = det T’ det T’= [det tJ^

a więc
det T* = t.

W dotychczasowych rozważaniach nie uwzględniono zależności funkcyjnych 
między przestrzenią napięciową i prądową. W realnych układach zależności 
takie prawie zawsze istnieją. Oznacza to, te nie każdy stan napięciowy i 
prądowy jest równocześnie możliwy.
Mając na uwadze definicję przewodności jednej gałęzi zdefiniujemy przewod­
ność sieci.

Definic.ia
Przewodnością systemowa nazywamy każde przekształcenie (n-1) wymiaro­

wej przestrzeni napięciowej w przestrzeń prądową.

f ( T ) = # \  (20)

gdzie iA
y  - dowolna podprzestrzeń przestrzeni prądowej, 
f - przewodność systemowa.

Dla łatwiejszej analizy własności przewodności systemowej weźmy pod roz­
wagę jej postać liniową. Niech f = Y będzie przewodnością systemową linio-

, A ujwą, określoną w przestrzeni unitarnej U . Tak więc

y t  = y. (2D

Z definicji wynika, że warunkiem koniecznym istnienia przewodności syste­
mowej jest istnienie (m-n+1) zależności funkcyjnych.

Z drugiej strony wiadomo, że stan prądowy w sieci określony przez wektor
prądowy i jest wyznaczony jednocześnie jeżeli jest dany wektor prądćw s .dopełnienia "jkj

Warunkiem koniecznym i wystarczającym istnienia przewodności systemowej 
jest istnienie (m-n+1) liniowo niezależnych form liniowych
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dk 123)

2 - kczyli istnienie m przewodności gałęziowycn (wzajemnych i włas­
nych) przyporządkowanych gałęziom dopełnienia.
Wiadomo, że stan napięciowy w sieci y^ jest wyznaczony jednoznacznie, 
jeżeli jest dany wektor napięć drzewa ^g.

Zachodzi
v , v 

vg - d ® + te

a więc

d* - - sg> ik * <*♦>

Nasuwając lewostronnie na wzór (23) wielkość t^ i podstawiając wzór (24) 
otrzymamy

‘i (2 5 )

Oznaczając macierz odwrotną macierzy sieciowej Jt̂ j przez

m " - p a

możemy napisać

v rV
&  = V  Vv

Równanie (25) będzie miało następującą postać

H . " * 1 ^  i  v  'v6 i -  -  t f  Yk ( t £  -  ô £ )  t^ v , , .  (26)

Ponieważ
U. RV

V "  *

wzór (26) będzie miał postać
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2 wywodów przeprowadzonych powyżej ’Wynika, że istnienie przewodności sy-v t vot cisowej Y. uwarunkowane jest istnieniem przewodności V , przy czym A dg

dc ( 6 K - ?k)- ta)

iJależy zwrócić uwagę na fakt, że macierz I YK I może być rzędu l m-n+1) lub
r Ld^jmniejszego. Jeżeli macierz lijl jest rzędu (m-n+1) to istnieje jej ma-

r vi—1 Ld‘-Jcierz odwrotna [Yj . Mie oznacza to jednak, że istnieje macierz odwrot-
r  ,  Ld J

na |Y^J . Może to zachodzić tylko wtedy gdy m-n+1= n-1 [31-
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0 HEKOPOPLU CBOłiCTBAJi MATPUCL CETli

P e  s  ¡o u e

Ocoboe BHHuaHHe oćnasjaeTCH na SaKT, mto HaTpzna ceni T «B-ifleTcn amreCpan- 
iiecKCii 3anzci>io lo n o a o r u n  rpa<j>KKa, KOTopuii, b cbok o y e p e jib , e e r b  Konnei! c e i z .

.7 c t a h o b v i e h o ,  m  o  b c c  B o a M O z u iu e  « t a i p i t u u  t u t a  s a n H O i ł  c e r u  o C j i a ^ a i o T  o a h k k  

obniHM C B o i i c i B o i i  v.x o n p e i e j i a T e . i b  p a u e u  n H C J iy  ne:oB r p a ^ Z K a .  S ł o n y  r j i a B H o a y  

l i o z o i t e K n i D  n p e j y n e c T B y e i  « n o e  -  o  H e K O T o p o M  e B o i i c T B e  m iK J i o i - i e i p B n e c K O i i  K a r p i t u u .

P a c c y a w e B H n  a * a  n p o B e A e n u  n y i e w  n o n o m  b 3 0 B a n H - i  M o .ą e .ts i  n p o c ł p a H c T B a  a a n p a ^ e -  

h h j j  h  T o n a  c  n p i iM e i i e / i H e M  T e H c o p n o i i  s a i w c H  u  e . i y y & 8 x ,  y n p o m a io i i ! H x  p a c n e T n .
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ABOUT CERTAIN PROPERTIES OP THE NET MATRIZ

S u m m a r y

Special attention is given to the fact that the T-net matrix is the 
algebraic notation of the graph topology, the latter being the represen­
tation of the net. It is proved that all net matrices available for the 
given net possess a common property namely, their determinant being equal 
to the number of the graph tress.

This main statement is preceded by another statement concerning the 
certain property of the cyclometric matrix. The considerations are made 
using the current and voltage space models and applying tensorial nota­
tions in situations simplifying calculations.


