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FUNKCJE ENERGETYCZNE W TEORIN1 LINIOWYCH UKLADOW ELEKTRYCZNYCH

Streszczenie. W artykule przedstawiono mozliwosci zastosowania
funkcji energetycznych w teorii liniowych ukdadéw elektrycznych.Zde-
finiowano funkcje energetyczne ukdsdu w postaci operatorowej i wpro-
wadzono uogdlnienie twierdzenia Maxwells o minimalnym grzaniu na li-
niowe uktady elektryczne z dowolnymi elementami. Oméwiono réwniez
whasnosci funkcji energetycznych w stanach granicznych.

Tradycyjne sposoby analizy liniowych uktadéw elektrycznych opieraja sie
na wykorzystaniu I i Il prawa RLrchhoffa wzglednie metod pradéw obwodo-
wych (Maxwella) lub potencjatéw wezdowych (Coltriego). Metody te stosuje
sie zaréwno dla uktadéw statopradowych, zmiennopradowych jak i pobudza-
nych w dowolny sposéb, tak w stanach ustalonych jak i nieustalonych.

Uzyskanie rozwigzan liniowego ukdtadu elektrycznego zaproponowa¢ mozna
réwniez inng metoda. Mozna bowiem wprowadzi¢ pojecie tzw. operatorowych
funkcji energetycznych, odpowiednioi rezystancyjnej, indukcyjnej, pojem-

nosciowej .
P(P) “JGT(E  JI6®)- da)
T(p) -JOT( +..IG(M. b)
u(p) -JGT() SG IG(M ao

Jezeli w rozpatrywanym ukdadzie nie wystepuja sprzezenia, wéwczas ma-
cierze Rg, Lg, Sg w tych zaleznosSciach sg diagonalnymi macierzamit rezy-
stancji gateziowych, indukoyjnosci gateziowych oraz odwrotnosci pojemnos-
ci gateziowych.

Jezeli w uktadzie istnieja sprzezenia indukcyjne, wtedy macierz £G
przestaje by¢ macierzag diagonalng, pozostaje jednak macierzg symetryczng.
Wektor JG (p) jest wektorem pradéw gateziowych w postaci operatorowej, a

¢ Gij(p) 3est transpozycja wektora ¢G (p)-
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Suma funkcji energetycznej rezystancyjnej oraz indukcyjnej pomnozonej

przez operator p i pojemnosciowej pomnozonej przez <l daje w wyniku ogdlng
funkcje energetyczng uktadu w postaci operatorowej.

F(P) - PP + p T(p) + 1 U(p)- @

Ogélna funkcja energetyczna uktadu moze zostac¢ przedstawiona w posta-
ci!

F(P) m ¢Qi(p) + P Lq ¢gnPh o+
(€©)]

+ PLGTA AG ¢GA™

Wykorzystujac fakt, ze macierz impedancji gateziowych uktadu mozna za-
wsze przedstawi¢ w postacis

Zg(P) -Ra+ plg+ 1 Sq ®

og6lng funkcje energetyczng mozna zapisac jakoi

F(P) “ Ja t £q()¢GN* n

Wprowadzajac do rozwazah strukturalng macierz obwodowa JP mozna uzy-
ska¢ nastepujace zwigzki!

® = ITT J(p) (62)
E(p) «r”ip) (6b)
z(P) -r"~(p) rT, @

gdzie J(p) jest wektorem pradéw obwodowych, Eq (p) wektorem sit+ elektromo-
torycznych poszczeg6lnych gatezi, E(p) wektorem sit elektromotorycznych
dziatajacych w utworzonych obwodach, a Z(p) jest macierza impedancji ob-
wodowych.

Macierz strukturalna obwodowa J~ jest macierzg stopnia (g-w + 1)xg,
gdzie g jestliczbg gatezi a w - liczbg wezt6w.Elementy macierzy sa
réwne +1, -1lub O,w zaleznosci pd tego,czy dana gataz znajduje sie w
rozpatrywanym obwodzie i dodatkowo od tego, ozy jej orientacja jest zgod-
na z przyjetymi wczesniej regutami.
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Wykorzystujac zwiagzki (6) i1 (7), zaleznos¢ (5) mozna przedstawi¢ w po-
staci j

F(P) ™ ¢iip) Z(p) I(p) ®

lub odpowiednio«

F(P) =¢T@ £ o(p) + Pl £ o(p) +

®
+£¢t@) £ I,
przy czym oczywiscie spednione sa zwiazki!
Z(p) - £+ pE+N St (10
?(P) = ITE £ I, (la>
T(p) - ¢iip) LJI(p). (11b)
u) - <T@ £ JI(P)- Ole)

Operatorowe funkcje energetyczne nie maja takiej interpretacji energe-
tycznej, jak jest to w przypadku uktadéw elektrycznych w stanie ustalonym,
zasilanych napieciami statymi lub sinusoidalnie zmiennymi.

Podobnie jednak jak w tamtych przypadkach funkcje te sa formami kwa-
dratowymi o macierzach dodatnio pctokreslonych. Wartosci wiec tych funk-
cji dla kazdego p sa rzeczywiste nieujemne, czylii

p(p) > 0 (12a)
O] 0 (12b)
Uy > O 12c)
F() > O (12d)

Wprowadzenie operatorowych funkcji energetycznych pozwala na uogélnie-
nie twierdzenia Maxwella o minimalnym grzaniu na liniowe uktady elektrycz-
ne z dowolnymi elementami!

"W liniowym uktadzie elektrycznym, rozpatrywanym w dowolnym momencie
czasu, ogolna operatorowa funkcja energetyczna, pomniejszona o podwojona
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wartos¢ sumy iloczynéw pradéw gateziowych w postaci operatorowej, dziata-
jacych w gateziach uktadu elektrycznego:

$(p) = F(p) - 2 JGT (p) Egtp) (3)

przyjmuje wartos¢ minimalng przy takim rozptywie pradéw gateziowych, ze
speinione sg prawa Kirchhoffa'.

Korzystajac ze zwigzkéw (6a) i (6b) zaleznos¢ (13) mozna przeksztatcic
do postaci:

$(p) = F(P) - 23T (M E()- "“3a)

Warunkiemekstremum jest, aby pierwsze pochodne funkcji $(p) wzgledem
pradéw obwodowych bydy réwne zeru, czyli:

Vi $(p) - 0. a»

Poniewaz ogélna funkcja energetyczna moze by¢ przedstawiona w postaci
rezystancyjnej Tfunkcji energetycznej oraz indukcx?nej i pojemnosciowej
funkcji energetycznych pomnozonych przez p oraz — , a sktadniki te sg for-
mami kwadratowymi o macierzach symetrycznych ze wspoédczynnikami rzeczy-
wistymi, mozna w zwigzku z tym napisac:

Vi $ (@ - 2[RI +pLJIE +is Ip) -

as)
- EM] =0
Lub wykorzystujac zaleznos$¢ (10):
Vi § ® = 2[z(p) I(p) - E(p>] = 0. 16
Ostatnio uzyskany zwigzek jest jednoznaczny z réwnaniami obwodowymi

ISaxwella, a stad wynika roéwniez spednienie praw Kirchhoffa. Z podanych wy-
3ej whasnosci funkcji F(p) oraz postaci funkcji $ (p) wynika dodatkowo,ze
otrzymane rozwigzanie jest jedyne.

Stwarza to mozliwos$¢- otrzymania rozwigzan liniowych ukdadéw eiektrycz-
iyc.i w stanie nieustalonym w spos6b nastepujacy: Okresla sie macierze R,

o9

r=r sc-TT 72
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i - FiofT. @by

£=J7 17T (17¢)

Nastepnie tworzy sie funkcje energetyczne zgodnie z zaleznosciami ayn i

(@) a wreszcie funkcje $ (p), zgodnie z (13a). Na koniec wyznacza sie Sank-
cje pradéw obwodowych, poprzez znalezienie ekstremum funkcji $(p). Majac

okreslone prady obwodowe mozna juz 4atwo znalez¢ prady i napiecia gate-
ziowe, najpierw w postaci operatorowej a nastepnie dokonujac odwrotnej

transformacji Laplace’a - Carsona uzyska¢ odpowiednie wielkosci w formie
czasowej -

Zaproponowana metoda moze by¢ szczegdlnie przydatna do bezposredniego
numerycznego uzyskiwania oryginatéw Ffunkcji pradéw i napiec w uktadach
elektrycznych na podstawie danych funkcji w formie operatorowej.

Operatorowe funkcje energetyczne zdefiniowane w podany sposéb posiada-
ja pewne ciekawe wkasnosci dotyczace ich wartosci granicznych.

Moc czynna wydzielana na elementach rezystancyjnych uktadu elektrycz-
nego w chwili t = 0 oraz w stanie ustalonym, czyli dla t-»°" jest roéwna

wartosciom granicznym rezystancyjnej funkcji energetycznej odpowiednio
przy p °° i p- 0.
(18a)
(18b)

Moc dostarczona elementom indukcyjnym ukdadu w stanach granicznych jest
réwna wartosciom granicznym indukcyjnej funkcji energetycznej pomnozonej
przez p, natomiast w tych samych stanach moc pobierana przez elementy po-
jemnosSciowe jest réwna wartosciom granicznym pojemnosciowej funkcji ener-
getycznej dzielonej przez p:

. (192)
pLO * TASH{IEATE) "6~ ~ (1)) = {p TP

*Q h “prh [ P T(P>3) (19b)
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PCO ** SoSioW dr} * {? UP)} @x)

t

P~ A { &) "0 16D di} " p*S+{p UP) @

istniaty w przypadku spednienia ogdlnych

WEasnosci te beda oczyw e
granicznych zaleznosci czasowych i ich trans-

isci
warunkéw dotyczgcych wartosci
format.
Podobne whasnosci posiada ogélna funkcja energetyczna. Caltkowita moc
dostarczona do uktadu przez wszystkie zrédda napieciowe w chwili poczatko-
wej oraz w stanie ustalonym jest réwna wartosciom granicznym ogélnej ope-

ratorowej Tfunkcji energetycznej»

PZ0O * Lo Nin Lr<Pay G

w“e 0 + B P

PZoD- lim /J~it) Er(OV » lim {p(p)] (21b)

W analogiczny spos6b jak dla mocy, okreslié mozna zwiagzki miedzy war-
tosciami energii elementédw indukcyjnych i pojemnosciowych w stanach gra-
nicznyoh a wartosciami funkcji energetycznych w takich stanach.

(22a)

(22b)

(23a)
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Jgipi') dt (@

{i

1 Him .
=2 p—- om{?olp)}

(23b)

Zaleznosci te, w przypadku postugiwania sie operatorowymi funkcjami e-
nergetycznymi, pozwalaja na wykorzystanie zasady zachowania energii. Moze
to mie¢ znaczenie wtedy, gdy rozpatruje sie uktady elektryczne z niezero-
wanymi warunkami poczatkowymi .

W takich wypadkach ogélna operatorowa funkcja energetyczna okreslona
jest jak poprzednio zaleznoscia (2), natomiast forma podlegajaca minima-
lizacji przybiera wtedy postac«

$@ ®mFP) -2ITE [EE + UVQ@E] - @

UQ (p) okresla sie jako wektor napieé¢ obwodowych wynikajacych z faktu
istnienia w chwili poczatkowej napie¢ na elementach pojemnosciowych ukta-
du oraz pradéw piynacych w tym momencie przez elementy indukcyjne.
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SHEPrETHOECKHE <syHKRHH B TEOPHH
JIHHEiHHbDC 3JIEKTPHOECKHX CHCTEM

P e 3 tbme

B oiaiBe” noKa3aHU bo3moxhoctz npzMeHeHHH 3HepreTzzecKnx <pyHKitnhi k Teopzz
JizHeiiHbcc 3JieKTpHgecKKX cHCTeM, OnpeAejieHU 3HepreTzzecKze <J>yHKnzz czcTeubi b
onepaTopHOM BH”e z BBeaeHO ododaeHze TeopeMH MazcBejuia o MZHZMajiBHOM pac-
cezHzz aHeprzz, Ha jiHHeBHtie szeKTpzzeoKze czcieMu c jibOumz 3JieMeHTaMZ. Pac-
oMOTpeHH CBokCTBa 3HepreTz>jecKHX <J>yHKnz8 b npefleoibHux coctohhhkx.
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ENERGETIC FUNCTIONS IN THE THEORY OF LINEAR ELECTRIC CIRCUITS

Summary

Some possible applications of energetic functions in the theory of li-
near electric circuits have been discussed. An operator form of a cir-
cuit’s energetic function has been defined and the Maxwell theorem of mi-
nimum energy dissipation in electric circuits with arbitrary elements has
been introduced in a generalised form. Some properties of energetic func-
tions in border conditions have been also shown.



