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WYKORZYSTANIE FUNKCJI ENERGETYCZNYCH
DO ANALIZY LINIOWYCH UKEADOW ELEKTRYCZNYCH

Streszczenie. Artykut zawiera oméwienie mozliwosci wykorzystania
funkcji energetycznych w analizie |II"|IOWgCh uktadow _elektrycznych.
Prze stawmno w_nim dwa réwnowazne sposoby uzyskiwania réwnan ana-
lizy na podstawie funkcji energetycznych ukdadu w postaci operato-
rowej -

Podstawg analizy ukdadéw elektrycznych jest stworzenie matematycznego
opisu tych ukkadéw. W tym celu wykorzystuje sie zwykle 1 i 1l prawo Kirch-
hoffa oraz zwigzki topologiczne oparte najczesciej na teorii grafow, umo-
zliwiajace zapis rownan wyjsciowych analizy.

Wydaczajac z ogolnego spi3u te galezie, ktore zawieraja idealne Zzrédka
pradowe 1(t), zaleznos¢ wyrazajgca | prawo Kirohhoffa mozna zapisa¢ w for-
mie zwigzku«

A ® + AxI( =0. (@)

Natomiast rownanie wyrazajace Il prawo Kirchhoffa w formie macierzowej
przyjmuje post8Cs

f €3]

Skksdowe wektoréw Jeit) oraz UG () stanowig odpowiednio prady gatezio-
we 1 napiecia poszczegOolnych gatezi. Wektor I(t) zawiera wartosci sit pra-
domotorycznych w ukdadzie, a nj jest macierzg strukturalng okreslajaca
usytuowanie w uktadzie zrédet prgdowych. Macierz A jest macierzg struk-
turalng weztowg stopnia (W - 1) x g, natomiast P jest macierzg struktu-
ralng obwodowg stopnia (g - w + 1) X g, gdzie g jest liczbg gatezi, w -
liczbg wez#6w ukdadu. Elementy macierzy strukturalnych sg réwne +1,-1 lub
0, w zaleznosci od tego, czy dana galaz daczy sie z rozpatrywanym wezdem
lub znajduje sie w rozpatrywanym obwodzie i1 dodatkowo od tego, czy jej
zwrot jest zgodny z przyjetymi wczesniej zasadami .
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Zbudowanie macierzy strukturalnej weztowej A nie nastrecza zadnych
trudnosci; zbudowanie natomiast macierzy obwodowej F moze dostarczy¢ wie-
lu klopotéw. Aby uniknac¢ potrzeby tworzenia macierzy T dla ukdadéw li-
niowych mozna zaproponowa¢ metode analizy oparta o wykorzystanie funkcji
energetycznych w postaci operatorowej .-

Ogolna funkcja energetyczna ukdadu elektrycznego w postaci operatoro-
wej posiada nastepujacg postac»

F(p) - ¢oT(p) Za(p) Ja(p). (3)

Macierz Zg(p) jest diagonalng macierza impedancji gateziowych w przy-
padku gdy w ukdadzie nie wystepuja sprzezenia lub macierzga symetryczng -
w przypadku istnienia sprzezen.

Okreslamy obecnie nastepujaca forme $(p)+

$) » F(P) - 2 QT () Bgtp) @

w ktopej Eq (p) jest wektorem gateziowych sit elektromotorycznych w posta-
ci operatorowej -

Zgodnie z uogllnionym twierdzeniem Maxwella o minimalnym grzaniu, for-
ma $ () przyjmuje wartos¢ minimalng przy takim rozptywie pradéw gatezio-
wych, ze spednione sa prawa Kirchhoffa. Zagadnienie to mozna rozpatrywac
jako problem minimalizacji funkcji w obecnosci ograniczen, oo pozwala za-
stosowa¢ metode mnoznikéw Lagrange®a i minimalizowa¢ funkcje Q(Jq.*) °-
kreslong nastepujaco»

£ -FP -2JTE E™p) +
(5)
+2AT@E [sJdglp) + AxX(@E] -

Warunkiem ekstremum jest, aby pierwsze pochodne funkcji Q(Jq>2i)wzSXe-
dem sktadowych wektora Jq oraz skkadowych wektora byly réwne zeru,
czyli«

vVQ(@3a, - 0. ©)

Obliczajac pochodne funkcji Q(Jq. £) 1 przyrownujac je do zera otrzymuje-
my i

zg () Jg(Pp) EG®

*©® -Al 1P
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Zak¥adajac, ze rozpatrywany ukdad nie zawiera gatezi o impedancji row-
nej zeru, mozna *atwo sprawdzi¢, ze istnieje zawsze macierz odwrotna do
macierzy ZG(p)- Dzieki temu otrzymany ukdad réwnan (7) pozwala na oblicze-
nie wektorow Jg () 1 Mp)*

a<p) - (a £61(@ ¢ Tr1 [* ( p) igip) +
®
+ 1(M]

Chcac wyznaczy¢ dalej napiecia poszczegoélnych gatezi wystarczy skorzy-
sta¢ ze zwiagzkui

Ug @) - Elit) - ~(p) Ja () (€Y)

Wyznaczenie wektora 2i(p) nta j®8" konieczne, mozna jednak  zauwazyc,
ze skltadowe tego wektora stanowig napiecia pomiedzy poszczegolnymi wezta-
mi a wezdem przyjetym jako wezet odniesienia. Znajac skkadowe  wektora
A(p) wartosci napie¢ gateziowych mozna wiec wyznaczy¢ w inny sposob, ko-
rzystajac s zaleznosci!

Ug (@) » (D)

Majac wyznaczone wektory Jq (p), T (p) w postaci operatorowej, dokonu-
jac odwrotnej transformacji Laplace»a - Carsona tych wektoréw otrzymujemy
zaleznosci czasowe pradéw i napie¢ gateziowych, co stanowi wynik analizy.

Przedstawiony sposéb analizy liniowych ukdadéw elektrycznych nie wyma-
ga tworzenia strukturalnej macierzy obwodowejj w obliczeniach wykorzystu-
Jje sie wydacznie macierz strukturalng wezdowa, ktdra tworzy sie bardzo da-
two na podstawie topologii ukdadu. W trakcie obliczen wystepuje potrzeba
dwukrotnego odwracania macierzy. Obliczenie macierzy £ (p) jest jednak
bardzo proste szczegdlnie wtedy, gdy w ukkadzie nie wystepuja sprzezenia.
Jest to bowiem macierz diagonalna o elementach bedacych odwrotnosciami e-
lementéw macierzy Ze(p). Pewien kdopot moze sprawi¢ tylko odwracanie ma-
cierzy (A2J1() A™), lecz stopien jej jest réwny liczbie niezaleznych
wezdow, a wiec zwykle znacznie mniejszy niz liczba gatezi ukdadu.

Przedstawiony spos6b analizy moze sta¢ sie obliczeniowo jeszcze  pro-
stszy, jezeli potrafimy wyznaczy¢ drzewo grafu ukdadu. Zatdzmy przy tym,



%0 Jan Bruski

ze skkad drzewa wejda wszystkie galezie zawierajgce idealne sity elek-
tromotoryczne, ktérych impedancje sg rowne zeru. Ponumerujemy  wszystkie
gatezie uktadu kolejnymi liczbami naturalnymi, tak aby najnizsze  numery
mialy gatezie o impedancjach réwnych zeru, dalsze numery - pozostate ga-
tozle drzewa i wreszcie kohcowe - galezie nie wchodzace w skiad drzewa
grafu. Galezie zawierajace idealne zrodka pradowe wydgczmy jak poprzednio
z og6lnego spisu gatezi i traktujmy je niezaleznie. Przy takim podejsciu
wektor pradow gateziowych mozna przedstawi¢ w postaci*

¢01<p>

L0 (12)

¢G2(p).-

gdzie Jgi jest wektorem pradow gatezi drzewa a J” - wektorem pradow cie-
ciw grafu ukdadu.

Topologia rozpatrywanego ukdadu okreslona jest przez strukturalng ma-
cierz weztowg, ktdérg mozna przedstawi¢ nastepujaco*

A » [ Al Agl] (13)

oraz przez macierz Aj, okreslajaca usytuowanie idealnych zrodet  prado-
wych w ukdadzie.

Podobnie jak poprzednio okresli¢ mozna ogoélng funkcje energetyczng u-
k#adu w postaci operatorowej oraz funkcje Q(Jg» ”.) bedaca przedmiotem mi-
nimalizacji.

=Jat @ zs@ (GE ~ 2 QTE K@) +
(14)
+2ATE [A @ + A i(@] -

Obliczajac pochodne funkcji Q(Jqg, A) wzgledem skdadowych wektordw Jg(p)
oraz ~(p), przyrownujac je do zera i wykorzystujac wzory (12) i (13) o-
trzymujemy *

—Gl ip) 2. £1T ;01 AGL NN

- —G2An — 2T G20 B Eg2a() @15

Al a?2 £ * (D) “Aj 1)
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a

Jezeli macierz A zostakta zbudowana poprawnie, wowczas macierza 1 jest

macierzg kwadratowg i zawsze nieosobliwg» Wykorzystujac ten fakt,
du réwnan (@5) mozna wyznaczy¢ wektory Jgji ¢q2« — 1

2N G)) N -2
62G) 7
L 0 G2®> 3 L
r £gip>"
IF-21-11 1] B
192()-
- -2 Olp> AT1L AT W

ar(p) “to 1 =2 Gt L -

Mp) ¢ 1Sl TGN g

Zauwazmy, ze wykorzystujac zwigzek (18) z ukdadu réwnan (15)
mozna nastepujaca zaleznosc«

2q2"PN (G2%p) + -2T - 1T ~G1 ~

” —1T -G~ 7"G1 "N “ £g27PN”
ktérg przeksztatci¢ mozna do postaci«
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Oznaczajac«

ra[- -1ti] Y

otrzymamy dalej:
W p) (0(pd-£g(PY] - 2 (22)

Zaleznos¢ (22) jest identyczna ze zwigzkiem(@) wyrazajacym |11 prawo
Kirchhoffa dla rozpatrywanego ukdadu elektrycznego. Mozna réwniez spraw-
dzi¢, zezachodza roéwnosci«

A rt“£* @
r “Q. @

Wynika stad, ze macierz T, okreslona zaleznoscig (21), jest macierza
strukturalng obwodowg rozpatrywanego ukdadu. Wyznaczenie macierzy T w po-
dany spos6b nie nastrecza zadnych trudnosci i wymaga jedynie  okreslenia
macierzy ~ 1 Ag oraz odwrécenia macierzy A”, co ze wzgledu na budowe
tej macierzy jest czynnoscig bardzo prosta.
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HPIIMEHEHHE SHEPrETHNECKHX <«yHKUHii
K AHAJINSy JIHEIIHHX 9QJIEKTPHHECKHX CHCTEM

Pedmme

B CTdTJbe paOOMOIpeHa BO3MOJKHOCTB HCn0JIb30BaHHfl BHepreTHieCKHX <jyHKHHit i
aHajiH3y jiHHeMHLix sxeKipageoKHX oaoieM. llpefl0TaBlieHH «Ba sKBHBalieHTHbie Meio-
fla nojiygeHHH ypaBHemiii aHajiH3a Ha ocHOBe sHepreingecKHx fyHKuaft cncieMbi 1
anepaTopHOM Buje.

APPLICATION OP ENERGETIC FUNCTIONS TO ANALYSE ELECTRIC CIRCUITS

Summary

Some application possibilities of energetic functions in analysing
electric circuits have been described.

Two equivalent methods have been presented to obtain analysis equa-
tions by using the operator form of the energetic functions.



