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Maciej SIWCZYNSKI

WYZNACZENIE IMMITANC31 WE3SCIOWED 1 TRANSMITANCOI LANCUCHA
3EONAKOWYCH CZWORNIKOW NIEOOWRACALNYCH DROGA ROZWIAZANIA
ROWNANIA REKURENCY3NEGO TYPU HOMOGRAFICZNEGO

Streszczenie. W artykule wyznaczono immitancje wejsciowg odcinka
tancucha jednakowych. nieodwracalnych czwérnikéw droga rozwigzania
nieliniowego réwnania rekurencyjnego typu:

azn ¢ b
2nt-l " ¢ zﬁ-'d*

zwanego homograficznym, a nastepnie przedyskutowano zagadnienie a-
symptotyki jego rozwigzan.
1. Transaltancla #ancucha otwartego

Wezmy pod uwage +ancuch jednakowych czwérnikéw. Przez

O)
[ ]

oznaczmy macierz #4ancuchowg Jednego ogniwa. Przez |A | oznaczaé bedziemy

*
wyznacznik macierzy A. Précz tego wprowadzimy oznaczenie:

a ¢ d (2)
tancuch taki opisuje roéwnanie rekurencyjne:

"ntl -AV

gdzie jwl Jest ciaggiem elementéw przestrzeni liniowej, A jest operacja
liniowg w tej przestrzeni. Rozwigzaniem tego réwnania przy warunku po-
czetkowym wq jest ciag:

A"

n-ta potega operacji A okreslona jest wzorem [4]
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A" = - m *UR* dwx)-

gdzie R Jest rezolwenta operacji A, a kontur F’zawiera wewnatrz jej wid-
mo. Rezolwenta operacji reprezentowanej macierzag (1) ma postac:

d-fc -b"
R% m Drir

-c a->
gdzie:

D(X) - *2 - 2x% + |A]-

Punktami widma operacji. A sj wiec:

*1<2 - x 1 Vx2 - |A]". (O]

Poniewaz funkcja
F(fc) = %n~2 0(%)
Jest analityczna, wiec na podstawie (3) mamy:
- FGDA5I - An - 2xAn_1 + |AJAn"2 = 0.

Zatem n-ta potega macierzy A okreslona jest zaleznos$cig rekurencyjne:

An - 2xAn-1 - |]AJA n-2

W dalszym ciegu mozliwe jest przedstawienie macierzy An czwérnikéw od-
wracalnych za pomoce macierzy A i wielomianéw Czebyszewa argumentu X
. 2],

Majac jednak na uwadze pézZzniejsza dyskusje asymptotyki rozwigzan roéw-
nan rekurencyjnych péjdziemy w tym artykule nieco inng droga.

Z (3) wynika, ze transmitancja napieciowo-napieciowa +tancucha otwarte-
go na koricu, ztozonego z n ogniw, ma postac:

B ®
St dY)- @ 1-kr

xWo6r (3) mozna wyprowadzi¢ dokonujac przeksztatcenia Z na wymienionym
tu réwnaniu rekurencyjnym.
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gdzie:
ool (s
% - 2 LA - O ™
O
Rys. 1. Wyznaczanie transaitancji #+ancucha otwartego
2. lwpedancla wejsciowa #*ancucha otwartego

i adaltancla wyjsciowe *ancucha zwartego

lapedancja wejsciowa *ancucha spetnia réwnanie rekurencyjne typu hono-
graficznego [3]s

az_ ¢ b
Zn+1 " czn + (8)
a
Podstawienie
*n * 5, -1

sprowadza réwnanie (8) do postaci roéwnania Riccatiego:

c5n+i 5n - + -T1 "™ °*

ktére przez podstawienie

*n+i
?n

daje sie sprowadzi¢ do réwnania liniowego:

2Xxv + M1 v, «0, ©)

cv n+t C r.

N

Rozwiazujeo *atwo roéwnanie (9), znajdujemy nastepnie ogdlne rozwigzanie
réwnania (8) w postaci®
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z « | (*, 2h —i_% _d). (10)
n C2 Ogkn -1
Dla tancucha otwartegona koncu mamy warunekpoczetkowy i- * 0. Wy -
o}

znaczmy stad Of= -1. Zatem impedancja wejsSciowa otwartego +4ancucha zto-
zonego z n ogniw okreslona Jest wzorem:

z. - (11)

Admitancja wyjsciowa +ancucha spednia roéwniez roéwnanie homograficzne:

yn+l “ b yn + d*

ktérego rozwigzaniem szczegdlnym przy warunku poczetkowym = 0 (4ancuch
zwarty na poczetku) Jest cieg:

yn “ %= 12

gdzie o6n okreslona Jest wzorem (7).

3. Transmltanc.la odcinka #ancucha otwartego
Wykorzystujec wzory (5), (I1), (12) okreslimy +tatwo transmitancje od-

cinka #ancucha otwartego na koncu, pobudzonego napieciowo na poczetku (rys.
2).

Rys. 2. Wyznaczanie transmitancji odcinka #ancucha otwartego

Stosujec zasade Thevenina do zaciskéw m-tego ogniwa, mamy:

U L vV z

-JL- = m , _J Ln )
u t u % vV Zz *
po mo o * ym “N-m

sked na podstawie (5), (1), (12) otrzymujemy:
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um » +-m 1-k dN-m
LAltu—— . ~3)
2 1-k* bé + GmeN-m"

Rozwigzujac réwnania homograficzne przy dowolnych warunkach poczetko-
wych mozna okresli¢ transraitancje +tancucha przy dowolnych immitancjach na
jego wejsciu i wyjsciu.

4. Asymptotyka rozwigzah réwnan rekurmcyjnych

Rozwigzanie f réwnania rekurencyjnago nazywamy asymptotycznym, jeze-
li przy dowolnych warunkach poczgtkowych istnieje:

Badanie asymptotyki dotyczy wiec zachowania sie immitancji +ancuchoéw
przy nieskonczenie narastajecej liczbie ogniw.

Rozwazmy nastepujagce p zypadki:
a) gdy co ma miejsce przy:

X = VlaT-
Wzér (5) daje wtedy wynik:
5n1-"

‘no m 14)

Woéwczas takze ogdlne rozwigzanie réwnania (8) przyjmuje postac:

s <F(ntD) + 1 1 ra*®
n * 2 orm  ————— d) o® V15

Cieg TI5)jest zbiezny przy dowolnych Of i- natomiast cieg (14) tylko

przy |* J|>1.

b) gdy | N |21« rozwigzanie roéwnania (8) jest asymptotyczne. Cieg tnQ
natomiast jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy:

max (|fcj .| )> 1,

a wiec wtedy, gdy co najmniej jeden punkt widma macierzy A lezy na
zewnetrz kota domknietego

c) gdy / 2 1 1&3 * |&2]. woéwczas #*atwo przekonaé¢ sie, ze ciegi
(G) i (10) nie maje granicy.
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Ola przypadkéw a) i b), przy n- ok, mamy:
z, - (2-4dt. (16)

przy czym %z Jest Jednym z punktoéw widma macierzy A, spedniajgcym waru-
nek [%2\> 1/1.
Punkty widma wyrazone przez impedancje ogniwa okreslone sa wzorem:

Z11 * 722 *R2P - - 712 72i
1.2 2z ol

W szczegélnym przypadku dla czwérnika o rzeczywistych impedancjach mamy:

rieox o2 @gg o Tpp) - 4Ty Ty
1.2 2 oy
Przypadek c), w ktérym zn nie posiada granicy przy n- - ma miej-

sce gdy:

4 r12 r21 “ {rll * r22)2 >0* an

Interesujace wydaje sie pordéwnanie tego wyniku z warunkiem pasywnos$ci
podanym przez Raisbacka fs, 6]. ktéry w tym szczegélnym przypadku przyjmu-
je postac:

4 rll r22 " (rl2 * r21)2 ~ ° @8

Rozpatrzmy jeszcze szczeg6lny przypadek drabinkowego uktadu rezystan-
cyjnego. Macierz rezystancyjna sktadowego ogniwa typu gamma odwrdécona z
rezystancje podfuzne RN i poprzeczne R2 aa postac

Warunek Raisbecka daje wynik:
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Nieréwnos¢ (17) natomiast daje wynik:

Ri(Ri + 4 R2) < 0,

ktéry nie moze mle¢ miejsca w uktadzie pasywnym.

Na zakonczenie nalezy stwierdzié¢, ze réwnania rekurencyjne typu homo-
graficznego moge znalez¢ zastosowanie w analizie *ancuchéw czwérnikéw, o-
bok metod podanych w fi] .
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OnPEFIEJtEHHE BXOHHOrO HMITEMHCA H «TOKUHH UEIIH
OFIHHAKOBHX HEOEPATHMHX HETHPEXI10JIBCHHKOB nyiEU PEHIEHHH
PEKYPPEHTHOrO yPABHEHHH EHHHHEi4#HOrO THI1A

Peex»ue

B cTaiBe onpexexeao bxoxhoS HunexaHO iieni oxhbakobhx aeodpaiBKHx aeiupex-
noaBOBHKOB nytbu peneHBa BexHHeftaoro ypaBHSBHa pexyppeaTBoro tana

azn ¢ b

4
c z, d

zn+l

Ha3BaHHOro OhzhbsSehu, a 3aieu odcyxxeao Bonpoc acHuniOTBKH ero pemeHBB.
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CALCULATION OF THE DRIVING-POINT INMITTANCE AND TRANSMITTANCE
OF THE CHAIN OF IDENTICAL, NONRECIPROCAL TWO-POLES 8Y THE METHOO
OF SOLVING A BILINEAR TYPE OF A RECURRENTIAL EQUATION

Summary

In the article there was calculated the driving-point inmittance of
the chain of identical, nonreciprocal two-poles by the method of solving
a nonlinear recurrential equation of a bilinear type

N N
S5 oS
>
o o

n+1

Then, the problem of solution asymptotics was discussed.

Przyjeto do druku w czerwcu 1978 r.



