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0 ROWNOWAZNOSCI PEWNEO KLASY N-PAROBIEGUNNIKOW
ZBUDOWANYCH Z ELEMENTOW DWOCH TYPOW >RC, RL, LC)

Streszczenie. W artykule przedstawiono dow6éd twierdzenia Darling-
tona, dotyczacego réwnowaznosci czwérnikéw. Twierdzenie to mozna
prosto uogdélni¢ na przypadek n-parobiegunnikéw.

1. Wstep

Dsdnym z podstawowych zagadnienn teorii obwodéw jest problem obwodéw
réwnowaznych. Dwa obwody o réznej topologii i réznych wartosciach elemen-
tow moge by¢ réwnowazne ze wzgledu na zwiezki miedzy wielkosciami na wy-
branym podzbiorze ich zaciskéw. Metody projektowania i realizacji obwodoéw
réwnowaznych se wazne zaréwno z praktycznego jak i teoretycznego punktu
widzenia.

Cauer M a takze Howitt [2J pokazali, ze transformacja kongruentna
zastosowana do macierzy reprezentujecej fizycznie realizowalny obwéd, po-
zwala generowac¢ inny realizowalny obwéd w taki sposéb, ze okreslony zbior
wejsciowych i wzajemnych admitancji bedzie niezmienny. Zagadnienia te roz-
wazane se szczeg6towo takze w ksiezce Guillemina [3].

W pracy Darlingtona [4] przytoczone zostato, bez dowodu,twierdzenie do-
tyczece roéwnowaznosci czwérnikéw RC o strukturze tréjnikowej. Celem ni-
niejszej pracy jest przedstawienie dowodu tego twierdzenia, ktére mozna
prosto uog6lni¢ na przypadek n-parobiegunnikéw. Teoria obwodéw réwnowaz-
nych nabiera szczegélnego znaczenia ze wzgledu na mozliwo$¢ wykorzystania
jej rezultatow przy optymalizacji réznych sieci elektrycznych [5], [6]-

2. N-parobiegunniki réwnowazne

Definicja: Dwa n-parobiegunniki nazywamy roéwnowaznymi, jezeli
posiadaje te sarng macierz admitancyjne [yv]-

Rozwazmy dwa n-parobiegunniki posiadajece n + m + 1 wezddéw, ktdédrych ma-
cierze weztowe se réwne odpowiednio [yA] i [Yb] i posiadaj? wymiar Cn+m)
x(n+m). Zat6ézmy takze, ze wszystkie n-wej$¢ posiada jeden zacisk wspélny.
Formutujemy nastepujece twierdzenie:
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Twierdzenie 1

Dwa n-parobiegunniki sa roéwnowazne, jezeli:

M s\ MW

gdzie macierz [a] jest macierze nleosobliwe o statych,

mentach 1 postaci:

[Al
}n

1 m [Ij - macierz jednostkowa,
0 " [01 - macierz zerowa.

DOWOO

Rozwazmy n-parobiegunnik opisany réwnaniem:

X1 Vi
a M = M woow
0 V2.} m
Mnozec lewostronnie przez otrzymamy:
[ 8
M
o R Q R a2

[val - W] -MN * M
V2.

Poniewaz wektory oraz j”~J se takie same dla obydwu
nika 3ted, ze musze one posiada¢ te sarne macierz admitsncyjne, tzn. :

Pokazemy teraz, ze macierze postaci (2) maje interesujece whkasnosc.

Twierdzenie 2

Zbiér X macierzy postaci (2) tworzy grupe ze wzgledu na mnozenie.
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DOWOO
Zauwazmy, ze:
a) dziatanie mnozenia daje wynik takze nalezecy do zbioru %

1 0 o 0
: (7)
° 2 R
Qi Ri. L 2 + F*IN2 R1R2.
b) istnioje macierz odwrotna nalezeca do %
1 0 1 ol
(8)
Q R -R-1Q R*1 g rl
c) macierz jednostkowa takze nalezy do zbioru %
Zauwazmy takze, ze zbi6r ~ tworzy grupe przemienne, jesli dla dowol-
nych dwu macierzy zbioru zachodzi:
[g2] - [Qj - [rd[alJ - [r2][q] (9)

Z twierdzenia 2 wynike, ze macierz transformacji [a] mozna przedstawic
jako iloczyn dowolnej liwr”y czynnikéw postaci (2).

Metoda transformacji Jest w zasadzie bardzo prosta.CJednakze pewne trud-
nosci musze by¢ przezwyciezone, zanim stanie sie ona rzeczywiscie uzytecz-
na. Najbardziej powazne trudnosci wynikaje, gdy stawiamy wymaganie, aby
obwéd nie zawierat transformatoréw, a Jego elementy miaty wartosci dodat-
nie. W wielu przypadkach wybér [a] sprawia, ze elementy obwodu réwnowaz-
nego maje ujemne wartosci. Wybdér macierzy [a] "bliski"™ macierzy Jednost-

kowej , tj.:
axi =1 i= 1,2, n+m
latj | < 1 i1/ 3., «1,2,... ,n+m, i=m,...,n+m
atj = 0 i/ j,i » 1,2 n, J=1,2,.. .,nHo0

pozwala zachowa¢ elementy dodatnimi, ale uproszczenie struktury (czesty
cel) wymaga transformacji mocno redukujecych niektdre elementy obwodu,
nawet do zera.

Tak wiec problem polega na znalezieniu lub przynajmniej wykazaniu ist-
nienia macierzy [a] transformacji (1), wystarczajecych do eliminacji nie-
ktérych elementéw.bez wprowadzenia elementéw ujemnych.
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3. Roéwnowaznos$¢ pewnej klasy czwérnikéw

W pracy [4] formutuje sie nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 3

Czwérnik o strukturze tréjnikowej, posiadajacy m wez#éw wewnetrznych
ktérego admitancje gatezi maje postac + P*-~  Jest roéwnowazny czwlr-
nikowi, ktéry posiada te same ilos¢ wez#6w wewnetrznych, za$ admitancja
kazdej gatezi +teczecej wezty wewnetrzne oraz wezty wewnetrzne z zewnetrz-
nymi jest roéwna G* lub Pc”j - Admitancje #aczace wezty zewnetrzne (zaciski)
moga by¢é G~ + pC’~.

Réwnowaznos¢ te ilustruje rysunek 1.

Rys. 1
a) obwdd oryginalny, b) obwéd réwnowazny

Zauwazmy, ze gatezie nie wystepujgce w obwodzie oryginalnym po trans-
formacji moga sie pojawi¢ - graf obwodu po transformacji jest kompletny
nawet wtedy. Jesli obwéd wejSciowy nie posiadat takiego grafu. Nie kazda
gataz obwodu oryginalnego musi by¢ dwuelementowa.

DOWOD

Przedstawmy macierz weztowa obwodu oryginalnego w postaci:

t -
Ye Yw Ge Gw Ce O
vl - [e]1 ¢ p[] a + P (10)
_7s .Gw G‘l J .Cw Cs -

Podmacierz ~y™J reprezentuje gatezie *aczace wezty wewnetrzne, [y*]
odpowiada gateziom *gczacym wezdty wewnetrzne i zewnetrzne, [y0] reprezen-
tuje gatezie taczgce wezty zewnetrzne (zaciski). Gatezie +Haczace wezty
wewnetrzne z weztami zewnetrznymi oraz gatezie *taczace wezty wewnetrzne
miedzy sobg nazwijmy gateziami wewnetrznymi, zas$ pozostate gateziami zew-
netrznymi. Liczba gatezi wewnetrznych w przypadku czwérnika Jest roéwna:
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, im+2)(m+1)

Zastosujmy do obydwu skkadnikéw macierzy weztowej transformacje (1)

wW-W MW W-W* MW

Liczba niezaleznych elementéw macierzy [a] umozliwiajecych pozedane mody-
fikacje gatezi wewnetrznych wynosi:

1, m mtm+2) 12

Rozwazmy nastepujece przypadki

1)m«l Im «1g«3,
) m =2 lml819»7,

W tych przypadkach macierz [a] #atwo okreslamy poréwnujec obydwie stro-
ny wyrazen 11). gdzie po lewej stronie znajduje sie macierze uktadu réw-
nowaznego. Okreslenie elementéw macierzy A polega na rozwiezaniu uktadu
réwnan, przy czym w drugim przypadku nie wszystkie elementy se niezalezne.

A m 3
Tutaj metoda poréwnywania zastosowana poprzednio, ze wzgledu na roz-
miar zagadnienia, nie moze tatwo da¢ jednoznacznej odpowiedzi dotyczecej

mozliwosSci utworzenia macierzy transformujecej.
Niech:

[2] » 2J[a2] = 3)

Jezeli £y] zastapimy przez [y 1« [@J1l [Y][AjJ]l® tO podmacierze (10) be-
de roéwne:
[U * Crel

@4
[?<] - [Na]l ™ [yw]

[ =N* It

PJ- [] *PIW as

Lv.l = [CJ
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3ak wida¢ z powyzszego, przy rozktadzie (13) macierzy transformujacej
[a]l podmacierz [y~J . reprezentujaca gatezie +aczace wezty wewnetrzne,
jest modyfikowana wydtacznie przez podmacierz transformujacg [Na]. Korzy-
stajagc z tego faktu wybieramy pewien wezet wewnetrzny w obwodzie orygi-
nalnym jako wezet odniesienia, tworzymy macierz wezdowa i poszukujemy row-
nowaznego czwérnika ze wzgledu na cztery zaciski (trzy zewnetrzne plus we-
zet odniesienia). Wybieramy nastepnie macierz transformujgcag [Ai] > any
podmacierz [NgJ przeksztatcata podmacierz [yz], tak aby odpowiadata ona ob-
wodowi, w ktorym wystepuje tylko jeden element [g”j lub C*™1 w gate-
ziach +*aczacych wezty wewnetrzne z weztem odniesienia.

Oezeli zatozymy, ze w Kk sposrod m-1 gatezi #aczacych wezty wewnetrz-
ne z weztem odniesienia (takze wewnetrznym) winny wystepowa¢ oporniki o
konduktancjach , a w pozostatych kondensatory o pojemno$ciach ,
to znaczy, ze narzucamy na macierze [g]i [cj nastepujace ograniczenia:

m+2
0 Gii - G'ij " 0
m+2
Gi) cii-21 cij-° P=mel,...,me2
J-1.jk<i (16)
aii) 6hj = -Ofif  dla kazdego j jl i  i.,j W 4,...,m+2
av) = “Pij CPij.p~j - liczby rzeczywiste, dodatnie.

Oak wida¢ ze wzoréw (14) ograniczenia te dotyczg jedynie elementéw pod-
macierzy |nJ

Catkowita liczba warunkéw narzuconych na elementy podmacierzy , mo-
dyfikujacej strukture czwérnika w podany wyzej sposéb, wynosi:

m i) an avy
m=1-k + | [(m-1)2-m+1] +k +] [(m-1)2-m+1] = (m-1)2 an

i jest roéwna liczbie elementéw podmacierzy £1J , co pozwala rozwigza¢ pod-
stawione zadanie. Zauwazmy na podstawie wzoréw (15), ze podmacierz [NgJ
odpowiednio dobrana nie zmienia juz struktury gatezi wewnetrznych. Liczba
elementéw w gateziach nie dotaczonych do wezta odniesienia nie ulega zmia-
nie.

Powtarzajac te procedure dla pozostatych wez#éw wewnetrznych, traktowa-
nych Jako wezty odniesienia, uzyskujemy strukture, w ktérej kazda gataz
taczaca wezty wewnetrzne posiada Jeden element c"j lub G~ .
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Wybierajagc nastepnie kazdy wezet zewnetrzny jako wezet odniesienia.re-
dukujemy w ten sam spos6b kazde gatez miedzy zaciskami a weztami wewnetrz-
nymi .

Twierdzenie to mozna uog6lni¢ takze dla n-parobiegunnika wprowadzajec
tylko niewielkie zmiany w dowodzie.

Analogiczne twierdzenie mozna sformutowa¢ dla obwodéw z trzema elemen-
tami w gatezi R.U.C. W tym przypadku, rozumujec podobnie, uzyskujemy ob-
woéd réwnowazny, ktdrego kazda gatez wewnetrzna posiada co najwyzej dwa e-
lementy sposréd trzech wyetepujecych w uktadzie oryginalnym.

4. Przyktad

Przedstawiony dow6d nie moze stanowi¢ przepisu na konstrukcje macierzy
[aJ pozwalajecej przeksztatca¢ obwdéd oryginalny do postaci réwnowaznej .
Jednakze w prostych przypadkach obwodéw o matej liczbie wezd6w, stosujec
procedure podane w punktach 11 2 dowodu,mozna znalez¢ pozedane macierz
wo.

Oako przyktad rozwazmy czwérnik RC pokazany na rys. 2 (konduktancje o-
pornlkéw w [S], pojemnos$ci kondensatoréw w [fJ). Chcemy przeksztakcié ten
uktad tak, aby C4 m Cg » 0 oraz Gj m 0 (obwodu réwnowaznego).

Postulaty te se spednione, gdy macierz [a] jest roéwna:

1 0 0
0 1 0
1 1 1
3 3 3

Korzystajec ze wzoru (li) znajdujemy obwéd réwnowazny (rys. 3).
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Macierze admitancyjne obydwu czwdrnikéw sg oczywiscie roéwne, wynosze one:

M 3 4_ 5 8
2" 3p ? + 3p

Problem okreslenia efektywnej metody umozliwiajgacej w dowolnym przy-
padku na przejscie od jednej struktury do drugiej rownowaznej jest przed-
miotem badan.
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OH 3K3HBAIEHTHOC1H OJUIOfG KBACCA C-n-nOJIKCHUKOB
iI0CXPOEHHHX HP 3JIEMEHTOB JEKr'’X XHHOB
Pean» tae

B ciaiiie npHBoamos ”“oKasaieldibCTso leopeMu HapjiHHrTOHa, Kacaiomerocs skbh-
B.aa hthoo"ih AByxnojiBCHMKOB. 3iy TeopeMy moxho npaMO o606mmb k cJiyga» 2n-
nojiiocKMKoa«

THE EQUIVALENCE OF SOME CLASS OF TWO-KIND ELEMENT n_PORTS

Summary

The article presents a proof of Darlington®s theorem which deals with
the equivalence of two-ports. That theorem can be proved in a simple way
in the case of n-ports.

Przyjcto do druku w czerwcu 1978 r.



