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WYKORZYSTANIE ROZWINIEC ASYMPTOTYCZNYCH PRZY OBLICZANIU
WARTOSCI FUNKCJI BESSELA 1 ORAZ 11 RODZAJU DLA ARGUMENTOW ZESPOLONYCH
O Izl ~ 10 I DOWOLNYM RZEDZIE

Streszczenie. W artykule przedstawiono procedure obliczania na
maszynie cyfrowej wartosci dowolnych funkcji Bessela dla arguaentoéw
o Jz] S*10 i o dowolnym rzedzie i z wykorzystaniem rozwinieé asym-
ptotycznych funkcji Hankela.

1. Wstep

Szczeg6towa analiza wzordéw przedstawiajacych dowolne funkcje Beesela
nakazuje konstruowa¢ algorytm dla dwéch przedziatéw argumentu 1) |z |<10,
2) \z\ > 10.

Dla pierwszego przypadku nalezy wykorzysta¢ klasyczne podejscie zwle-
zane z aproksymacje funkcji, natomiast dla przypadku drugiego - rozwinie-
cia asymptotyczne funkcji. W niniejszym opracowaniu ograniczono sie tylko
do przypadku drugiego. Szczeg6ty zwlezane z optymalizacje btedu jJak tez
iloscie wykonywanych dziatan przez MC mozna w duzej mierze odczytac z
przedstawionej procedury.

Procedura umozliwia obliczanie wartosci funkcji z btedem wzglednym nie
przekraczajgcym 10 . Czas obliczen wynosi utamek sekundy. Algorytm obli-
czenia wartosci funkcji Bessela noze by¢ wykorzystywany we wezystkich prak-
tycznych zastosowaniach ww. funkcji, ktére miedzy innymi obejmuje zagad-
nienia numerycznych obliczehn w teorii pola elektromagnetycznego oraz me-
chanlki stosowanej.

2. Definicja rozwiniecia asymptotycznego

Szereg rozbiezny Aq + Aj™ + A 2+ ... +A”™ n t... o0 eunie czes$-
ciowej sn(z) dI® pierwszych n + 1 wyrazéw nazywamy rozwinieciem asymp-
totycznym funkcji f(z) dla dowolnego przedziatu arg z, jezeli wyrazenie

R_(z) « zn f(z) - S (2)j spetnia warunek 1lim R (z) = 0 (przy ustalonym
B L . |z] --B
n), cho¢ moze przy tym byc lim |R~"Cz)]| = (przy ustalonym 2z).
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3. Wykorzystanie rozwinie¢ asymptotycznych funkcji Hankela

Punkt wyjs$cia stanowie rozwiniecia asymptotyczne funkcji Henkela. Spo-
s6b uzyskania tych rozwinigeé mozna znalez¢ w pracy [*]=

wal . ¢ noi e 10 - iwm,.]

Vv P 7

gdzie gorne znaki odnosze sie do H.j"i-z), dolne do H”2*z, z =r eis,
przy czym 8t [j-0,5), + 0,531, !1z|»*J2

atoy K1 eA0TL gAMLY G 3 a< S O@Y T
21(82) 41k8z) p

4-T-12 AA2-12 "4n2-32 )(4<#2-52) "
bz«rmsr-—-——-——-———— Nl e t eee + V

gdzie R i R se resztami, gdy bierze sie odpowiednie pis wyrazow
P S\ - -
w szeregach aiz) i biz/.
i

2 okreslenia funkcji Hankela wynika ze:

31,(z) = 0.5h" " z! + HA2/"Gz)]: X»(z) ® -0,5 i [h"1 5z) - 21.

Pozostate funkcje zmodyfikowane wyrazaje sie roéwniez poprzez obliczone
wczesniej wartosci funkcji pierwszego rodzaju:

1.(z) = i707iiz); KA(Z) - 0.SJJer*17 °535 1 HA®(iz)

4. Przypadek gdy 6 lezy na zewnatrz przedziatu [-0.531; 0, 53C]

Przypusémy, ze z = x - iy, gdzie x, y > 0. Zatézmy, ze trzeba zna-
lez¢ warto$¢ pewnej funkcji A(-z), gdy z lezy w IV ¢éwiartce, a (-2) w
10 r eiiOljls » i e-ﬂc# Wobec

tego A(-z) =A z e ). Gdy z lezy w Ill ¢wiartce, wéwczas -z = ze le-
zy w | ¢wiartce. Ge$li natomiast z lezy w | ¢wiartce lub Il, wéwczas -
-z = r e* =z Korzystajec ze wzor6w definicyjnych na funkcje

P— - . _ i
Il ¢éwiartce. Zatem, jezeli Z=re , to -z =

Besse.la nie trudno pokazaé¢, ze:

GMl-z) = eiV3ia,(z):  YA(-z) = 2 i cos @@ 0°(z) + e @)
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dla H6 (-Ji, 0] oraz:
0N"z; = e“1Wi 0M(2); YAC-z) = el** VY,,(z) - 2 i cosfajt) . 0Niz)

dla 6 € (0,5i],
Stad wynikaja zwigazki niezwykle przydatne w obliczeniach numerycznych:

HALR(-Z) = 07-2) + i YAC-2) - el™ 3% (2) - (ei'® + e-i=t),i(z) ¢

+ 0 e-1"9l Yj(z) » -e-1*® H"2; (2) dla 0 t C-3 o]
Analogicznie pokazuje sie, ze

"(2)V—z; n —eii* (z;

Przedstawione wzory stanowie uog6lnienie rozwinie¢ na przedziat 0s(-3(,H)

5. Warunek |]Jz|»<V2

Warunek sdtusznos$ci rozwinie¢ asymptotycznych: |z|»«e2 przestaje sta-
nowi¢ ograniczenie wéwczas, gdy wykorzystamy zwigzki rekurencyjne dla funk-
cji Bessela. Poniewaz podstawe do obliczen stanowig funkcje Hankela, wy-
starcza wiec stosowac¢ jedynie zwigzki:

Hi+lhz) = HAK) (2) - F7k]1(2) k = 1,2.

Mozna w ten spos6b dokonaé¢ sztucznego obnizenia rzedu tak, zeby [<iQ]
i I"iPD 6 [o, 2), a nastepnie po przeprowadzeniu obliczen dokonaé¢ podwyz-
szenia rzedu do poczatkowej wartosci. Metode te zastosowano przy konstruk-

cji algorytmu.

6. Dobér ilosSci wyrazéw szeregu asymptotycznego funkcji Hankela

Zachowujac warunki sdtusznosci rozwinie¢ asymptotycznych zauwazamy, ze
poczatkowo kazdy wyraz szeregu a(z) Jest mniejszy co do wartosci bezwzgled-
nej od wyrazu poprzedniego. Uednak poczynajac od pewnego miejsca, kazdy
wyraz bedzie wiekszy co do wartosci bezwzglednej od wyrazu poprzedniego,
gdyz a(z) jako szereg nieskonczony jest rozbiezny dla wszystkich warto-
§ci z i pewien wyraz Jest najmniejszy. Wida¢ to z ilorazu:
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ao*l , - (4P-3)27] [<N2 - (4P-1)2]
®p (2p-1)2p(82)2

Sted wynika dla p»«i oraz p » 1

IFiii K 25Li£=i21fil « (p-i)2
"p 256p z z2

Wobec tego wyrez najmniejszy wystepuje w przyblizeniu dla (p-1)2=]z]2
albo p m 1 + |z]. OeS$li bedzieay uwzglednia¢ w obliczeniach wyrazy na-
stepujece po wyrazie najmniejszym, to bded bedzie wzrastat. Zachowujec
wiec tylko wyrazy do wyrazu najmniejszego tatwo zauwazy¢, ze obliczymy
wartos¢ a(z) z btedem nie przekraczajecym nastepnego wyrazu. Oznaczajec
przez R(z,«#) wspomniany bted otrzymujemy:

m» (« (>, « = max Jj4r-12)(~2-32) ,...U2 - (4p-5)23l

REEfd S B 0.8 (2P-2)i(8z R2p-2

< max 1iij2—12) k~r.fep-.s)2ll.
|<$]s[0,2) f2p-2) 1(8.10rp-2

Poniewaz Iz] >10 to pm 1+ |z] = 11

max(R(z,V) - max -k-~j-12),,2(4g-392) < ¥,2,?72 92 1Q-10
Iz] >10 WI1*[0,2) 201(8-.10) 201(8.10) °
NI s [0,2)

Anelogiczne dyskusje mozna przeprowadzi¢ dla wyrazenia b(z).

7. Opis procedury AapBeaael
procedure AspBessel (n,mi,x,y,rhl,ihl,rh2,ih2);

Procedura ta dokonuje obnizenia rzedu funkcji Bessela do przedziatu
[0,2) w taki sposéb, azeby o] i 1-93 ¢ [0,2). Nastepnie po oblicze-
niu wartosci funkcji Bessela przez procedure Mc Bessel ponownie podwyzsza
rzed funkcji przy uzyciu zwiezkéw rekurencyjnych.

Znaczenie parametrow formalnych:

n - rodzaj obliczanej funkcji Bessela,
n » 1 oznacza obliczanie 31j(2),
ne?2 ” - " Ydf(z),
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n « 4 oznacza obliczanie 1"(2),
n-5 " K~ (2),

rzad funkcji Bessela,

- Re(2),

3»(z2),

- argument funkcji Bessela,

rhl- cze$¢ rzeczywista obliczonej funkcji 0~ lub Yp, lub H”A1I\ 1lub
tf, lub Kap,

ihl- cze$¢ urojona ww. funkcji,

rh2- cze$¢ rzeczywista obliczonej funkcji

N < X m
1

ih2- cze$¢ urojona obliczonej funkcji

Czas obliczen na MC ODRA 1204 wartos$ci funkcji wynosi utanek sekundy,
bted wzgledny Jest nie gorszy niz 10-8.

procedure AspBessel(n,ni,x,y,rhl,ihl,rh2,ih2)p
value n."ni.x.yj
realni,x,y,rhl,rh2,ihl,ih2j
integer np
begin
procedure MultC(Ra ,la,Rb,Ib,Rc,lc)?
value 5a. la,Rb,lIb;
real Ra ,la,Rb,Ib,Rc,lc;
begin
fect>1?a«Rb-l1a «Xb ;
Ict>Ra*1b+la«Rb
end MultC;
procedure SunC(RA,1A,RB,IB,RC,IC);
real t~TTIA _.RB.IB.RC.IC:
begin
fcé&»1?A+RB;
ICwIA+1B
end SunCp

procedure McBessel(nl,ni,x,y,rHl,1H1,rH2,1H2)p
real n~x .y.rHl ,1H1 ,rH2;1IH2;
integer nlp
begin
real a4,pi,x2,y2,fi,a,u,v,b2,a2,b5,a5,rld,ild,rY,iYp
array tl ,t2 ,t3 [0:11] p
Boolean cw2,cw3,niecp
Integer p,p41l,p43,p2p
procedure pdw(rz,iz,r,i)p
real rzTiz,r,ip
EegTn
»*rzp
i«izp
end pdwp
procedure polcv(nO,al,rx,ix,rv,iv)p
value nO.rx.Ixp
Integer nOp
reai rx,ix,rv,ivp
array alp

integer k?
real p,g.r?
rvi»al [O) p
iv»»0?

if 1x~0
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then

PS=rX+rx;
qi=rx* rx+ ix* ix !
for ta*l step 1 untl1l no do
Teg In
n*rv+iv_p:
rv:*al [Kj -iv*q j
ivs*r
end k;
rv:=rv+iv*rx;
ivt=iv*ix
end ix"0

else
¢or k*I step 1 until nO do
rv."*rv*rx+al [K]------ -
end polcv;
procedure transf(xl,yl,psi);
value ~xT.vl;
real xI ,yl,psi;
begin
real pspi;
pspi:*3.141592654;
if xI1*0
then
begin
if yI>0
then psii>pspi*0.5
else
“TTyl <0
then psi>pspi*0.5
else psi;»0
end
else
*beyin
psil»arctan lyl/xl);
if xI<0
then
begin
i? yl<0
then psi=-pspi+psi
else
“TT*yl1>0
then psi*pspi+psi
else psu=pspi
end
end
end;
pii=3.1415926536;
if nl<4
then
begin
X2>SX;
y2i=y;
end
else
if nl=5
then
begin
X2«*-y;
y2:=X

end
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else
begin
transf(x,y,fi)i
if fi<.5*piAfi>-pi
then~
begin
X2:*-y;
y3=x
end
else
~begin
XZ;»y;
Yy 2S»-X
end
end;
cw2:=x2<0Ay2>0;
niecuabsini-entier(ni))>,, -11;
cw3!1*x2<0Ay2<0;
transf(x2,y2,fi);
if dniecAni<0
then a:=-ni
else as=ni;
if. o2
then
begin
X2:=-X2;
y2i=-y2 ;
fissFi-pi
end;
if cw3
then
begin
X2i=-X2 ;
y21=-y2;
fisfi+pi
end;
t3T0T:=1.0;
for p=1 step 1 until 11 do
begin
ads»4.0*a*a;
p43:*4*p-3;
p41s=p43+2;
p2i«2*p;

t3[p]:=—t3)[p—I]*(a4—p4“ﬂo43)*(a4—p41*p41)/((p2—I) p2
64

end;
for pt»0 step 1 until 11 do
ti[p]:-*t3[I1-p] ;
U»=Xx2*x2-y2*y2 ;
-2.0*x2*y2;
b2:=u*u+v*v;
polcv(ll ,tl,u/b2 ,-v/b2 ,a2,ab);
13 [0]:=a4-1.0;
for p!=l step 1 until 11 do
begin
p4U=4*p-1;
p437p4l+2;
p2t=2*p;

t3 [p]s*1t3 [p-11 (a4-p4l p4l) (ad4-p43*p43)/(p2 :(p2+ 1)
*64)

*

113
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end:

for »0 step 1 until 11 do
-T7[p]:-t3 fll-p] :

polcv(ll,t2, u/b2,-v/b2,b2, b5);

U»»X2*x2+- y2*y2
MultC(b2.b5.x2/(8.0*u),-y2/(8.0*u),b2,b5)}
ifI*8qrt(u);

SuaC(a2,a5,-b5,b2 ,rH1,1H1);
v :»u*cos( fi)-.5*F1-. 256*(2.0*a+1.0)*pi;
MultC(cos(v),sin(v),rHI,iHI_rHI ,iHI 1j
MultC(rHI,1H1 ,exp(-u sin(fi))/sqrt(,5*u*pi),.0,rHI,

1H1);

SuaC(a2,a5,b5 ,-b2 ,rH2,1H2);
v i«v+Fi
MultC(cos(v),-sin(v),rH2,1H2,rH2 ,1H2);
MultC(rH2,iH2,exp(u*sin(fi))/sqrt(.5 u pi),,0,rH2.iH2);
if -»niecAnKO
"Then 84n-ni

else a48»nl;
841>84*pi ;

if. cw2
.Then

bMiHI

MultC(rH2,iH2,-coe(a4)18in(a4) ,rH1,IHI) ;

MultC(a,b,cos(a4),sin(ad4),a ,b);

MultC(2,0*cos(ad4),-0,rH2,1H2,rH2,1H2)j

SuaC(rH2.1H2,a,b ,rH2,1H2)

end cw2;
if cw3

then

MultC(rHI, IHI, —coa(a4) -sin(a4),rH2,1H2):
SuaC(rHI,1HI ,a, b rid,ild);

MultC(rid, ild . .0, rld,lld);
MultC(Z.O*cos(a4).—2.0*sin(a4),rld,iId,a,b);
MultC(rHI,1H1,coe(a4),sIn(a4),rHl ,1H1);
SuaC(a,b,rHI,IHI,rHI,IHI):

MultC(.5,.0,rld,iXd,rid,ild);

If nl-2
then
begin
SuaC(rHl ,1H1 .-PH2.-1H2 ,rY,1Y);
MultC(.0,-.5,rY.1Y,rY,iY);
pdw(rY,iY,rHl,iHI);
end:
if nl-4
then
begin
tranaf(x,y,fi);
it fi>_5*piAfi«pl
Then ad<*ni
elsead:«-ni:
ad=ad4*pi*,5;
MultC(coe(a4) ,ein(ad).rid,ild,rY,iY);
pd«»(rY,iY,rHl ,iHI) ;
end;
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if nl=5
Th en
begin
a*.5*">i*(a+i)e
MultC(cos(ad),sin(a4),rHl,iHl ,rY,iY) ;
MultC(.5*pi,.0,rY,rY,iY);
pdw(rY,iY,rHl,iHI)
end;
koniecl:
if nI”3
then
begin
it x>0Ay-0
then iHI=.0
en?
end McBessel;
array RB [0:1J ,IB [0:1] , RH[0:1] , IH[0:1];
real e.ni,c,d.u,i:
integer a;
if rol<OAabs(ml-entier(ini))<,,-11
then ni:>-ai
else nii»ai;
iT-abs(ni)<2.0

then
begin
HcBessel(n,ni,x,y,rhl,Ihl,rh2,ih2);
go to et
en?;
utex* x+,1y;
as»entier (ni) j
if ni>0
then
begin
e»ni-a;

McBessel (n,e ,x,y,RB [0] , 1B [0] ,RH t0],IH [O] ;
McBessel (n,e+l ,x,y,RB [1] ,I1B[1] ,RHW ,IH[I] );
for ii=e+l step 1.0 until ni-0.9999 do
begin
real cl,dl;
RuTtC(x/u ,~y/u,2.0*1,.0,c,d);
cU=c;
dlt«d;
MultC(c,d,RB[I] ,1B[llc,d)j
if n*5
then SuaC(c,d,-R8 [o] ,-1B[o] ,rhl,ihl);
if n-5
then SunC(c ,d,RB [O] ,1B{0] ,rhl ,ihl)j
if n-4
then
begin
rnl»*-rhl;
ihls.-ihl
end:
RBTSE-RB [li n
1B [0]:- 1B [1] j
RBft¥»rhl;
IB[1J»ihl;
if n-3

begin

MultCCcl ,dl ,RH fI] ,IH[I] .Cl.dl);
SuaC (cl,dl,-RH [0] ,-IH J&rh2,ih2);
RH [0]:-RH d] ;
IH [0]:»IH fX) :
RH CI]:- rh2;
IH [Ij:»ih2

end n=3

end i
enér~ni>0
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else
begin
es«a-ni;
McBesselCn,e,x ,y ,RB [0] ,1B[q)-RH[O] ,IH[0] );
Me Bessel (n,e-1.0,x.y ,RB [1] ,I1B[1] ,RH [1] .IH [1] );
for U*e-1.0 step -1°0 until ni+0.9999 do
“Begin
real ol ,dl;
MultC(x/u,-y/u,2.0*1,.0.c.d);
cl;»c;
dl«d;
MultCCc ,d,RB [I1] ,IB[I] ,c,d);
if n-4
then SusC(-RB[o] ,-1B[o] ,c,d,rhl ,ihl)s
if n-4
“Then Su»C(RB[O] ,IB[o] ,c,d,rhl,ihl);
iTT s
“Then
begin
rnls»-rhl;
ihtoi-ihl
end;
RBT5T=RB [1] ;
1B[0]>1B [1] ;
RB [11»»rhl;
1B [I]s-ihl;
If n-3
then
begin
HultC(cl ,dl ,RH [1} ,IH [1] ,cl ,dl);
SusC(cl,dl ,-RH [0] ,-iH[O0] ,rh2 ,ih2);
RH [0]1S-RH [1] ;
IH[0]s-IH[I] ;
RH [1]:«rh2;
IH [1]t«ih2
end n«3
end 1
end nl<0;
et:
if sKOAabsCni-entier (si) )<-,-1I
“Then
begin
i? n<4
then
begin
i? (*(e*2)fa
“then
begin
rnli*-rhl;
ihli*-ihl;
rh2s*-rh2
ih2i=-ih2;
end
end

end
end AspBessel;
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HCn0JIb30BAHHE ACHMIITOTHMECKIK PA3JIO2CEHHO HPH BHHHCJIEHHH
BEJIHHHHL! ®yHKUHH EECCEJIH I-TO H 11-TO  POAA AlIH KOMIUIEKCHLIX
APIyilEHTOB o2 1& 10 n JOEQii PH"y

Peskue

B cTaite npHBOFIHTOH cnocoC BbrencJieHHH na Bip BejiHtHH juaOax ifyHKUHH Eec-
oeiiH fljta apryMeHTOB o |2 ] >10 h jikCom pa”y c HcnoabaoBaHHeM pa34oseHHi+ acHH-
nl0THHeCKHX (pyHKUHH raHKejlIH.

THE PROCEDURE OF COMPUTING BESSEL"S FUNCTIONS

Summary

In this article we present the procedure for computing Bessel"s func-
tions for the argument of absolute value |2] >10 while employing an asymp-
totic expansion.

Przyjeto do druku w czerwcu 1978 r.



