
BUDOWNICTWO ,6
P.33MH)fei

JÓZEF ANDRZEJ GŁOMB

NIEKTÓRE PROBLEMY 
DYNAMIK! MOSTÓW DROGOWYCH

P O L I T E C H N I K A  Ś L Ą S K A  

Z E S Z Y T  N A U K O W Y  N r 42 -  G L IW IC E  1962



Str.
1. W s t ę p ........................................................................3

Rozdział I: ELEMENTY CHARAKTERYSTYKI DYNAMICZNEJ
MOSTU.  ........................................................................................7
1 .1 . Specyfika obliczenią dynam icznego m ostów  m niejszych  

r o z p ię t o ś c i .....................................................................................7
1. 2. Drgania i ugięcia (W pływ rodzaju konstrukcji na drgania

i u g i ę c i a ) ....................................................................................10
1. 3. N iektóre problem y tłu m ie ń ^  drgań w ..m ostach . . .  18

R ozdział II: DZIAŁANIE OBCIĄŻENIA NA MOSTY DROGOWE 27
2. 1. O bciążenia m ostów  d r o g o w y c h ...............................27
2. 2. D ziałanie sam ochodu na m o s t .........................................29
2.3 . N aciski dynam iczne osi p o j a z d u .................................... 41

R ozdział III: W SPÓŁPRACA DYNAM ICZNA MOSTU I OBCIĄ­
ŻENIA ............................................................................................................................51
3.1. U w agi o w p ływ ie  rozw iązania konstrukcyjnego na prze­

ciążenie dynam iczne m o s t u .........................................51
3.2. W pływ  n ierów ności naw ierzchni na zjaw iska dynam iczne

w  m o s t a c h ................................................................................53
3.3. Drgania belki m ostow ej pod obciążeniem  sam ochodowym  62

3. 3. 1. D ziałanie obciążenia na środek belki . . . .  62
3. 3. 2. Związki m iędzy m asą pojazdu a masą układu pojazd —

m o s t ............................................................................... 66
3. 3. 3. R ównania ruchu środka b e l k i ............................... 74
3. 3. 4. R ozw iązanie równania ruchu belki charakterystycznego  

dla m ostów  m niejszych betonow ych
(10 m  <  1 <  20 — 25 m) .   78

3 .3 .5 . Przybliżonie rozw iązanie rów nania ruchu belki cha­
rakterystycznego dla m niejszych m ostów  stalow ych
(10 m <  1 <  25 — 30 m)...................................................85

3. 3. 6. O kreślenie w ielkości w ych ylen ia  belk i . . . .  90
4. B ib l io g r a f ia ......................................................................................... 97

Załącznik:
N iektóre sposoby określania w ielkości liczbow ych  w ychylen ia

dynam icznego m o s t ó w ............................................................102

SPIS TREŚCI



POLITECHNIKA ŚLĄSKA

ZESZYTY NAUKOWE 

Nr 42

JOZEF ANDRZEJ GŁOMB

R 3 3  H h l 6 z
NI E K T ÓRE  P R O B L E M Y  

DY NAMI KI  MOSTÓW DROGOWYCH
P R A C A  H A B I L I T A C Y J N A  Nr 9

Data otwarcia przewodu habilitacyjnego  
na W ydziale Inżynierii Budowlanej 

Politechniki W arszawskiej 25. VI. 1961 r.

G L I W I C E  1 9 6 2



REDAKTOR NACZELNY ZESZYTÓW NAUKOWYCH  

POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ

A n d rze j Grossm an

D ział Nauki — Sekcja W ydaw nictw  Naukowych — Politechniki Ś ląskiej

O d d a n o  d o  w y k .  15. IX . 1961 Z a m . 1191 25 .V II. 62 N -8  A r k . d r u k . 7 **/„ A r k . w y d .  7*/„ 
P a p ie r  o f f s e t o w y  k l .  V , 70X100, 70 g  N a k ła d  300+55 C e n a  z ł  8,90

Z a k ła d  P r o d u k c j i  P o m o c y  N a u k o w y c h  P o l i t e c h n ik i  Ś lą s k ie j  w  G l iw ic a c h



Wstęp

Obciążenie użytkowe mostu jest nie tylko ruchome, ale 
również zmienne w czasie» Powoduje to powstanie szeregu efek- 
tów, które zwiększają wytężenie konstrukcji v/ porównaniu do 
działania obciążenia statycznego,

'Współczesne sposoby obliczania mostów charakteryzują się 
dość znacznym rozwinięciem metod określania naprężeń etatycz- 
nych, Natomiast bardzo złożone wpływy dynamiczne wprowadzane 
są w obliczenia w postaci sumarycznego dodatku dynamicznego, 
którego wielkość jest określana na podstawie przypadkowych 
wzorów» Ponadto brak jest jednolitości poglądów na sposób 
wyznaczania wpływu dynamicznych właściwości obciążenia a sto­
sowane powszechnie pojęcie "współczynnik dynamiczny" nie jest 
jednoznaczne, nie uwzględnia w dostatecznym stopniu charak­
terystyki mostu i w związku'z tym może być miarą wpływu dyna- 
ulicznego jedynie z poważnymi zastrzeżeniami i po dokładniej­
szym sprecyzowaniu»

Za najogólniejszą miarę wpływu dynamicznego uznaje się 
obecnie stosunek wielkości wyznaczonej przy dynamicznym dzia­
łaniu obciążenia do tej samej wielkości wyznaczonej przy ob­
ciążeniu statycznym» Tak rozumiany współczynnik dynamiczny 
może być wyznaczany jako stosunek różnych wielkości, a więc 
sił, naprężeń, odkształceń, ugięć i kolejnych pochodnych 
ugięcia»

ia ogólna definicja ma jednak dwa brakig
a) nie wydziela w dostateczny sposób specyfiki działania 

obciążeń mostowych, a zwłaszcza obciążeń mostów drogo-
wy oh,

b) współczynnik dynamiczny jest różny nie tylko w róż­
nych przekrojach belki, ale nawet W poszczególnych 
punktach tego samego przekroju»

Dlatego też konieczna jest realizacja dążenia aby obli- 
ozenie dynamiczne - na równi z obliczeniem statycznym -  ̂ \
stało się podstawą określania wymiarów konstrukcji mostów .

X ^Postuluje to prof» Zb»Wasiutyński w pracy [i].
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Współczynnik dynamiczny byłby w takim przypadku wielkością 
kontrolną i precyzja jego wyznaczenia nic miałaby istotnego 
znaczenia0

Analizując problemy dynamiki mostów konieczne jest oddziel 
ne rozpatrzenie obciążeń kolejowych (szynowych) i obciążeń 
drogowych, co wiąże się z zasadniczymi różnicami w ich wiel­
kości i sposobie działania0 W ogólności badanie dynamiczne 
mostów drogowych (zwłaszcza mniejszych) jest bardziej złożo­
ny niż w mostach kolejowych«, Wynika t© z zazwyczaj bardziej 
skomplikowanego ufiładu ustroju nośnego, trudności dokładne» 
go określenia nacisków na poszczególne belki główne oraz 
różnych rodzajów obciążenia działającego dowolni® na szero­
kości mostu«

Wspomniano poprzednio, iż znajomość statycznych problemów 
pracy konstrukcji mostowych wyprzedzała znacznie umiejętność 
właściwego uwzględnienia wpływów dynamieznyeho Przyczyną tego 
jest » być może - niezadowalający stan dotychczasowej wiedzy 
o przeciążeniu mostów ped wpływem obciążeń ruchomych«, W nie» 
co lepszymi położeniu znajdują się tutaj mosty kolejowe, na 
które zwracano więcej uwagi tak pod względem teoretycznym 
jak i doświadczalnym [2][3][4][5]o Natomiast mostom drogowym 
poświęcono jedynie pewną liczbę prac przeważni® pomiarowych, 
które jednak mimo swego dość szerokiego zakresu nie mogły 
stanowić podstawy do poważniejszych uogólni@ńc Wynika to 
z wielkiej różnorodności konstrukcji, a także z trudnych do 
zdefiniowania warunków ruchu pojazdu«. Bowiem miarodajne wy­
niki można uzyskać jedyni© wtedy, jeśli się przeprowadzi rów­
noczesne pomiary na pojeździ® i na moście«, A warunek ten 
często nie był spełniony«,

W ostatnich latach ukazało się szereg publikacji, które 
zajmują się złożonymi problemami dynamiki mostów«. Wymienić 
tutaj należy w pierwszym rzędzie prac© V« Kolouśka, A«,Gol- 
deriblata,J0Naleszkiew±eza i J0Kazieja [6][7]| 8][ 9]o Mimo 
tego w posiadanymi materiale dotyczącym mostów drogowych wy­
stępują znaczne luki tak badawcze jak i teoretyczne«.

Istnieje = na przykład - cały wachlarz nierozwiązanych 
problemów łączących się z ustaleniem korelacji między rodza­
jem konstrukcji (schemat statyczny, ukos, podparcie, stęże­
nia itp0) a dynamiczną charakterystyką mostu«, W mostach 
żelbetowych ważne jest również określeni© wpływu rys i ob­
ciążenia ciężarami powodującymi odkształcenia pozasprężyste, 
na sztywność i inne parametry dynamiczne0

Wiele problemów badawczych nastręczają nowe materiały 
(beton sprężony, aluminium) i nowsze rozwiązania konstruk­
cyjne« Wiadomo również, że badania jak i teoria obliczenia
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konstrukcji sprężonych pracujących na obciążenia statyizne - 
są dość znacznie rozwinięte. Natomiast praca mostów spręża» 
nych pod działaniem obciążeń ruchomych jest zbadana niedos­
tatecznie, a nieliczne doświadczenia [10] [11] [12] nie pozwa­
lają wyrobić sobie jasnego sądu nawet o zasadniczych para­
metrach dynamicznych tych konstrukcji.

Rozległość i wieloplanowość problematyki badań dynamiez» 
nych mostów zmusza do wydzielenia zagadnień najważniejszych, 
których rozwiązanie warunkuje dalszy postęp w tej dziedzi­
nie •

Erzedmiotem niniejszej pracy będą niektóre z wymienionych 
wyżej podstawowych problemów z zakresu dynamiki belkowych 
mostów drogowych mniejszych rozpiętości. Taki zakres pracy 
obejmuje zdecydowaną większość obiektó\7 mostowych znajdu­
jących się na naszych drogach»

W szczególności omawiane zostanąg
a) problemy specyfiki przeciążenia dynamicznego mostów 

mniejszych rozpiętości. Dotychczasowy materiał doświad­
czalny dotyczył przeważnie mostów dużych, mimo że wpływ 
obciążeń ruchomych jest największy w mostach małych,

b) charakter i struktura parametrów tłumienia (a zwłasz­
cza tłumienia konstrukcyjnego),

c) pomiary nierówności nawierzchni jako podstawowego 
czynnika powodującego przeciążenie dynamiczne mostów 
mniejszych rozpiętości® Wykonane pomiary są podstawą 
propozycji odnośnie istotnej zmiany charakteru krzy­
wej przeciążenia dynamicznego dla mniejszych mostów 
drogowych,

d) warunki działania samochodu na konstrukcję nośną. 
Uwzględniony zostanie wpływ tłumienia pojazdu pobudzo­
nego do drgań przez nierówności nawierzchni,,

e) rodzaj i wielkość drgań belek pod obciążeniem samocho­
dowym różnych rodzajów mostów i różnych rozpiętoś­
ci.
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Rozdział I

ELEMENTY CHARAKTERYSTYKI DYNAMICZNEJ MOSTU

1o1c Specyfika obliczenia dynamicznego mostów mnie .i szych

Mosty mniejsze są najbardziej narażone na wpływy dyna- 
miczne obciążenia użytkowego , a zastosowanie właściwych me- 
tod obliczenia może dać tutaj znaczne efekty gospodarcze.

V/ związku z tym celowe jest uwypuklenie specyfiki tych 
mostów uwydatniającej się szczególnie przy rozpatrywaniu 
następujących zagadnieńg

a/ zależność między masą mostu a obciążenia,
b) stosunek szerokości do rozpiętości,
c) rodzaj, wielkość i rozłożenie sił dynamicznych decydu­
jących o przeciążeniu konstrukcji.

Wiadomo, że obliczenie dynamiczne nie uwzględniające auto­
nomicznego współdziałania masy pojazdu jest niedokładne. 
Stopień tej niedokładności zależy od stosunku mas mostu 
i obciążenia, a to z kolei wynika z rodzaju materiału, z ja­
kiego most jest zbudowany oraz typu obciążenia.

W dalszym ciągu pracy i,w rozdziale 3.3o2) przedstawione 
zostaną wykresy obrazujące związek między masą obciążenia 
a masą układu tak dla mostów drogowych jak i kolejowych, 
’./skazują one m.in. na możliwość wydzielenia - dla poszcze­
gólnych rodzajów mostów - pewnych zakresów, w których wpływ 
masy pojazdu nie ma istotnego znaczenia dla pracy dynamicz­
nej mostuo

Ustalając tzw. sprowadzoną masę układu przy prostych for­
mach ustroju nośnego możliwe jest wykorzystanie znanych roz­
wiązań teoretycznych. W mostach drogowych mamy jednak często 
do czynienia z bardziej złożonym układem konstrukcyjnym 
ustroju nośnego i wtedy korzystanie z wzorów ustalonych dla 
idealnego schematu nie być wystarczające.

Podział między mostami małymi a dużymi można przeprowa­
dzić nie tylko analizując udział masy obciążenia w całości
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masy drgającego układu, ale również porównując stosunek sze­
rokości do rozpiętości (“ ),

V 1
w mostach dużych rozpiętości stosunek — » a w mo=>

stach mniejszych "b" i "1” są tego samego rzędu® Oczywiście 
podział ten ma charakter orientacyjny i może znaleźć zasto- 
sowanie tylko w mostach drogowych® W mostach kolejowych od- 
powiednikiem tego kryterium Jest stosunek długości mostu do 
obwodu koła napędowego parowozu® Jeśli te wielkości zbytnio 
od siebie nie odbiegają, tzn. na długości mostu nie przekazu­
je się więcej niż 3-4 impulsy od niewyrównania mas, to może­
my powiedzieć, że most Jest mały®

Z rozgraniczenia między mostami małymi i dużymi wynikają 
ważne konsekwencje w zakresie ustalania miarodajnego obcią­
żenia obliczeniowego® Dla mostów małych dominujące są ob­
ciążenia maksymalne, a więc pojedyncze najniekorzystniejsze 
działania koła wzgl* osi (p )® natomiast dla mostów wię­
kszych pojedyncze obciążeniaailkładaJą się na podlegający 
analizie statystycznej obraz nacisków® .Różnicę tę bliżej- 
obrazuje fragment wykresu nacisków koła przy przejaździe 
przez most (rys,1 )®

Obciążenia obliczeniowe w mostach większych mogą 'być 
bardziej wyidealizowane, a pewne przypadkowe wpływy (uwzglę­
dniając małe prawdopodobieństwo ich wystąpienia oraz to, że 
ich intensywność Jest zmniejszona przez wpływ dużej ihasy 
mostu) - mogą być pominięte,

« związku z tym obraz wzajemnego współdziałania obcią­
żenia i mostu Jest tutaj bardziej prosty niż w mostach ma­
łych. Ponadto ze Y/zrostem rozpiętości rola obciążeń użytko­
wych w obliczeniu belek głównych szybko maleje, a wzrasta 
wpływ innych czynników/ oip® porywy wiatru, zjawiska reologi- 
czne itp.które w/ mostach mniejszych mają nie\vieikie zna­
czeni e®

Z tych w/szystkich w/zględówr wyniki badań przeciążenia dy­
namicznego mostów większych (np. [13] [14] ) nie mogą stać 
się podstawą do szerszych uogólnień, a w szczególności do wy­
ciągania wniosków odnośnie pracy dynamicznej mostów małych®
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1 ®2 e Drgania i ugięcia. (Wpływ rodzaju konstrukcji na drga- 
nia i ugięcia}

1.2.1. Formy drgań mostów drogowych

Rodzaj i charakter drgań zależy od sztywności podłużnej 
i^poprzecznej mostu, jego formy konstrukcyjnej (ukos, spo­
sób podparcia itp.) oraz od sposobu działania obciążenia.

W mostach drogowych dominujące znaczenie mają następujące 
formy drgań podstawowych?

.te (drgania poszczególnych 
dźwigarów głównych różnią się fazą),

c) drgania skrętne.
V/ mostach mniejszej rozpiętości silnie stężonych poprzecz­

nie (np. mosty płytowe) z obu form drgań związanych, ze zgina­
niem mostu w płaszczyźnie pionowej istotne znaczenie mają 
jedynie drgania jednolite? drgania niejednolite nie są duże 
i mogą być pominięte, natomiast w mostach o mniejszej sztyw­
ności poziomej - niezależnie od form wyżej wymienionych - 
występują różne rodzaje drgań poziomych Poprzecznych Nie 
osiągają one jednak tutaj tak znacznych wielkości jak w mos­
tach kolejowych (zwłaszcza kratowych większych rozpiętości) 
tym bardziej że poziome siły wzbudzające są w mostach drogo­
wych znacznie mniejsze i działają jedynie wyjątkowo ęprzy 
zmianie kierunku jazdy).

»/ czasie pracv mostu pod obciążeniem użytkowym czyste 
formy drgań występują rzadko. Ha otrzymywany z intrumentu po­
miarowego zapis ruchu jakiegoś punktu belki składają się nie 
tylko różne rodzaje drgań podstawowych vnp. pionowe i skrę­
tne) ale również różne harmoniczne tych drgań, Btwarza to 
przy analizie wykresów (jeśli uwzględnimy przy tym pewną nie­
uniknioną nieregulamość działania obciążenia/ - znaczne 
trudności.

1.2.2. Drgania swobodne układu most - obciążenie

Bez względu na to, na czym polegałoby obliczenie dynamicz­
ne belki ([określenie przedziałów rezonansowych, amplitud czy 
też naprężeń) - główną najważniejszą charakterystyką pozosta­
nie częstość drgali swobodnych lub mówiąc ogólniej widmo 
częstości. Dlatego też określenie tych wielkości (i związa=
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nych z tych form drgań) jest najważniejszym zadaniem spraw*» 
dzenia dynamicznego mostu8

Pierwsza forma nie tłumionych drgań swobodnych belki nie-* 
obciążonej (sprowadzonej do układu jak na rys02 ) da się 
przedstawić zależnością?

m
2 X
u) : Y F  M (1)

przy czym ” ćj s —11 oznacza minima,Iną częstość kątowąg
Ism" - masę sprowadzoną do środka belki, a ”c" pionową sztyw= 
ność mostu, tj. siłę która powoduje w środku mostu ugięcie 
równe jedności»

Z wzoru (i) widać, że częstość drgań
swobodnych n & ~  zależy od sztywności
gięinej pionowej i wielkości masy spro­
wadzonej. Jest rzeczą oczywistą, że im 
większy most, tym większe wykazuje ugię­
cia pod obciążeniem i tym łatwiej go 
rozkołysać.

Orientacyjne wielkości współczynnika 
"c", którego wymiar wynosi t/cm wzgl. 
t/m i innych parametrów obliczenia dyna­
micznego zestawione zostały dla różnych 
rodzajów mostów wolnopodpartych w ta­
beli nr 2 i 3.

Zwrócić należy uwagę, że jeśli w mos­
tach występują elementy zamocowania 

ustroju nośnego, to charakterystyka sztywności c zwiększa 
się, co prowadzi do obniżenia okresu drgań własnych.

'wielkość masy sprowadzonej do środka rozpiętości można 
przedstawić wzorem?

Kys.2. Zastęp' 
czy układ beL 
ki mostowej

mred s 00
£ (2 )

wg" przyspieszę-gdzie Q - ciężarem ustroju nośnego mostu, a 
niem siły ciężkości.

Współczynnik oc z a le ż n y jest od sposobu podparcia belki 
oraz od charakteru założonej linii ugięcia i zmienia się 
w granicach od 1 /3 do 1/2. Najczęściej spotykana w litera-
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turze wartość a’ ■ ^  wyliczona jest dla linii ugięcia
jako paraboli trzeciego stopnia przy sile ustawionej w śród“ 
ku belki wolnopodpartej® ITzyjęcie oc § 0,5 (co odpovdada 
dla belki o stałym przekroju => linii ugięcia jako sinusoidy 
pod obciążeniem równomiernie rozłożonym) jesi również często 
stosowane.

Dla blachownie, w których cała masa elementu długości ma 
praktycznie to samo ugięcie co włókna w osi obojętnej ~ bar­
dziej właściwa jest wartość druga (1/2 ) natomiast w kratow= 
nicach raczej pierwsza \,1/3 )®

Ogólny wpływ zmieniającej się (prży wjeździe obciążenia 
użytkowego) masy belki na częstość drgań ilustruje rys®3»

Charakter zmiany częstości drgań układu belka-obcią-
żenie

, n " mostu 
meobcigżonego

 mostu
obciążonego

<3baz ze wzrostem masy belki okres nT” zwiększa się, a 
częstość ”n,! maleje®

Całe postępowanie obliczeniowe dla określenia masy wprowa~ 
dzonej ma ¿jak widać charakter przybliżony, ale może być z po« 
wodzeniem zastosowane dla większości mostów o prostym pod« 
parciu i konstrukcji® Ale w mostach drogowych, które charak= 
teryzują się bardziej złożonym układem ustroju nośnego nie« 
kiedy spotykamy się z konstrukcjami9 dla których schemat 
idealny belki prostej byłby przybliżeniem zbyt grubym* - 
Odnieść się musimy w takirą przypadku do metod doświadczał“ 
nych [15] 9 z których najprostsi jest metoda impulsowa.
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Nad okresami drgań swobodnych mostów przeprowadzone zo­
stały przez Bernhardta [16] i Bernsteina [17] liczne bada­
nia, które wykazały, że dla mostów stalowych można wypisać 
proste zależności między rozpiętością a wartościami T , T 
i T * Np. dla mostów kolejowych wzory Bernsteina przedsta­
wiaj się następującog

T > 80 . 10“4 1y

T_ ■ 38 . 10~4 1 (3)
jl

T s 40 . 10“4 1xy
Okresy T otrzymuje się w (sek) przy wstawianiu 1 w m̂).
Niestety, dla mostów drogowych, które są bardziej z ło ż o n e  

konstrukcyjnie, wyprowadzenie takich orientacyjnych wzorów 
jest prawie niemożliwe* Warunki pracy statycznej poszczegól­
nych belek rusztu są różne, co wynika z charakteru stężeń, 
ewent. skosu i rodzaju podparcia. Istotne znaczenie ma rów­
nież sposób i miejsce pomiaru. Dlatego też w mostach drogo­
wych zwłaszcza masywnych, częstość drgań własnych określamy 
najchętniej na drodze doświadczalnej, co wiąże się również 
z koniecznością określenia wyższych harmonicznych drgań 
mostu dla porównania z drganiami osi pojazdu.

Wspomniano poprzednio, że określenie częstości drgań swo­
bodnych mostu bez obciążenia nie zawsze jednak jest dla 
obiektów mniejszych i średnich rozpiętości - wystarczające. 
Okresy drgań swobodnych układu most - obciążenie .) różnią 
się nieraz dość poważnie od okresu drgań swobodnych mostu 
bez obciążenia (t ).

Gdy obciążenie stałe (p) da się potraktować jako jedno­
stajnie rozłożone na długości, to możemy napisać zależność

T1
(4)

Wielkość q1 oznacza tutaj ekwiwalentne (wyliczone z mo­
mentu dla śroaka rozpiętości) równomiernie rozłożone obcią­
żenie od obciążenia użytkowego.

13



* ^  fPo przekształceniu wzór ten można napisać w postaci

T1 = Tyi + p f

t s i  -1-8 c f i 1’6 f

f = ugięcie statyczne od obciążenia ruchomego traktom« 
nego jako równomiernie rozłożone

Q a» ciężar ustroju nośnego.

Trzeba nadmienić, że dla obciążeń drogowych zależności 
powyższe mają charakter wyłącznie orientacyjny, gdyż obcią­
żenie ruchome nie jest położone na belce bezpośrednio, lecz 
za pośrednictwem opon i resorów, co zmienia charakter działa­
nia dynamicznego i wpływa na okres .

W takim przypadku przyjmując dla mostu schemat wg rys.2 
i zakładając, że układ most - pojazd tworzy lihiowy sprzężony 
układ bez tłumienia (rys.4) można napisać wzór na częstości 
tego układu%

Cd1,11

2 2 "1/2OT + ' -1 2 + // “i. ~ U2 )2 °2
'  2 ' + m2 (5)

gdzieś

co
1

' C1 + C2
m.1

cd.

Jeśli przyjąć m a m_ to najwolniejsza częstość własna wynie« 
sie

co !1 C2 <e1 + C2) 
"2

M ̂Obszerne uzasadnienie badawcze wzoru (4) podaje J.Iljasie- 
wicz [5].
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Przykładowo dla mostu żelbetowego

1 a 22 mg a 7330 t/mg m^ a 10,5 tesek2/m

i pojazdu

™2 ~ ^»5 't»seki c„ ss 105 t/m

Rys.4. Schemat zastępczy ukła« 
du most = obciążenie

otrzymamyg

co. 7??P..+J 0 5. .
10,5

a 26,6 [l/sek]|

26.6 , „ 
ni ■ ~ z t  ■ 4-24 H2

to, = 8,34 [l/sek],

" a ’' 2 » - “  1 >3 3 H z

O) I,H
26 S * B .M 2 i-l ;g6 ,6n - 8.342)2 1052 .

3 Y  2 J + 10,5 . 1 , 5 “

^389, 5 i  321

u) T „ 26,7 [l/sek]g . 4,26 Hz

s  8 » 2 6  [ l / s e k ]  § n,

2 at

_  8 ‘ 2 6  II " 23C a 1,32 Hz

Podobnie sprawa przedstawia się w innych mostach drogowych,
W mostach kolejowych różnice są zwykle znacznie większe, ale 
częstości układu mieszczą się zawsze na zewnątrz częstości 
składowych,
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%

Rozważania dotychczasowe nie uwzględniały wpływu tłumie^ 
nia na okres drgań swobodnycho Po uwzględnieniu tego czynnika 
równanie na okres drgań przyjmie znaną postać

T - * °° 2rî r r (la)
m • '/~ 2 ~2 /CO - Q

Saóf na T możemy ró\mież po przekształceniach napisać
w postaci

sek (ib)

Wartości (J i k charakteryzujące tłumienie zostaną omówione 
niżej»

1.2.3. Ugięcia a okres drgań

Częstość drgań pionowych jest funkcją pionowej sztywności 
tj. funkcją ugięcia mostu.

AQ T
Jeśli c s g a ugięcie środka rozpiętości od obciążenia

1  l 3p s ̂  wynosi f s -=■ to po przekształceniach możemy1 3o4 & w
napisać

Tm "  2|/4^_T §  * ( 1 0 )

wobec tego

f o 0,31 T2 
m

Liożna zatem stwierdzić, że okres drgań swobodnych nie» 
tłumionych jest proporcjonalny do pierv&astka kwadratowego 
z ugięcia (obliczeniowego) od obciążenia stałego. Ponieważ
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nie zawsze wykonujemy obliczenie, a najczęściej mierzymy 
ugięcie od obciążenia użytkowego, to wychodząc z zależności

^  s °^rz3rmEr!y

Tm - 1”795 y f A  (1d)

gdzie q jest obciążeniem użytkowym, a f ugięciem od 
tego obciążenia® ^

Stwierdzić trzeba, że wzory (le) i (id) są bardzo przy­
datne w praktyce, gdyż z wystarczającą technicznie dokład­
nością i szybko pozwalają wyliczyć pierwsze przybliżenie 
okresu drgań własnych dla większości mostów.

Pewien wyjątek stanowią tutaj jednak mosty sprężone. Ze 
względu na skąpy materiał doświadczalny z tego zakresu, 
brak jest danych dla jednoznacznego określenia sztywności 
dynamicznej ustroju nośnego, co utrudnia dokładne ustalenie 
ugięć. V« związku z tym obserwuje się niekiedy poważne róż­
nice między obliczonym a pomierzonym okresem drgań swobod­
nych. »7 cytowanych poprzednio badaniach G.Kuźniecowa [12] 
wyznaczono stosunek

o)

o)

obi
pom

M ,
0,7 1,43

Różnica ta świadczyć by mogła o większej niż się zwykle 
przyjmuje - sztywności konstrukcji sprężonych® Jednak za­
kres tych badań był zbyt mały i z wydaniem ostatecznego sądu 
trzeba jeszcze zaczekać do zakończenia badań będących w toku.

1.2.4. Y/pływ czynników konstrukcyjnych na częstość drgań, 
swobodnych mostów

Istnieje duża zbieżność między wynikami obliczeń, a wiel­
kościami uzyskanymi z pomiaru w zakresie ustalenia częstoś­
ci drgaii swobodnych mostów kolejowych belkowych względnie 
płytowych (o dużym stosunku rozpiętości do szerokości). Na­
tomiast w mostach drogowych, gdzie ustrój nośny jest bar­
dziej złożony, stwierdzono kilkakrotnie w czasie badań po-, 
ważne różnice w charakterystyce dynamicznej belek głównych
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w zależności od ich położenia w ruszcie. Odchylenia pomierzo­
nych częstości od średniej dla poszczególnych belek mogą 
przekraczać 10 - 20%

Różnice te wynikają prawdopodobnie z niemożności rachun­
kowego ujęcia różnych warunków pracy konstrukcyjnej i sta­
tycznej poszczególnych belek ustroju nośnego,
Wymienić tutaj należy%

ą ) wpływ poprzecznego rozdziału obciążenia między belkami 
rusztu co wiąże się ze sztywnością i układem stężeń 
poprzecznych oraz ewent. ukosem i warunkami podparcia 
mostu,

b) wpływ ortotropii w mostach płytowych i gęstych rusz­
tach,

c) odchylenia materiału od modelu Hooke^a oraz zmienność 
dynamicznego modułu odkształcenia i zmienność przekro­
ju belki żelbetowej.

Wiadomo, że obciążenia ruchome działające na most pulsu- 
jąco zmniejszają sztywność konstrukcji, (Wraz zę wzrostem i 
ilości cykli obciążenia zwiększają się ugięcia), uynika to 
ze zmniejszenia się modułu odkształceniaj zwiększenia się 
ilości i wielkości rys oraz zmniejszenia współudziału partii 
rozciąganej w pracy całości belki.

P rzy mostach sprężonych wyłania się dodatkowy problem 
uwzględnienia wpływu sprężenia. Y/prawdzie badania Denkhausa 
i Dücka [18] wykazały że wielkość sprężenia nie wpływa w 
zasadzie na amplitudy drgań i częstość rezonansową, ale czę­
stość naturalna wyraźnie rośnie wraz ze wzrostem siły sprę­
żającej co wiąże się z powiększeniem sztywności. Erzy poja­
wieniu się rys częstość drgań wyraźnie spada " .

1»3« Niektóre problemy tłumienia w mostach

1,3,1, Miary tłumienia

Ważnym parametrem obliczenia dynamicznego mostu jest 
wielkość tłumienia charakteryzująca zdolność konstrukcji 
do stopniowego wygaszania drgań. Ubywanie kolejnych amplitud

h )Y/szystkie te problemy wpływu konstrukcji na., parametry dy­
namiczne wymagają dalszych szerokich badań ze względu na 
skąpy i niejednokrotnie sprzeczny ze sobą [19][20] dotych­
czasowy materiał doświadczalny z tego zakresu.
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vdąże się ze stopniową stratą energii na pokonywanie różno­
rakich oporów ruchu0

Przed przystąpieniem do uwag na temat poszczególnych 
składników tłumienia konieczne jest ustosunkowanie się do 
miary tłumienia sumarycznego. W literaturze brak jest w tym 
zakresie jasności, co na równi z brakiem jednolitości ozna­
czeń utrudnia należyte wykorzystanie dotychczasowych ba­
dań, Ze spotykanych kilkunastu w różny sposób powiązanych 
miar tłumienia wymienione zostaną jedynie najbardziej roz­
powszechnione o

W dotychczasowych rozważaniach prawie zawsze traktowano 
tłumienie w mostach jako zjawisko jednolite przyjmując, że 
jest proporcjonalne do prędkości. Jeżeli zgodzimy się z tym 
uproszczonym założeniem - wprowadzamy do podstawowego równa­
nia ruchu belki czynnik "k", który jest rozumiany jako siła 
oporu występująca przy szybkości drgań równej jedności. 
Wielkość "k" określa się ' ziykle w tonach na jednostkę pręd­
kości ^m/sek).

Często zamiast wartością "k” posługujemy się tzw, współ­
czynnikiem drgań ustroju nośnego q s względnie bezwymia­
rową wielkością m

1 mc

Współczynnik <3 powiązany jest z logarytmicznym dekrementem 
tłumienia <5 znaną zależnością

Wynika z tego, że <S jest zależne od częstości drgań obiektu. 
Biorąc jednak pod uwagę, że w mostach częstości zmieniają 
się w stosunkowo niewielkich granicach, możemy uznać ó jako 
stałą związaną z materiałem i rodzajem konstrukcji.

Oprócz S stosowany jest również współczynnik tłumienia D

2 %U e 1. , Q s
CO s

Jest on w zakresach, z którymi mamy do czynienia w mostownic- 
twie bliski logarytmicznemu dekrementowi tłumienia, I tak
gdy

^ 0 , 2* 1 co
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z dostateczną dla celów praktycznych dokładnością można 
przyjmować

D ~ <5

Zwrócić jednak trzeba uwagę, że stosowana w piśmiennictwie 
niemieckim bezwymiarowa miara tłumienia D oznacza coś innego

D' .  &-1
2  m

%

yćT 2ymc

Wobec tego D = ~  o D = 1,57 DÓ
Ponadto dla naszego zestawienia będą miały znaczenie nastę­
pujące zależności

“  2 %  2 %  ’ "  *

Niezależnie od wyżej wymienionych, używana jest niekiedy tzw. 
miara tłumienia właściwego V .

Jeżeli stosunek kolejnych amplitud tego samego znaku ozna*= 
czymy przez £ to możemy napisać

an 0 6 q ,Tg s —  j £ s e s e s
a  -in+1

Porównując dalej wykładnik potęgowy przy "e" otrzymamy?

p cjr  t r i / s

2 m 2 m -w—/cm

ponieważ "k" wymiarowo stanowi wielokrotność ymc można 
napisać

k a /3 y~mc
gdzie ]3 jest bezwymiarowym współczynnikiem liczbowym mniej­
szym od jedności (|3< 1),
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x  k ~ czyli 5 s S . B

Wobec tego

względnie
1 _ £

¡ i 3

1.3.2. Wielkość tłumienia

V/ielkości omówionych ■wyżej miar tłumienia dla różnych ty­
pów wolnopodpartych mostów drogowych mniejszych i średnich 
rozpiętości - zestawione są w tabeli nr 1. Wartości w po­
szczególnych rzędach uzyskiwane są nie z wzajemnych przeli­
czeń, lecz z badań.

Miary tłumienia podane w tabeli 1 są wartościami średnimi. 
W licznych przypadkach w czasie badań uzyskiwano wartości od­
biegające od zamieszczonych w tabeli.

W szczególności rozbieżności rosły dla mostów małych 
(l 10 mj gdzie tłumienie rośnie gwałtownie ze względu na 
dominujący wpływ czynników kontrukcyjnych (podparcie, sposób 
rozwiązania połączenia ustroju nośnego z przyczółkami itp.) . 
Dlatego też w tym obszarze dane pomiarowe śą bardzo niejedno­
lite (duży rozrzut wyników).

Vi’ tabeli 1 zawarte są również dane odnośnie tłumienia mos­
tów sprężonych, zestawione na podstawie badań wykonanych w 
kraju oraz badań zagranicznych [19] [10] [21] [22] .

Zwrócić jednak trzeba uwagę, że na wyniki pomiarów tłumie­
nia niewątpliwy wpływ wywiera sposób przeprowadzenia badań. 
Zestawienie dane pochodzą z różnych pomiarów i w związku z 
tym wzajemny stosunek nie zawsze ściśle odpowiada podanym po­
przednio zależnościom teoretycznym. W szczególności np.

/ 2źródła niemieckie podają D* >  “  D.
Z uzyskanych danych wynika, że wielkość tłumienia w mos­

tach sprężonych są bliższe wartościom charakteryzującym mos­
ty stalowe niż żelbetov/e. Wynika to z zastosowania betonu wy­
sokiej jakości.

 ;
Korzystano również z trzech niepublikowanych pomiarów EMPA-
Zurich (co zostało zaznaczone w tabeli nr 2)»
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Wartości logarytmicznego dekrementu tłumienia pomierzone 
przez autora na mniejszych mostach betonowych zestawione są 
na wykresie (rys,5 ).

mosty pŁytowe 

•  mosty belkowe
4- O -nosty spi^zone

• *

•*
O

J_____________ 1_____________ I______________1_____________ 1_____________ 1____________5 10 15 20 25 30
rozpiętość [m ]

Rys. 5. Tłumienie (całkowite) w mostach żelbetowych

Parametry obliczenia dynamicznego tych mostów zestawio­
ne są w tabeli nr 2. Dla porównania podano również dane z 
badaii pięciu mostów za granicą (poz. 5,8,9,11 i 12).

Największa pomierzona wartość <S ?/ynosiła 0,49» Dotyczy­
ła ona mostu płytowego wykonanego z betonu o stosunkowo nis­
kiej wytrzymałości ~ 160 - 190 kG/cm l  Warunki podpar­
cia tego mostu nie gwarantowały w pełni swobodnych odkształć, 
ceń ustroju nośnego^

Jak wynika z badań B»Weinblata [23] a także innych wcze­
śniejszych doświadczeń - dekrement logarytmiczny tłumienia 
dla betonu marki 400 wynosił ok„ 0,1, a dla betonu marki 
"150" wzrósł około 0,25 - 0,30» Wiąże się to ze zmianą war­
tości E [24] [25]® Zwrócić trzeba uwagę, ze pomiary tłumie­
nia przeprowadzone na małych elementach pracujących w innych 
niż w mostach stanach napięcia nie mogą byc dla mostów żelbe­
towych miarodajne, Wiąże się głownie z wpływem rys na tłu-

.0

.1
| 0,50-

0,40

I
i 0J0

a
■g 020
4o
I

0,10
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t a b e l a  1
x )  fBezwymiarowe miary tłumienia ' dla belkowych mostów drogowych

o rozpiętoścxach 10-40 m

Współcz.ynniki bezw?/miarowe
konstrukcji mostu

V
a

n+1
ó D /o  _  iL-

1 ~ 10=15 m§ 1 -> 30-40 m >mc

Żelbetowe
płytowe

~ 0,15-0,25
1.38 0,41 (0,32)........ 0,22 0,20

belkowe 1.23 0,31 (0.22) 0,15 0,12

Sprężone
płyt owe

1P - 0,10
1.195 0,28 (0«17) 0,10 0,095

belkowe 1.155 0,20 (0.14) ... . .0,063 0,065

/

Stalowe

z żelbetową 
płytą współ­
pracującą

oes 1,130 0,163 (0,121) 0,072 0,064

blach ownica T-0,07 1,105 0,120 (0.090) 0,050 0,046

kratownice 1,052 0,063 (0,05) 0,019 0,022 .

W tabeli podane są wartości uważane za przeciętne» W poszczególnych przypadkach odchylenia mogą być znaczne»



Tabela 2

Parametry obliczenia dynamicznego betonowych mostów drogowych 
(zestawienie przykładowe dla mostów wolnopodpartych)

Lp. Ro­ Sche­
mat
kon-
struk.

Roz­
pię­ Sto­ Ciężar

stały
P

(t/mb)

T!asa
sprowa­
dzona
m *s

Sztywność
pionowa
G = 3

Częstość 
pionowych 
drgań swo­
bodnych

Hz

Wsi
'
jółczynniki
tłumienia U v/ a g idzaj tość

1
(m)

sunek
-h
1 8 *-1 (sek )

k
(t9sek)

35 s (t/m) (sek“1) m

1 Sb TA. 10,40 1
14,1
1

10,8

23,20 11,70 33000 8,6 0,34 2,88 67,4 przekrój pełny cf =s78°30’ 
(Szombierki)

2 żb B 10,50 18,60 9,45 11780 5,6 0,182 1,02 19,3 5 belek głównych (Będzin ,)
3 ŻB B 10,60 1

11,0
1

15,7
1

14,1

9,84 5,02 35800 13,50 0,202 2,70 27,2 5 belek głównych (Kozłowa 
Góra)

4 ŻB P 11,80 24,70 14,15 20250 6,1 0,49 2,95 83,4 przekrój pełny 2 wspora® 
(Będzin)

5 ŻB P 12,00 19,60 11,40 64000 12,05 0,192 2,29 52,2 przekrój pełny (Hugelsheim)

6 ŻB B 13,65 1
11,7

1
20,0

9,76 6,49 13160 7,24 0,29 2,08 27,0 4 belki główne; skos (Świę­
tochłowice)

7 BS B 16,00 7,85 6,28 6860 5,31 0,123 0,64 7,79 Chorzów 2x4 belki główne

8 B3 P 17,80 1
29,7

1
29,0

9,78 8,39 6500 4,4 0,099 0,442 7,41 przekrój z otworami 
(Saane-EMPA)

9 BS P 19,40 8,05 7,41 7810 5,0 0,190 0,945 14,95 przekrój z otworami (EMPA)

10 ŻB B 20,02 1
12,5 11,80 11,48 8140 4,30 0,310 1,31 30,1 4 belki główne; skos (Gliwice)

11 BS P 27,75 1
2^5 18,20 25,20 18000 4,25 0,022 0,094 4,71 przekrój z otworami (Blei- 

bach)
12 BS B 35,0 1

22,6 10,80 18,90 7250 3,1 0 ,110 0,334 12,98 przekrój je dno skrzynkowy 
(Lus t enau-EMPA)

ŻB-żelb etowy B3-sprężony P-płyt cwy B-belkowy



Tabela 3

Parametry obliczenia dynamieznego stalowych mostów drogowych
(zestawienie przykładowe)

Schemat Układ Rozpięć
tość
1
(m)

h Ciężar
stały

P
(t/mb )

Masa
sprowadzo­ Sztywność 

pionow a

c ■ t t M *

Częstość pio­
nowych drgań 
swobodnych
Hz (sek“"*)

Y/spółczynniki
tłumienia i UwapihP O konstrQ pomostu 1 na

a 2 - 1(tosek m )
8 (sek )

k
/t0sek>

obl„ porno ( m
1o

2C

Blachownio« 
spawane z 
żelbo płytą 
wsp o
jW0

górą

jw0

13,52

12,00

1
14,0

1
12,4

7 ,2 2

7 ,2 2

5,05

4,50

13370
t

18990

8,2?

9,91

10,26

11,19

0 ,12 1

0,161

0,923

1 ,66.

9,32 

U ,  98

5 belek
główn0
Lipiny

jW0

3o Blach otmice 
nitowane jw0 11,50 1

9,1
8,26; 4,62 23540 8,70 10,03 0,095 0,818 7,56 2 belki 

główne 
Biskupi­
ce

4o jw0 wgłębiony 20,35 1
10,5 9,84 9,99 13170 5,85 6,16 0,076 0,14 2,75 2 belki

główne
Bobrek

5 o jw0 jw0 15,70 1
8,0 7,42 5,65 19600 9,46, 8,73 0,082 0,77 8,67 2 belki 

główne 
8 koc zów

6„ Kratownice
nitowane dołem 24,0 1

7 ,4
8,00 7,68 5720 4 ,39 4,89 0,061 0,263 4,04 Ligota

To jw0 dw0 24,0 1
7 ,4

12,00 11,51 3130 2 ,65 as ao t=S Gliwice



mienie. Jest oczywiste, że zarysowania zwiększają wartość ó 
Różnice są poważne i wynoszą przykładowo [21] ?

be lica żelbetowa przed zarysowaniem 6 -  0,145
po zarysowaniu 6 = 0,357

belka sprężona przez zarysowaniem S = 0,136
po zarysowaniu S s 0,204

Z powyższych rozważał! wynika, że dla przeciętnych warun­
ków pracy mniejszych betonowych mostów drogowych (1 «c 15 m) 
określić można wielkość <S na 0,25 - 0,30. Oznacza to, że 
po ok. 8 wahnięciach ustroju nośnego wytłumione jest ponad 
BOjj energii i amplituda staje się około 6 razy mniejsza niż 
jej wartość początkowa ■»od impulsu jednostkowego).

w związku z tym stwierdzić należy, że pomijanie zjawiska 
tłumienia konstrukcji przy analizie obliczeniowej drgał! ma­
łych mostów może prowadzić do poważnych nieścisłości.

niezależnie od badali nad tłumieniem mostów betonowych 
przeprowadzono pomiary tłumienia na stalowych mostach dro­
gowych.

I

CL

T3

0,(5

■ono

o
ii

0,05

Q mosty stalowe z żelbetową 
ptytą współpracującą

x blachonnice 
o mosty kratowe

□

5 10 15 20 25 30
rozpiętość [«]

Rys.6. Tłumienie w drogowych mostach stalowych

Rezultaty tych badań przedstawia rys.6. Parametry obli­
czenia dynamicznego tych mostów zestawione są w tabeli nr 3.
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Z tebeli i wykresów widać, że współczynniki tłumienia mo­
stów drogowych są w zasadzie wyższe niż w mostach kolejowych. 
Aczkolwiek znane są przykłady [26] pomierzenia nawet na sta­
lowych mostach kolejowych bardzo wysokiego tłumienia, to je­
dnak należy to znać za zjawisko wyjątkowe, które można wytłu­
maczyć bardzo małymi rozpiętościami badanych przęseł (1 »
= 3,90 m i 6,10 m) i napewno specjalnymi warunkami lokalnymi.

Większe tłumienie mostów drogowych wynika z ich większej 
szerokości i na ogół mniej starannie wykonanego systemu pod­
parcia. Ze względu na mniejsze reakcje - łożyska wykonane są 
z mniejszą dbałością o sprowadzenie do minimum tarcia niż ma 
to miejsce w mostach kolejowych. Erzy mniejszych rozpietoś- 
ciach łożyska są styczne, a ponadto ze względu na szerokość 
jest ich więcej niż w mostach kolejowych, Nie trzeba dodawać, 
że styczne łożyska bardzo zwiększają tłumienie w stosunku.do 
wałkowych.

Ponadto przy mostach szerokich, które nie mają łożysk dwu­
kierunkowych (t j. umożliwiających również przesuw poprzeczny) 
tłumienie zwiększa się wyraźnie.

1.3.3. Uwagi o tłumieniu konstrukcyjnym

Omówienie wpływu tarcia w łożyskach wiąże się z podziałem 
sumarycznej miary tłumienia na dwie części składowe zgodnie 
z ich przyczynami powstania.

Mamy tutaj:
a ) ̂ t łumienie mat eriałowe,
b)'tłumienie konstrukcyjne.
Oprócz tego w mostach większych rozpiętości spotykamy się 

ze zjawiskiem wymiany energii między pojazdem a ustrojem noś­
nym, co nazywane jest tłumieniem pozornym. Zwrócił na to 
uwagę J.Naleszkiewicz [8],

Tłumienie wynikające z wewnętrznego niesprężystego oporu 
materiału jest zbadane dość dokładnie, natomiast znacznie 
mniej wiemy o tłumieniu konstrukcyjnym, na które wpływają 
następujące główne przyczyny:

- rodzaj konstrukcji ustroju nośnego i podpór,
- rodzaj nawierzchni a zwłaszcza jej własności sprężyste,
- opór połączeń związany z tarciem między łączonymi czę­
ściami (styki, nity itp,)?

- tarcie w łożyskach i przegubach oraz ewent. wpływ współ­
działania podpór,
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- inne czynniki (np0 niesprężysty opór szyn na podporach 
przeciwko obrotowi drgającego ustroju nośnego;«

Rozdzielenie poszczególnych składników tłumienia i ustale- 
nie ich wpływu na wartość sumaryczną ma duże znaczenie ze 
względu na ich różny sposób działania na drgania« W przybli­
żeniu przyjmuje się* że tłumienie materiałowe działa propor­
cjonalnie do prędkości, a tłumienie konstrukcyjne ma właści­
wie charakter stały«

Dlatego właśnie przyjęcie współczynnika k jako propor­
cjonalnego do prędkości odkształcenia jest nieścisłe» Błąd 
jednak maleje wraz z rozpiętością, gdyż wraz z jej wzrostem 
zmniejsza się rola konstrukcyjnego składnika tłumienia» Po­
gląd ten potwierdzają doświadczenia H,Bay a [19] na moście 
sprężonym p, rozpiętości 1 s 43,36 m»

W mostach bardzo małych (l <• 10 m)' w których konstrukcyj­
na skład)liki tłumienia dominują współczynnik "k" (i pochodne) 
nie powinien mieć jednak zastosowania»

W świetle powyższych uwag wartość "k" okazuje się czynni­
kiem zastępczym reprezentującym obydwa zasadnicze elementy 
tłumienia w mostach» Zastosowanie tak'rozumianego współczyn­
nika "k" ma pewne uzasadnienie w tym, że upraszcza oblicze­
nia.

Jednoznaczne określenie wielkości tłumienia konstrukcyjne­
go a zwłaszcza jego głównej części pochodzącej od tarcia na 
łożyskach nastręcza znaczne trudności badawcze, a ponadto wy­
maga przeprowadzenia pomiarów na znacznej ilości obiektów. 
Dotychczasowe pomiary wykazują, że wpływ ten przy mniejszych 
a szerokich mostach ,1 3 12 m) - zwłaszcza żelbetowych może 
przekraczać nawet 50>S całkowitej miary tłumienia» Wartość 
średnia dla zbadanycA pięciu mostów (.łożyska styczne) wyno­
siła ó b 0,179«

Oczywiście oprócz bezpośredniego pomiaru jest jeszcze mo­
żliwość pośredniego określenia całości tłumienia konstruk­
cyjnego przez wykorzystanie na ogół dobrze zbadanych wielkoś­
ci tłumienia materiałowego. Ograniczanie się jednak do uwzglę­
dnienia tłumienia materiałowego jest jednak w mostach małych 
i średnich niewystarczające i prowadzi do błędnej oceny sta­
nu wytężenia konstrukcji, zwłaszcza w obszarze rezonansowym 
i przy uderzeniu.

Badania przeprowadzone nad tłumieniem, a zwłaszcza tłumie­
niem konstrukcyjnym mają nie tylko znaczenie teoretyczne, 
lecz również duże znaczenie techniczne, gdyż miara tłumie­
nia może być cennym wskaźnikiem świadczącym o ogólnym stanie 
mostu. Zaznaczyć jednak trzeba, że obecny stan badań nie po­
zwala jeszcze wykorzystać jej do tego celu.
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1*3.4» Tłumienie pierwotne i "robocze11

W mostach, które podlegają zmęczeniowemu działaniu pul“ 
sacji następuje z czasem w odróżnieniu od zwyczajnych kon­
strukcji budowlanych zmiana charakterystyki dynamicznej, a 
w tym również współczynników tłumienia., Problem ten nie zos­
tał jeszcze dokładnie zbadany, ale na podstawie dotychcza­
sowych pomiarów przeprowadzonych w kraju [28] i za granicą 
[29] można stwierdzić, że belki sprężone pod działaniem 
obciążenia pulsującego zwiększają poważnie współczynnik tłu­
mienia (w pewnej fazie nawet do 85/S wartości pierwotnej)« 
Przeciętnie można liczyć jednak na wartości mniejsze (rzędu 
20 - 25', j). Badania Troickiego w tym zakresie ilustruje rys«7®

Natomiast tłumienie w belkach żelbetowych ulega w takim 
przypadku zmniejszeniu o ok.20#. IV mostach stalowych różnice 
nie przekraczają kilku procent.
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Rozdział II

DZIAŁANIE OBCIĄŻENIA NA MOSTY DROGCWE

2.1. Obciążenia mostów drogowych

Różnorodność obciążeń działających na mosty drogowe jest 
większa niż w mostach kolejowych? a sposób ich działania jest 
bardziej zawikłany? co wynika z mniejszej regularności ich 
działania® Z tego stanowiska obciążenia ruchome mostów drogo­
wych mniejszych i średnich rozpiętości możemy poszoregować 
następującog

pojazdy samochodowe, 
tramwaje,
ciągniki gąsienicowe,
inne rodzaje obciążenia (mice, wozy konne, 
tłum itd.).

Wraz z upływem lat zmienia się zarówno wielkość nacisków 
jak i charakter działania wymienionych rodzajów obciążenia. 
Mosty drogowe kilkadziesiąt lat temu obciążone były nieznacz­
nie i to siłami, które tylko w wyjątkowo niekorzystnych oko­
licznościach mogły spowodować znaczniejsze dynamiczne prze­
ciążenia. Obecnie wraz z wprowadzeniem ciężkich samochodów 
i obciążeń gąsienicowych jadących z dużymi prędkościami, 
wpływ dynamiczny wzrósł istotnie tak, że mosty drogowe stały 
się samodzielnym problemem pod względem obliczenia dynamicz­
nego.

W latach trzydziestych w ZSRR zostały przeprowadzone sze­
rokie badania zmierzające do ustalenia wpływu różnych form 
obciążenia tłumem i wozami konnymi na współczynnik dynamicz- 
ny [30]. Rola tych obciążeń obecnie radykalnie zmalała tak, 
że mimo zmiany form konstrukcyjnych mostów dalsze badania 
nad tym problemem nie znalazłyby usprawiedliwienia.
Podkreślić jednak należy, że jeszcze dzisiaj na niektórych 
mostach zaobserwować można, że obciążone pojazdy konne (z ko­
łami posiadającymi obręcze stalowe) dają na nierównym bruku
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współczynniki dynamiczne\większe niż obciążenia samochodowe 
(i sięgające 1,9 = 2,0)s \

Obciążenia tłumem mają istotny wpływ jedynie na wymiarowa- 
nie drugorzędnych elementów ustroju nośnego, Tylko przy pro­
jektowaniu kładek dla pieszych rozważa się niekiedy wpływ 
dynamiczny tego rodzaju obciążenia. Jak wynika z badań Rabi­
nowi cza, nacisk nóg człowieka posiada okresy drgań wyno­
szące %

przy marszu T̂  ~ 0,4 - 0,5 sek 
przy biegu ~ 0,3 - 0,4 sek.
Naciski te można uważać za sinusoidalnie zmienne. Zazna­

czyć należy, że drgania swobodne kładek żelbetowych mają 
okresy tego samego rzędu,

Jęp,Ółczesne ciężkie pojazdy samochodowe poruszają się 
z dużymi prędkościami ,nawet do 80 km/godz.) co zwiększa 
ich wpływ dynamiczny w pierwszym rzędzie ze względu rih ude° 
rzeniowe działanie nierówności. Problem ten będzie w dalszym 
ciągu przedmiotem rozważań®

Znaczne prędkości osiągają również ciągniki gąsienicowe 
(do 60 km/godz.) a zwłaszcza czołgi, Wpływ dynamiczny jest 
tutaj bardzo znaczny zarówno przy obciążeniach pojedynczymi 
pojazdami jak i kolurmiami. Można to stwierdzić jednoznacz­
nie aczkolwiek materiał doświadczalny z tego zakresu jest 
skąpy. Rodzaj wpływu dynamicznego jest tutaj zupełnie inny 
niż przy obciążeniach samochodowych ze względu na inne pa­
rametry dynamiczne pojazdu i odmienny sposób działania.

Dynamiczne działanie obciążeń tramwajowych jest również 
zależne w pierwszym rzędzie od prędkości, które jednak v; 
naszych warunkach nie przekraczają 30 km/godz® Problematyka 
jest tutaj bliska badaniom nad pływem dynamicznym innych 
pojazdów szynowych \,np. pociągi elektryczne). Podkreślić 
jednak należy, że nawierzchnia tramwajowa jest zazwyczaj 
gorzej utrzymana i w związku z tym wpływ nierówności jest 
większy.

Jak widać z powyższego zestawienia problematyka dzia­
łania obciążeń drogowych na mosty jest bardzo rozległa i nie 
może być wyczerpana w jednym opracowaniu. Dlatego też w dal-

Podobne zjawisko występuje przy przejeździe walców drogo­
wych powodując mimo stosunkowo dużej.powierzchni docisku 
kół i małej prędkości znaczne wartości przeciążenia dyna­
micznego.
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sayra ciągu ograniczymy się do rozpatrzenia działania naj­
ważniejszego i najczęstszego rodzaju obciążenia - obciążenia 
samochodowego.

2‘.2. Działanie samochodu ,na most

Zwiększenie wytężenia elementów konstrakcyjnych ustroju 
nośnego na skutek dynamicznego działania obciążenia ruchome- 
go na most drogowy mniejszej rozpiętości - może mieć w ogól­
ności dwie przyczynyg

Problem pierwszy zostanie omówiony na inn,ym miejscu, a 
określenie działania dynamicznego musi być poprzedzone ana­
lizą drgań pojazdu.

Drgania pojazdu drogowego mogą być wywołane przez przy­
czyny zewnętrzne i wewnętrzne. Do przyczyn zewnętrznych zali­
czamy nierówności nawierzchni oraz wszelkie inne czynniki 
związane z charakterem konstrukcji mostu, natomiast mówiąc 
o przyczynach wewnętrznych mamy na myśli głów/nie pracę silni­
ka w powiązaniu z układem konstrukcyjnym pojazdu.

Drgania samochodu są wypadkową tych czynników/ i mają 
w ogólności dwojaki charakteri

Charakter wykresu drgań samochodu przedstaw/iony jest na 
rys.8 [37].

W pewnych przypadkach może wystąpić zbieżność między czę­
stościami drgań osi, a częstościami drgań swobodnych niektó­
rych rodzajów małych mostów w/zgl. innych belek o małej masie 
ijip. elementy pomostu).

Zwykle jednak najw/ięlcsze znaczenie mają drgania pierwszej 
grupy (1 - 3 Hz), gdyż o ter es drgań belek głównych większości 
mostów jest tego samego rzędu co okres drgań nadw/ozia.

Przy przejeździe przez nierówność następuje zmiana toru 
ruchu środka ciężkości samochodu, nadbudow/a zaczyna drgać

- wolne '.stosunkowo) drgania całości nadbudowy
( 1 - 3  Hz)

- szybsze drgania osi i.kół). Ich częstość w/ynosi
ok. 9 - 1 5  Hz.
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i pojazd, poczyna działać na nawierzchnię mostu szeregiem im­
pulsów ginących z czasem na skutek tarcia wewnętrznego samo­
chodu oraz tarcia na stylcu kół z nawierzchnią.

Rys.8. Schemat zależności P - u) dla samochodu ciężarowego

Ten właśnie szereg impulsów stanowi najważniejsze obcią­
żenie dynamiczne mostów drogowych mniejszych rozpiętości.

2.2.2. Schemat dynamiczny i drgania samochodu

Pojazd samochodowy przedstawia ze stanowiska obliczenia 
dynamicznego 'układ drgający składający się z następujących 
główn jch części składowych?

- nadwozie (z ramą, silnikiem i ewent. ładunkiem)
- resory i amortyzatory,
- masy nieuresorowane (osie, elementy zawieśzenia i koła),
- elastyczne opony.
Ponadto jeśli mamy do czynienia z zespołem pojazdów 

gnik i przyczepy), układ komplikuje się o dynamiczną pracę 
połączenia.

W ogólności pojazd drogowy, którego nadwozie traktujemy 
jako sztywne, posiada sześć stopni swobody. Są to przesunię­
cia w trzech kierunkach i skręcenia w trzech płaszczyznach.



Praktycznie wystarczy jednak wziąć pod uwagę trzy formy 
drgań [32] §

a) drgania pionowe ■=•
b) drgania skrętne podłużne - u) (wokół osi prostopa­

dłej do kierunku jazdy, a przlchodzącej przez punkt 
ciężkości),

c) drgania skrętne poprzeczne (wokół idealnej osi podłuż­
ne j wozu)«

Ta ostatnia forma drgań występuje zazwyczaj przy zmianie 
kierunku jazdy oraz jako następstwo wpływów przypadkowych 
^jednostronnie działające nierówności;« Jej wpływ na dyna“ 
irdczne przeciążenie mostu jako całości jest niewielki i mo­
że nie być brany pod rozwagę®

Dążenie do określania drgań pionowych oraz skrętnych pod 
dłużnych .galopowanie), a także drgaiI drugiego rzędu obu 
ogi nd drodze analitycznej = prowadzi nas do założenia modę« 
lu teoretycznego przedstawionegd na rys®9a®-

Jednak zastosowanie takiego modelu dobrze uwzględniające« 
go rzeczywiste warunki pracy dynamicznej zmusza do bardzo 
skomplikowanych obliczeń, a próby wykorzystania do tego celu 
analizatorów analogowych względnie innych maszyn elektrono« 
wych są jeszcze w stadium początkowym .Włochy, Japonia)« 
t Dlatego też stosowane są zwykle modele mniej dokładne 
l,rys.9b i 9c), a przy obliczaniu zawieszenia samochodu ko« 
rzyśta się jeszcze w znacznej mierze z doświadczeń i danych 
statystycznych [33],

Model zastępczy i,rys. 9b) oparty jest na przybliżonym zało­
żeniu, że rozkład mas na długości jest równomierny (tzn, że 
można skoncentrować‘całą masę pojazdu w jego środku ciężkoś­
ci )/ oraz że można zastąpić zawieszenie w czterech punktach 
przez układ wypadkowy«

We współczesnych samochodach stosunek masy nieuresorowa« 
nej do podwieszonej masy nadwozia wynosi 10 « 20$S, Uwzglę« 
dniając, że sprężystość ogumienia jest znacznie większa niż 
sprężystość zawieszenia (co przy wysokim ciśnieniu w oponach 
jakie występuje w samochodach ciężarowych - jest w pełni 
słuszne) można w niektórych przypadkach nieuresorowaną masę 
osi pominąć bez Y/prowadzania poważnych błędów w obliczenie. 
Analiza Gelfgata [37] wykazuje, że nieuwzględnienie masy nie™ 
uresorowanej (tzn® zastąpienie schematu 9b przez 9c) bardzo 
nieznacznie węływa na wyliczone częstości podstawowe (błąd
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wynosi 5 » 75&) a może zmieniać jedynie przyspieszenia. 
Oczywiście wartość c” wynosi w takim przypadkug

. mz - . -  C2_^j—  
f + f2 - c, ♦ c2

przy czym f.. oznacza ugięcie sprężyny ĉ  pod działaniem siły 
Q = (m,, + m2)g a f2 dotyczy ugięcia sprężyny c2 pod tą sa­

mą siłą (f -2 c2
V/yłania się zagadnienie, jaki stopień uproszczenia niesie 

ze sobą założenie że rozkład mas na długości jest równomier- 
ny, tzn. że zastępujemy schemat 9a schematem 9b (rys. 3 ) •

Jest oczywiste, że tak jak płaski model 9a pomija drgania 
skrętne poprzeczne, tak model 9b względnie 9c’nie uwzględnia 
drgań skrętnych podłużnych* Konieczne jest zatem ustalenie 
sposobu występowania i wzajemnego stosunku drgań pionowych 
i skrętnych podłużnych.

Można wykazać, że rodzaj drgali jaki powstaje w dwuosiowym 
pojeździe przy przejeździe przez nierówność bruzdową jest 
w przybliżeniu zależny od odległości wzajemnej osi i prędkoś­
ci ruchu, ITatomiast 52^parametry tych drgań wpływa charakte­
rystyka dynamiczna pojazdu.

Rys.lOo Przejazd samochodu przez nierówność

W chwili gdy oś pierwsza wchodzi na przeszkodę ,!A” 
(rys.10), od druga musi jeszcze przebyć odcinek "a”, który 
jest równy odstępowi osi. Na przebycie tego odcinka potrzeb­
ny jest czas t (zależny od prędkości v). W tym czasie wy­
stępują obie fSrmy drgań, ale dominują drgania skrętne po­
dłużne .
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W zależności od stosunku t do T (częstość drgań swobo­
dnych pojazdu) wyróżnić możemy następujące dwie skrajne mo­
żliwości craz całą gamę przypadków pośrednich §

a) jeśli t s nT (rys«1l) drgania pojazdu będą jędnoli- 
te tje występować b^dą jako główna forma drgania pionowe« 
Prędkość pojazdu, przy której te drgania wystąpią jest rów­
na

Przykładowo dla samochodu, którego częstość drgań nadbu­
dowy wynosi 2,0 Hz a odstęp osi 4*0 m otrzymamys

= 8 m/sek » 28,8 km/godz.

V” »  57*6 km/godz.P
T

b) jeśli t a -£■ (rys .12) wtedy dominującą formą drgań 
powinny być dogania podłużne skrętne. Odpowiednia prędkość 
wynosi

Między przypadkiem (a) i (b) występują liczne możliwości 
pośrednie, które nie będą jednak dla mostu najniekorzystniej­
sze.

Jak widać z rysunków 11 i 12 - amplitudy, które warunkują 
naciski największe będą dla prędkości V (dla n a i).

Mimo, iż rozumowanie powyższe zawierS w sobie poważne 
uproszczenia, z których najważniejszym jest założenie równo­
ści okresów oj = o) (oraz 1  s I ) - można uznać, że naj- 
niekorzystniejSze obSiążenie mostu^ występuje wtedy, gdy 
wszystkie elementy pojazdu działają w fazie tj. gdy wystę­
pują drgania pionowe.

Ze względu na wspomniane trudności analitycznego wyzna­
czania częstości drgaii samochodów - prowadzone były za gra­
nicą (głównie w IJiemczech) liczne badania [35] [36] [37] [13], 
które pozwoliły określić charakterystyki dynamiczne szeregu

35



»to
S
s
ta

ä

«rt-a aj— V
cO o •H & N & TO O +> ® o» •H tí m ¿d o a
<o 'tí•H O 

x> ta

° s>>-o abO •'“3O
g  gi sO D •n oO *0 Pl^
<D•H
t íor-ł>»XI
£>

tu

npzDÍod p so yziio . 
vy/poJs 2n'u2]ñqóh/\i

01
p?

36



pojazdów samo chodowych. Ponieważ dla celów mostowych wystar­
czające jest określenie jaki rząd wielkości mają drgania pio­
nowe pojazdów - wydaje się możliwe ograniczenie realizacji 
ze wspomnianych wyżej badań do stwierdzenia, że częstość 
podstawowa drgań nadwozia ciężkich pojazdów samochodowych 
ciężarowych zmienia się w niewielkich granicach i wynosi 
od 1,3 do 2,0 - 2,4 Hz.

2.2.30 Pomiary drgań samochodów ciężarowych Skoda i Star.

Dla określenia w jakim zakresie cytowane wyżej badania 
mogą być miarodajne w naszych warunkach i,dla samochodów cię­
żarowych używanych w naszym kraju) przeprowadzone zostały 
przez autora pomiary podstawowych (dla badań mostowych) 
parametrów dynamicznych samochodów ciężarowych Skoda - Iabe=> 
rec i Star 21. Dane charakterystyczne badanych pojazdów ze­
stawione są w tabeli nr 4®

Tabela nr 4

Polewaczka
Śkoda-Liberec

Wywrotka na 
podwoziu
Star 21

Ciężar własny 
Ciężar całkowity 
Oś przednia 
Oś tylna 
Odstęp osi 
Ciśnienie opon 
w tylnych kołach

8,00 t 
15,32 t 
4,72 t 
10,60 t 
4,40 m
6,25 atm

4.1 t
8.1 t 
2,7 t 
5,4 t 
2,6 m
4,25 atm

Pomiary przeprowadzono zarówno przy działaniu pojedynczych 
impulsów jak i w czasie ruchu z różnymi prędkościami na na­
wierzchniach kostkowej i asfaltowej.

Stan obu nawierzchni określić można jako bardzo dgbry. 
Wielkość przypadkowych nierówności nie przekraczała *2 cm. 
Pomiar drgań przeprowadzono za pomocą odpowiednio przysto­
sowanych aparatów Geigera umieszczonych z przodu i z tyłu 
na razie samochodów na osi podłużnej.

W toku badań określono?
a) częstość drgań pionowych (metodą impulsową i przez 

przejazd nierówności z prędkością krytyczną).
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b) częstość drgań podłużnych skrętnych (metodą impulsową),
c) tłumienie pojazdów,
d) wpływ prędkości na charakter drgań.
Zasadnicze wyniki pomiarów drgań obu samochodów ciężaro­

wych zestawione są w tabeli nr 5« Dodatkowo stwierdzić można, 
że w granicach stosowanych w czasie badań prędkości (,5 - 
- 30 km/godz.) częstości drgań podstawowych mierzone na sa­
mochodzie Skoda zmieniały się jedynie (włączając już błąd 
pomiaru) w granicach -.75» i,tabela 6).
Również przejazd przez nierówności nieJpowądował istotnych 
odchyleń od wartości uzyskanej metodą impulsową.

Ha ilustracjach (,rys.13a, b i 14&, i>) zamieszczone zosta­
ły charakterystyczne taśmy z badań samochodu Skoda-Iaberec 
i Star .21. ’

Tabela nr 6

Prędkości sa- , , ,\ , km/godz. mocnodu 5 10 20 30

Ilość pomiarów 4 3 3 2 •

Częstości drgąń 
podstawowych” Hz 1,44 1,47 1,46 1,56 1 ,47“ ^

Z powyżej przedstawionych pomiarów można wysnuć ostatecz­
ny wniosek, że w czasie ruchu po przeciętnie gładkiej (kost­
kowej i asfaltowej) nawierzchni, samochody ciężarowe pulsowa­
ły z częstością pionową, która zróżniła się jedynie nieznacz­
nie od częstości naturalnej. Da się to wytłumaczyć tym, że 
odstęp impulsów (.nierówności) był w zasadzie rzadszy niż pod­
stawowa długość tłumienia.

My - *Pomiary wykonywano na dwóch aparatach
'^ Ŷ/artość przeciętna dla całego badania (średnia z 12 po­

miarów)' k
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Rys.13a. Drgania nadwozia samochodu Star przy przejeździć 
z prędkością v « 10-20 km/godz.

15 20

Rys.13b. Drgania nadwozia samochodu Skoda-Liberac 
przy przejeździe ze stopniowo malejącą prędkością

Hys.14* Wytłumienie drgań samochodu Skodaj
a) drgania pionowe, b) drgania skrętne
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2.3, Faciskl dynamiczne osi pojazdu

2.3.1. Wyniki doświadczeń

Podstawowym problemem z punktu widzenia dynamiki mostu 
jest określenie wielkości najniekorzystniejszego nacisku pio­
nowego koła i,osi) samochodu.

Przy określaniu obciążenia mostu stosujemy więc inne kry­
teria niż prży ustaleniu obciążenia drogi. W tym drugim przy­
padku - jak wiadomo - decydujący jest tzw. "kolektyw obciąże­
niowy" ustalony statystycznie, a więc pewnego rodzaju war­
tość średnia ęśrednia z różnych P ) a nie wartości szczy­
towe. m x

W ogólności opona - stwarzając połączenie między jezdnią 
a pojazdem - przenosi reakcję skośną R,,t ale dwie składowe 
leżące w płaszczyźnie nawierzchni na konstrukcję mostu mają 
wpływ nieznaczny i w naszym rozważaniu mogą byc pominięte.

Najistotniejsza - dla określenia dynamicznego przeciąże­
nia konstrukcji - składowa pionowa P zawiera w sobie wszel­
kie obciążenia ciężar, siły hamowaniami napędowe itp.) dzia­
łające na pojazd. Zawiera ona również zmiany obciążenia od 
różnego rodzaju nierówności, wiatru itp.

Dla dalszej analizy decydujący jest stosunek

? + P Pstat dyn _ max _ ^
^ s t a t  ^ s t a t  n

Charakterystyczny wykres krzywej nacisków P [33J przed­
stawiony został na rys.15. / maX

Wykres uzyskany został dla samochodu (wg modelu Ib) - 
przez pomiar przyspieszeń i wstawienie pomierzonych wartości 
do wzoru

^ “ ”2 ( s + K 2) + m1 (g + Sn)

Współczynnik "k " jest w ogólności zależny od następują­
cych czynników%

a) rodzaju i własności dynamicznych pojazdu. Szczególnie 
duży wpływ ma tutaj ciśnienie w oponach oraz rodzaj za­
wieszenia,

b) prędkości samochodu,
c) charakteru i wielkości nierówności oraz od sztywności 

mostu.
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Wiadomo* że mniejsze ciśnienie wr oponach umożliwia wię­
kszą i spokojniejszą jazdę choć powoduje ich większe zużycie. 
Współczynnik sprężystości opon "c., " jest zależny od ciśnie­
nia i wynosi od 200 - 800 lig/cm [37]. Wartości te zmieniają 
się od 400 - 500 kg/cm (dla 4 alnn do 150 - 300 î dla 2 aim).

Z podanych danych można wysunąć wniosek, że bardziej mięk­
kie opony zmniejszają nacisk® Tak jest istotnie. Niestety 
konstrukcja opon oparta jest na względach praktycznych ^dą­
żenie do zwiększenia trwałości) i ten czynnik determinuje 
wyższe ciśnienie.

Charakterystyka opon nie jest liniowa, a tłumienie nie 
ma poważnego znaczenia. Max.log. dekrement wynosi SQ ~ 
s 0,10 - 0,20, Ma to poważny wpływ na wielkość następnych 
impulsów ,P'f P') przekazywanych na most przez pojazd,

Zależność między prędkością "y " a współczynnikiem "k " 
dla stałych pozostałych czynników) obrazują rys.16 i 1f [39].
0 wielkości współczynnika "k " można również wnioskować 

ńa podstawie pomiarów ugięć dynamicznych przęsła mostowego.
Wyznaczony przez autora na tej pośredniej drodze współ­

czynnik "k " kształtował się następująco \,rys,18).
Wykonano również pomiary na moście stalowym z żelbetową 

płytą współpracującą, którego ustrój nośny składał się 
z 4 i wolnopodpartych przęseł. Charakterystyka obiektu po­
dana jest w tablicy 3 poz.1 i 2, Badano ugięcia dynamiczne 
przęseł skrajnych „równej rozpiętości) pod wpływem obcią­
żenia samochodem ciężarowym o ciężarze 15,0 t. Charakterys­
tyka pojazdu podana jest w tabeli 4.

Przy w;jeździe na jednym z badanych przęseł îo nawierzchni 
kostkowej) wykonana była nierówność, Drugie przęsło posiada­
ło nawierzchnię gładką. Wyniki sumaryczne przejazdów za­
mieszczone są na rys.19.

Pewien wpływ na wielkość "k " wywiera również charakter 
ustroju nośnego, a w pierwszym rzędzie jego sztywność.

Energia impulsu pierwotnego będącego następstwem uderze­
nia osi o nierówność progową (wjazd na most) jest wchłonię­
ta przez ustrój nośny, opony i resory pojazdu. tf związku 
z tym można przypuszczać, że most sztywny przyjmie większy 
nacisk niż most wiotki, który łatwiej może się odkształcać.

Analiza wszystkich dostępnych danych pomiarowych, zarówno 
obcych [3o] [38][40] jak i własnych (rys,18 i 19) pozwala wy­
sunąć pewne wnioski odnośnie liczbowej wartości współczynni­
ka "k ", n
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Najważniejszym parametrem jest tutaj jakość nawierzchni« 
Jej wpływ wyraża się zmianą wartości k »Jstóra dla nawierz­
chni oznaczonej jako ’’złe” wzgl. "b.złe" osiąga:

dla pojazdów nieobciążonych ok. 2,0 d̂o 2,4)
dla pojazdów obciążonych ok. 1,4 - 1f8 ędo 2,0)
Można przyjąć w przybliżeniu, że samochodu nieobcią-

żonego jest tale wielkie jak samo Sio du z pełnym ładun­
kiem, Obrazuje to rys.16.

Wpływ prędkości jest różny, ale dla większości pomiarów 
można wyraźnie wyznaczyć prędkość krytyczną przy osiągnięciu 
której współczynnik k^ nie rośnie. Prędkość ta odpowiada 
dominacji drgań pionowych nad' innymi formami drgań nadwozia, 
Problem ten wiąże się na mostach z współbrzmieniem rezonan­
sowym pojazdu i konstrukcji.

Y/pływ opon został omówiony wyżej. Zaznaczyć tutaj należy 
jedynie, że pojazdy o największym ciśnieniu w oponach pip, 
autobusy') wykazują b.wysoką wartość k nawet na dobrej na= 
wierzchni. Y/spółczynnik k -dla przyczep utrzymuje się' w po­
dobnym zakresie co dla sa$ochodów ciężarowych.

Dla nawierzchni znajdujących się w dobrym i bardzo dobrym 
stanie wartości k są znacznie niższe i wynoszą: dla samocho­
dów ciężarowych bez ładunku 1,3 do 1,8. Dla samochodów zakła­
dowych ok. 1,1 do 1,3. Y/skazują na to wyczerpujące badania 
niemieckie [39]. Zbierając powyższe uwagi można stwierdzić, 
że w niekorzystnych warunkach współczynnik k przekracza 
wartość 2,0. Oznacza to, że w takich przypadkach opona pojaz­
du traci kontakt z jezdnią (odskakuje od nawierzchni). Doty­
czy to jednak bardzo złych nawieizchni.

Zdecydowana większość pomiarów współczynnika k^ utrzymuje 
się między 1,5 a 1,8*®*'. Opona pozostaje tutaj w stałym kon­
takcie z jezdnią.

Dla ustalenia obciążenia mostu istotne jest nie tylko 
określenie wartości k ale również następnych impulsów P' _
P" ita.j które ze względu na tłumienie pojazdu związane““ 
slp5ależnością

p o  p' >  p"max max max

M Ŷ/g klasyfikacji profa Essersa [39],
Y/nioski powyższe pokrywają się również w zasadzie z wy- 
. nikami vezesniejszych pomiarów P.Łleistera [41] .
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p"
!’a wielkości k' - § k" - wpływ ma tłumienie

n stat
pojazdu, które jest zależne głównie odg

a) tarcia wewnętrznego pojazdu a zwłaszcza rodzaju lcon- 
strukcji nadwozia oraz stanu technicznego wozu,

b) wielkości i rozłożenia ładunku,
c) amortyzatorów.
Największe znaczenie dla tłumienia energii uderzenia mają 

amortyzatory. W nowoczesnych pojazdach są one tak dobrane, 
ś.by w ciągu jednego okresu drgania można było wytłumić na- 
wet 90,3 energii. Oznacza to, że amplitudy kolejnych następu­
jących po sobie okresów zmniejszają się 2-3-=krotnie.

Z drugiej strony wiadomo jednak, że amortyzatory tłumią 
b.szybko (wg Geifgata w ciągu 0,15 - 0,20 sek) drgania wy­
sokich częstości ^nieprzyjemne dla użytkowników pojazdu) 
natomiast drgania podstawowe o niewielkich przyspieszeniach 
są wytłumiane wolniej.

W każdym razie nie budzi wątpliwości stwierdzenie, że 
w ciągu 3 - 5 okresów drgania zanikają.

Analiza współzależności poszczególnych czynników wpływa­
jących na sumaryczną wartość tłumienia wykracza poza ramy 
niniejszych rozważań. Wystarczy jedynie stwierdzić, że war­
tość k (odpowiadająca współczynnikowi tłumienia k dla 
mostu wynosi

kt .  0,3 -  0 ,7  [36] [42]

Potwierdzają to pomiary autora. Przykładowe krzyv/e tłu­
mienia nadwozia dla omówionego poprzednio samochodu pomiaro­
wego Skoda-liberec przedstawiają rys.13a i 13b.

Kolejne amplitudy drgań pionowych w przybliżenius

ai 1£ . 2,0 
P a2 °»5

wobec tego logarytmiczny dekrement tłumienia

6 ~  1 2 a 0,6932 ~  0,70p n
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2.3e2® Obliczeniowe wyznaczanie współczynnika "kj'

Nad rachunkowym wyznaczaniem maksymalnego nacislcu pojazdu 
P przeprowadzono w ostatnim czasie szereg badań [43] [44] o 
^Opierając się na informacjach Wedemeyera [45] opracowane 

metody obliczenia znajmują się jednak tylko nierównościami 
periodycznie zmiennymi (falowymi) o regularnym łagodnym cha­
rakterze i o niewielkim stopniu nagłości uderzeniao 
V/ związku z tym w przeliczeniach dynamicznych mogą znaleźć 
jedynie bardzo ograniczone zastosowanie0

Z porównawczych przeliczeń Kloppela i Mopperta wynika'np0, 
że dla nierówności o wysokości 1 cm otrzymuje się dla pręd­
kości 50 km/godzo <= przyrost nacisku 34% (k - 1834)=>
Ponieważ nierówności progowe? z którymi mamy do czynienia 
w obliczeniu dynamicznym mostów są dużo większe t przyrost
siły P będzie oczywiście znacznie większy«, max
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Rozdział III

WSPÓŁPRACA DYNAMICZNA MOSTU I OBCIĄŻENIA

3.1. Uwagi o wpływie rozwiązania konstrukcyjnego na przeciąg 
żenie dynamiczne mostu

Na powstawnie sił dynamicznych w konstrukcji mostu przy 
przejeżdzie obciążenia, wpływa kilkadziesiąt czynników o 
różnym znaczeniu* Najważniejsze z nich dadzą się podzielić 
na trzy grupy§

a) wpływy regularne i periodycznie zmienne przy przejeź- 
dzie obciążenia przez most "idealny"* Zaliczamy tutajg 
efekt wjazdu (Timoszenki), efekt Ziramermanna ("odśrodkowy") 
oraz efekty działania parowozu,

4

b) wpływ niektórych czynników konstrukcyjnych na prze­
ciążenie dynamiczne (efekt "poprzecznicowy", efekt przegubów 
i in.),

c) nierówności nawierzchni i inne wpływy nieregularne 
przy obciążeniach samochodowych i szynowych*

Przeprowadzony podział ma charakter roboczy, gdyż ze 
względu na różnorodne aspekty każdego z wpływów i ich wza­
jemne powiązanie istnieje trudność ścisłego zaszeregowania.

Na temat pierwszej grupy przyczyn powodujących przeciąg 
żenie dynamiczne mostu istnieje dość obszerna literatura'”'', 
ale mimo to problem trudno uznać za wyczerpany* Ponieważ 
jednak wpływy te w mostach drogowych (zwłaszcza mniejszych) 
nie mają większego znaczenia - nie będą bliżej omawiane*

Natomiast istotny wpływ na naprężenia dynamiczne ma cha­
rakter konstrukcji ustroju nośnego, a zwłaszcza sposób pod­
parcia i połączenia z przyczółkiem*

* ostatnim czasie ogłoszono z tego zakresu prace (46][47]®
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wiadomo.j że przy przejeździe granicy dwóch ośrodków o 
różnej charakterystyce sprężystej (np. przyczółek - przęsło)
- efekt uderzeniowy jest wyraźnie wyczuwalny. To samo można 
w zasadzie powiedzieć o wszelkich załamaniach linii ugięcia 
nawet nie wiążących się ze zmianą sztywności dynamicznej kon­
strukcji (np, przeguh kluczowy sklepienia trójprzegubowego). 

Zjawisko to można ująć bardziej ogólnie w stwierdzeniu, 
że wszelkie rozwiązania konstrukcyjne, które dopuszczają do 
załamali toru środka ciężkości pojazdu, przyczyniają się do 
wzrostu naprężeń dynamicznych. Takie załamania toru mogą wy­
stąpić w zasadzie na podporach, na linii przegubów oraz na 
poprzecznicach.

Wolne od tych zjawisk są przepusty i inne konstrukcje z 
nadsypką, a niewielkie wartości efekty te osiągają w masyw­
nych mostach małych rozpiętości ęnp. płyty żelbetowe).

W mostach stalowych obciążenie użytkowe przenosi się na 
belki główne za pośrednictwem dźwigarów pomostu, tj. podłuż­
nie i poprzecznie. Te poprzecznice tworzą dla poruszającej 
się osi sztywne linie w stosunku do bardziej podatnych 
podłużnie. Punkt ciężkości masy pojazdu opisuje, na skutek 
tej zróżnicowanej podatności, linię falistą o licznych punk­
tach przecięcia i szybko zmieniającej się krzywiźnie ęrys,
20) co powoduje periodyczne wahania obciążenia podobnie 
jak we wspomnianym poprzednio efekcie parowozowym,

Pys» 20 . Schematyczne przedstawienie efektu nierównomierne j
podatności pomostu

Efekt nierównomiernej podatności pomostu występuje wyraź­
nie nie tylko przy obciążeniu parowozem, ale również przy 
innych rodzajach lokomotyw (spalinowe, elektryczne i in.
Swe maksymalne wartości osiąga 011 w mostach kratowych zna­
czniejszych rozpiętości. Jego wielkość zależy również od wy-
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rażenia (y. - y 
i poprzecznie, p

Omawiany efelct jest nieznaczny w mniejszych mostach stalo­
wych kolejowych. Natomiast w mostach drogowych zwłaszcza o 
konstrukcji masywnej, jest nie zauważalny, /

Y/artości liczbov/e wpływu nierównomiernej podatności pornos- 
tu [48] są w niekorzystnych przypadkach tego samego rzędu co 
efekt parowozowys a więc osiągają bardzo duże wartości,

Jak wspomnianos wszelkie nieciągłości konstrukcji powodu­
jące załamania linii ugięcia są powodem zakłóceń w ruchu po­
jazdu i tym samym przyczyna powiększania nacisków dynamicz­
nych, W mostach kolejowych już kąt między linią szyny z jed­
nej i drugiej strony nieciągłościwynoszący 20 - 30” powodu­
je - niezależnie od zmęczeniowego przeciążenia szyny - poważ­
ną nierównomiemość ruchu pojazdu, która (szczególnie przy 
pojazdach ze sztywną ramą względnie kotłem) daje znaczne 
zwiększenie wpływów dynamicznych,

Z licznych badań, a zwłaszcza z równoległych-ostatnio prze­
prowadź onych-badań AREA i A3CE [49] wynika wyraźnie, że mosty 
ciągłe przegubowe wykazują tak wielką podatność na drgania 
(przejawiającą się w szybkim przyroście amplitud i naprężeń 
dynamicznych), że nie nadają się do stosowania przy obciąże­
niach szynowych.

Poważny wpływ na wielkość naprężeń przy uwzględnieniu 
przeciążenia dynamicznego ma również podatność podpór mostu, 
Naprężenia w przęsłach opartych na wysokich palowych podpo­
rach ¡.filtrach) są znacznie mniejsze niż w przęsłach skraj­
nych tego mostu, opartych na sztywnych przyczółkach [50], 
¿¡postrzeżenie to dotyczy jednak w zasadzie mostów stalowych 
znaczniejszych długości, których pośrednie ażurowe podpory 

I posiadają znaczniejszą wysokość,
W mostach niniejszych, które są obiektem zainteresowania 

w niniejszej pracy ~ przyrost naprężeń na skutek podatności 
podpór może zostać pominięty.

3,2, Wpływ nierówności nawierzchni na z.iawiska dynamiczne 
w mostach

3,2,1, Omówienie

Nierówności nawierzchni na dojazdach i na moście są jedną 
z istotnych przyczyn zwiększenia wytężenia elementów konstruk­
cyjnych ustrGju nośnego mostów mniejszych rozpiętości.

)®1 oraz od sposobu połączenia podłużnie
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Ze względu na różnorodne przyczyny i warunki powstania 
(wady ułożenia, osiadanie nasypu między skrzydłami przyczół­
ków, wpływ eksploatacji, szkody górnicze itp.) - charakter 
i wielkość nierówności są różne i w związku z tym bardzo 
trudne jest znalezienie jednolitego kryterium klasyfikacyj­
nego tym bardziej, że nieprzydatne są tutaj Ltzw. współczyn­
niki nierówności (ustalone dla celów drogowych za pomocą po- 
miarów viagrafem). Y/spółczynniki nierówności stanowią infor- 
mację o stanie drogi ważną ze stanowiska użytkownika i świad- 
czą o rodzaju współpracy w układzie nawierzchnia *= pojazd, 
natomiast nas interesuje ukłód nawierzchnia ~ pojazd - most', 
gdzie pojazd jest jedynie pośrednikiem (przenośnikiem impulsów) ® 

Patrząc z tego stanowiska i uznając za kryterium podzia­
łu skutki działania nierówności nie na pojazd ana konstruk­
cję mostu - można <,dla celów roboczych) podzielić występu­
jące w rzeczywistości niejednorodności nawierzchni na trzy 
grupyg

a) nieregularne nierówności (ostre występy wzgl. zagłę= 
bienia) o mniejszych wymiarach, na które pojazdy ogu­
mione nie reagują® Efekt ruchu pojazdu o sztywnych 
obręczach da się tutaj zastąpić efektem spadku ciężaru 
z pewnej wysokości*.
Nierówności tej grupy ("spadkowe") działają na most 
przez pojazdy o stosunkowo małej wadze i prędkości 
(zaprzęgi konne) i dlaiego nie mają poważniejszego zna­
czenia (za wyjątkiem mostów na drogach podrzędnych) 
i nie będą w dalszym ciągu brane pod uwagę,

b) nierówności większych rozmiarów o bardziej regularnym 
charakterze (o łagodniejszych krawędziach). Przejazd 
pojazdu samochodcY/ego powoduje w tym przypadku powsta­
nie oscylacji (ruchu drgającego) którego następstYwem 
jest zmienność nacisków kół® Do tej grupy zaliczamy 
tzw® nierówności progowe, które występują bezpośrednio 
za murem tarczowym przyczółka, a spowodov/ane są \7 pier­
wszym rzędzie przez osiadanie nasypu.
Nierówności progowe są podstawową przyczyną przeciąże­
nia dynamicznego mniejszych mostów drogowych® Charak­
ter przybliżonego wykresu obciążenia w takim przypadku 
przedstawiony jest na rys.21,

c) na drogach o nawierzchni zagęszczonej przez walcowanie 
występują niekiedy dość płaskie nierÓYvności o podobnym 
profilu i charakterze® Ten typ niejednorodności na­
wierzchni (tzw® nierówności falowe) występuje tylko na
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dojazdach (a nie na samym moście) t ale winien być nie­
kiedy uwzględniony ze względu na możność pobudzenia 
pojazdu do'drgań o poważnej amplitudzie«

Z badań Wedemeyera [45] wynika,, że odstęp fal x wynosi oko­
ło 1,5 m, a zagłębienia h_ około 1 = 2  cm.

Schematy nierówności progowych i falowych przedstawione 
są na rys.22.

Wyżej przeprowadzony podział rozpatruje nierówności bio= 
rąc pod uwagę ruch środka ciężkości pojazdu. Nierówności 
grupy pierwszej i,"spadkowe") znoszone są w pojazdach samo­
chodowych przez działanie opon przy ewentualnym współdziała­
niu resorów^ tor'ruchu środka ciężkości ze względu na bez­
władność masy nadwozia nie ulega praktycznie zmianie. Nato­
miast nierówności grupy drugiej ("odśrodkowe”) i trzeciej 
<"falowe") wywołują pionowe ruchy środków mas sprowadzonych 
nadwozia. Oczywiście wielkość wychyleń zależy dla danego po­
jazdu od"prędkości. Natomiast charakter krzywej jaką zakre­
śla środek-ciężkości nadwozia jest od prędkości niezależny 
i może być aproksymowany sinusoidą. Wskazują na to wyraźnie 
doświadczenia nad charakterem zmienności nacisków [38].

v

Rys.2 1 Schemat "skaczącego" działania, pojazdu 
i charakteru wykresu obciążenia belki
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Z przedstawionego na rys015 przykładowego pomiaru widać, że 
przyjęcie zmiast sinusoidy innej krzywej (np0cykloidy) nie 
stanowiłoby lepszego przybliżenia do warunków rzeczywistych, 
a utrudniałoby rozwiązanie równania ruchu'belki0

nierówności 
„falowe*

Ryse22® Schematy nierówności progowych i falowych

Stwierdzić należy, żo dla każdego rodzaju nierówności 
istnieje taka prędkość ("krytyczna")» przy której tor "środ= 
ka" ciężkości pojazdu pozostaje poziomy, innymi słowy ta 
prędkość krytyczna charakteryzuje się prawie płynnym przej= 
ściem samochodu przez most®

Dla naszych celów współpraca dynamiczna nawierzchnia = 
obciążenie może być rozpatrywana przy założeniu nieodkształ- 
calności podłoża i niekonieczne jest uwzględnieni© jego 
współdrgania®
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3.2.2. Określenie rodza.iu 1 rozmiaru nierówności na pod- 
stawie pomiarów w terenie

Dla określenia rodzaju i wielkości nierówności nawierzch­
ni występujących na mostach i na dojazdach, przeprowadzone 
zostały pomiary w terenie .

Niezależnie od pomiarów na szeregu mostach rozrzuconych 
na Śląsku - przeprowadź ono systematyczne pomiary stanu na­
wierzchni na wszystkich mostach drogi Zabrze - Bytom oraz 
autostrady k.Gliwic na odcinku Maciejów - Taciszów. W sumie 
poddano obserwacji 83 mosty i wiadukty o rozpiętościach od 
7 dc 33 m, a szczegółowe pomiary objęły 34 obiekty.

Występowanie nierówności progowych obu typów \,rys.22) 
stwierdzono na 71 obiektach ytj. 85,5/j). Dokładniejsze wy­
niki pomiarów zestawione zostały w tabeli nr 7«

Podane w w/w tabeli głębokości, pomierzone zostały na osi 
głównych pasm ruchu. Występująca przy nierównościach bruzdo­
wych długość zagłębienia a » + a? była bardzo różna.
Kząd wielkości można określić na od kilkudziesięciu 8̂0 - 90) 
era do kilku „2 - 3) metrów. Mająca duży wpływ na siłę uderze­
nia wielkość a1 była bardziej regularna i wynosiła zazwyczaj 
od 0,40 do 1^2 m.

Zaznaczyć należy, że wyra.źny był wpływ rodzaju nawierz­
chni na charakter nierówności, a zwłaszcza nierówności pro­
gowych. Nawierzchnia kostkowa dawała nierówności o bardziej 
regularnym charakterze i łagodniejszych stokach.

Na rys.23a i b przedstawione są charakterystyczne dla obu 
rodzajów nierówności profile podłużne dwóch badanych mos­
tów.

Wymiary nierówności nawierzchni na moście (grupa "b1*) by­
ły różne i trudno jest ująć je w jakiś schemat. Można jednak 
ogólnie stwierdzić, że ich wielkość była zwykle mniejsza niż 
nierówności progowych.
Jeśli uwzględnimy ponadto ich położenie to można uznać, ż e t

a) podstawową przyczyną drgań pojazdu na moście są nie­
równości progowe,

b) drgania te odbywają się w zasadzie z częstością drgań 
swobodryeh, gdyż wpływ pozostałych nierówności (na

Pomiary przeprowadzone został;- przez zespół roboczy Zakła­
du Budowy Mostów Politechniki Śląskiej w latach 1959-61, 
w związku z określeniem stanu technicznego i nośności 
mostów.
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moście) można uznać za mniejszego rzędu® Zresztą jeśli 
pominiemy wyjątkowe uszkodzenia jezdni, to stwierdzić 
można, ż e maksymalne prawdopodobieństwo dodatkov/ego 
pobudzenia pojazdu występuje tylko w bezpośredniej blis° 
kości maksyma,lnego styku opony z nawierzchnią (punkty 
Ag B, C itd6 )s

Tabela nr 7

Pomiary nierówności

Typ
nierównoś­
ci

Ilość Głębokość nierówności [cm]

szto
£
ca=
łości

2 4 8 ponad 8
ilOŚĆ/  
____ 1/

ilość/
.. _ _ '/>

ilość/ 
. -/»

ilość / 
....  '/

bruzda
(rys®22a) 78 54,9 1 5 /  

/o, 6
39/
^27,5

16/
'ii,3

VX 5,6

uskok
(ryse22b) 53 37,4 16/

^11,3
24/
' t 6 , e

12 / 
X 8,5 V/ 0 , 7

nieregular­
ne 11 7 , 7

2 / 
/i»4 y2,1 ^3,5 VX 0,7

razem nie­
równości 
progOY/e

2x71 ■
• 142 100,0

' 2 3 , 3
66/
/46,4

33/
/23®3

10 /
/ 7*0

Mniejszy stosunkowo wpływ dynamiczny nierówności nawierz~ 
chni mostu w stosunku do nierówności na dojazdach wykazały 
również pomiary amerykańskie [51]®

Nierówności falowe występują na na,szych drogach rzadko® 
Charakter pobudzenia nie .różni się w ich przypadku od dzia= 
łania nierówności progowej z tym, że wpływ tłumienia jest 
inny®
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'3®2*3o Wpłrm nierówności na bier; no.iazdu na moście

Działanie nierówności na pojazd polega na pobudzeniu go 
do drgań® Z poprzednio zestawionych pomiarów stanu nawierz­
chni wynika, że bezpośrednio przed linią podparcia ustroju 
nośnego (na dojazdach) występują nierówności, które dają im­
puls znacznie silniejszy od tych, które mogą działać na po­
jazd przy przejeździe przez nieregulamości jezdni mostu® 
Wpływ normalnych nierówności „na samym pjpście można w przybli­
żeniu względnie przez odpowiednie ukształtowanie współczyn­
nika tłumienia pojazdu®

Wykazano poprzednio, że z punktu widzenia dynamiki mostu, 
najniekorzystniejsze będzie działanie pojazdu, u którego do­
minującą farmą drgań będą drgania pionowe yt j> gdy wszystkie 
elementy będą działały w fazie).

Obciążenie przejeżdża przez most z określoną - przyjmuje­
my' że stałą - prędkością, co wpływa na wielkość nacisków
Py (co zostało poprzednio omówione) oraz na ich odstęp 
(?yi®2l)® Ilość impulsów, jakie otrzymuje most jest zatem 
wielkością zmienną zależną od prędkości pojazdu®

Np® jeśli częstość drgali swobodnych pojazdu wyabsi ISO 
na minutę, to przy prędkości 30 km/godz na most 1 - 2 5  m 
przypadnie

25 ® 100 ® 60 _ . - ,
n s ' 30000 5 impulsów

a uwzględniając przesunięcia fazowe obciążenia do obliczeń 
przyjmiemy 4 impulsy® Odstęp działania maksymalnych nacisków 
wyniesie w tym przypadku ! ~ 5 m,

W mostach kolejowych (przy obciążeniu parowozowym) ilość 
impulsów jest zależna od ilości obrotów koła napędowego, a 
więc jest to wielkość zdeterminowana rozpiętością przęsła® 
Natomiast w mostach drogowych obroty kół nie tworzą impulsów 
i dlatego przy bardzo szybkim ruchu jest ich - na określonym 
przęśle - mniej niż przy ruchu wolnym. Obserwujemy jak gdy­
by "ucieczkę mostu" spod pojazdu.

Y/pływ prędkości na tłumienie może być pominięty® Za mały 
można również uznać pośredni wpływ prędkości na drgania po­
jazdów obciążających. Wyniki pomiarów wcześniejszych [13] 
zostały potwierdzone przez wspomniane wyżej badania na sa- 
mochodzie-polewacsbeSkoda o ciężarze b-tto 15,35 t, Erzy 
prędkościach 5 - 3 0  km/godz. okres drgań T.. (mierzony na 
ramie nadwozia) zmieniał się zaledwie w granicach 6 - 7/S
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i praktycznie pokrywał się z częstością pionowych drgań swo­
bodnych nadwozia»

Z przedstawionych powyżej pomiarów i rozważali można wysnuć 
istotne wnioski odnośnie różnic w pracy dynamicznej mostów 
różnych rozpiętości. Zastosowane poprzednio określenie "mos- 
ty mniejsze’' (por.1.l) dotyczy tak mostów o rozpiętości 5 m 
jak i 20 m a charakter zjawisk dynamicznych zmienia się 
w tym przedziale bardzo znacznie.

Wydaje się, że w bardzo małych mostach drogowych wpływ 
dynamiczny obciążenia ruchomego jest nieznaczny, co wynika 
z następujących głównych przyczyng

a) impulsy progowe nie powodują powiększenia naprężeń, 
gdyż progi są zwykle małe, a ponadto przy większych 
prędkościach pojazdów, pierwszy impuls przypada na 
końcu przęsła albo nawet za mostem,

b) mosty bardzo małe odznaczają się bardzo wysoką zdolnoś­
cią pochłaniania energii drgań. Znane są px*zypadki po- 
wierzchnia na takich obiektach nadzwyczaj wysokiego 
tłumienia (logarytmiczny dekrement tłumienia był pra° 
wie równy jedności).

Pewien wpływ ma również opóźnienie odkształcenia w stosun­
ku do działania siły.

Uwzględniając powyższe uwagi - rzeczywisty charakter wy­
kresu przeciążenia dynamicznego mostów drogowych ilustruje 
wykres (rys. 24 ).

Przedstawiony wykres charakteru zależności przeciążenia 
dynamicznego od rozpiętości dotyczy jedynie mostów drogowych. 
W mostach kolejowych = nawet w tych, których rozpiętość jest 
mniejsza od obwodu koła napędowego - faza działania obciąże­
nia dynamicznego może być tak dobrana, że maksimum impulsu 
przypadnie w środku rozpiętości.

3,3, Drgania belki most owe .i cod obciążeniem samochodowym

3.3,1. Działanie obciążenia na środek belki

W działaniu obciążenia samochodowego na most wydzielić 
możemy dwa elementy? ruch siły stałej i złożonej siły pulsu­
jącej tłumionej.
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Jeśli rozpatrywać będziemy pionowy ruch jakiegoś punktu 
belki o odciętej x , to czynnik pierwszy możemy określić wyra­
żeniem

P ™ 0? . A sin ¿ Ł  sin ̂  (3.1)stat 1 1

a 3 vt oznacza odległość aktualnego płożenia siły od lewej 
podpory. Dla x a 1/2 otrzymujemy sin a 1, wobec tego 
w połowie rozpiętości

C S  ■ *  t *  * <3-2>

Oczywiście wyrażenie dotyczy jedynie belek wolnopodpartych. 
Bardziej złożone schematy statyczne wymagają zastąpienia 
obciążenia rzeczywistego przez sumę obciążeń sinusoidalnych 
przy wykorzystaniu v/ięcej niż jednego wyrazu szeregu Fouriera.

Czynnik drugi - złożoną siłę pulsującą tłumioną przesuwa- 
jącą się po belce ze stałą prędkością można opisać równaniem

P, = S b  e " an^sin (nu»t + <p ) sin t ■ (3.3)dyn n n n u

Na siłę tą składają się różne formy drgań pojazdu, a w 
pierwszym rzędzie drgania nadwozia i osi. Jeśli jednak uwzglę­
dnimy różną wagę poszczególnych rodzajów drgali oraz fakt, że 
wartości składających się na B nie można doświadczalnie ani 
analitycznie wyznaczyć, a możliwe jest jedynie doświadczalne 
określenie wartości sumarycznej B (w formie współczynnika 
k ) - to możemy przyjąć n = 1 otrzymując

P, 3 Be”atsin { u i t + <p) sin t (3*4)dyn o 1

Wykres siły opisanej równaniem (3.4) przedstawia rys.25 
1,7obec tego schematyczny wykres sumarycznego nacisku na 

środek belki w czasie będzie następujący (rys.26)
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3.3.2. Związki między masa po.iazdu a masa układu 
pojazd - most

Jak wspomniano poprzednio, istotny wpływ na rodzaj i vH.el» 
kość drgali mostu wywiera czynnik charakteryzujący stosunek 
między sprowadzonymi masami obciążenia m i układu most - 
pojazd m., ^

m -m
* ^  0.5)Tn p . u

Dotychczasowe rozważania nad tym problemem miały charak­
ter zbyt ogólny i dlatego celowe jest określenie współczyn­
nika 9€ dla różnych rodzajów mostów drogowych/, oraz = w ce­
lu uzyskania danych porównawczych - również día mostów kole­
jowych. \

W grupie mostów drogowych3 rozpatrywano oddzielnie mosty 
stalowe, mosty żelbetowe i mosty sprężone.

Wśród mostów stalowych wzięto pod uwagę dwa rodzaje kon­
strukcji?

mosty z pomostem niezależnym,
mosty z żelbetową płytą współpracującą.

Mosty z żelbetową płytą współpracującą oakazły się nieco 
cięższe, ale w ogólności różnice były niewielkie i dlatego 
stalowe mosty drogowe potraktowano jako całość, wprowadzając 
średnie wartości ciężarów i wielkości pochodnych.

Jak widać z wykresu (rys.27) ciężary jednostkowe wolno 
rosły wraz z rozpiętością. I tak np. dla 1 = 10 m - g ~ 8,5 
t/mbf, a dla 1 s 30 m - g ~  9,5 t/mb.

W mostach żelbetowych do rozpiętości 1 = 8 - 9 m jako 
podstawę do obliczenia ciężarów przyjęto przekrój płytowy 
a powyżej miarodajne były już rozwiązania belkowe. Ciężary 
jednostkowe w zakresie rozpiętości 5 - 20 m zmieniały się 
od 10 do 20 t/mb. ęrys.28).

Mosty sprężone do rozpiętości 15 - 16 m przeliczano jako 
płytę pełną a powyżej jako ustrój żebrowany o przekroju po­
przecznym zmieniającym się z rozpiętością. W zakresie roz-

Dane wykresów zostały opracowane dla mostów drogowych 
stałej szerokości b a 7,0 + 2 x  1,25 s 9,5 m. Ciężar na­
wierzchni g a 350 kg/m^.
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piętości 10 - 25 m - ciężary jednostkowe zmieniały się od 
12 do 16 t/mb. (rys.29). Różnica ciężarów (w porównaniu do 
mostów żelbetowych) uwydatniała się korzystnie dopiero od 
rozpiętości kilkunastometrowych.

Y/e wszystkich przypadkach dane przeliczeń porównywane by­
ły z danymi z obiektów wykonanych.

Obliczenie ciężarów jednostkowych mostów kolejowych zosta­
ło dokonane wv oparciu o obiekty istniejące (jednotorowe) 
i obciążenie HC. Dla mostowy stalowych rozpatrzono oddzielnie 
nawierzchnie lekką ,10 obiektowy) oraz nawyierzchnię ciężką 
7 obiektowy). Wyniki przedstawia rys.31. Mosty betonowe po­
traktowano jako całość >,31 obiektów) żelbetowych, i sprężonych. 
Wykres ciężarów jednostkowych i wartości pochodnych przedsta­
wia rys.30.

We wszystkich przypadkach masę sprowadzoną mostu wyliczo­
no wv zależności m » Masę pojazdóy/ drogowych określa­
no dla niekorzystnego zaliżenia, że po obu pasmach ruchu 
przejeżdżają (zgodne wy fazie działania) dwa 15-tonow/e po­
jazdy.

Na wykresach dla mostów drogowych (,rys.27, 28 i 29) 
oprócz krzywych ciężarowy jednostkowych oraz mas sprowadzo­
nych mostu i obciążenia podano rówwnieź krzywą ilustrują­
cą zależność między masa sprowwadzoną nie dwyóch, a jednego 
pojazdu, a masą układu (co zdarza się najczęściej choć nie 
jest przypadkiem najbardziej niekorzystnym).

Różnice wy wwartościach. X  dla mostów drogowych i kolejo­
wych przedstawione są na rys.32. Z tego zbiorczego wykresu 
widać wyraźnie, że?

a) rząd wielkości y/spółczynnika " X  ” jest inny w mostach 
drogowych a inny wv mostach kolejowych. Np. dla mostowy dro­
gowych betonowych o rozpiętości 20 m - X  wynosi ok.10£$
a dla mostów kolejowych tej samej rozpiętości ok.5 razy wwlę- 
ce 3»

b) istnieją zakresy rozpiętości dla których wartości % są 
nieduże, co nasuwa przypuszczenie, że dla tych zakresów 
przyjęcie masy układu m s const nie wpłynie istotnie na 
wyliczone parametry drg&.

Nadzwyczaj trudno jest analitycznie ocenić wielkość błędu 
wynikowy obliczenia dynamicznego jako funkcji X  , Wiąże się 
to ze znanymi trudnościami rozwiązywania parametrycznego rów­
nania ruchu belki. Dlatego na podstawie analiz porównawvczych 
parametrowy drgań uzyskanych z pomiaru i obliczenia Iljasie- 
wicz przyjmuje, że jeśli masa obciążenia nie przekracza -jo - 
- 15/j masy mostu, to wpływ zmienności masy układu może być 
pominięty. Odpowyiada to wartościom X  = 0,14 - 0,20.
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Poglądy Iljasiewicza wymagają jeszcze weryfikacji, ale 
gdyby znalazły potwierdzenie, to dla mostów drogowych rozwią­
zanie równania ruchu ze współczynnikiem funkcyjnym przy "y" 
byłoby uzasadnione dopiero dla rozpiętościg

mosty betonowe 1 <  10 m
mosty stalowe 1 <  20 - 25 nu
Jednak również i dla tych niewielkich rozpiętości (zwłasz­

cza poniżej 10 - 12 m) problem wymaga dodatkowej analizy ze 
względu na specyfikę obciążenia (por»3«3o3/lIl)« V/ mostach 
kolejowych zmienność masy musiałaby być uwzględniona dla 
wszystkich rozpiętościo

3«3«3» Równania ruchu środka belki

Z przeprowadzonych poprzednie rozważań nad sposobem dzia- 
łania pojazdu oraz wpływem jego masy na sumaryczną masę 
układu - wynika niemożność jednolitego traktowania pod wzglę­
dem obliczenia dynamicznego nie tylko mostów kolejowych i 
drogowych, ale nawet różnych rodzajów mostów drogowycho

Ustalenie zakresów podobieństwa (tj„zakresów, wewnątrz 
których praca dynamiczna mostu drogowego może być opisana 
tym samym równaniem) musi być dokonane przy uwzględnieniug

a) wielkości mostu (rozpiętości),
b) rodzaju mostu i odpowiadającej wartości współczyn­

nika ,
c) niektórych czynnik ów konstrukcyjnych«
V/ oparciu o te kryterium można wydzielić trzy następują­

ce grupy mostówg

1« Mosty drogowe znacznie .i szych rozpiętości

Zaliczamy tutaj mosty powyżej orientacyjnej granicy 
1 ^  20 m (mosty betonowe; i 1 —  30 m (mosty stalowe;«
Dla tej grupy można zauważyć żeg

- współczynnik jest mały, co uzasadnia przyjęcie
m s const u

- tłumienie ustroju można pominąć
- waga czynnika Be°a sin ( u> t + <p) sin maleje wraz 

z rozpiętością wobec tego w mos8ach dużych może być on po­
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minięty. Jest rzeczą stwierdzoną, że przyczyną pulsacji są 
nie tylko nierówności nawierzchni, lecz również wszelkie za= 
łamania wzgl.silniejsze zmiany krzywizny linii ugięcia wystę­
pujące np. w mostach ciągłycho Ale maksymalne wielkości "B" 
występować będą w takim przypadku^w^pobliżu podpory, a ponie­
waż długość tłumienia czynnika Be sin ( cû t + <P) wynosi 
ok.20 - 25 m - jego wpływ także przy takich mostach możemy 
pominąć.

- istnieje jasność charakteru pracy statycznej i warunków 
podparcia.

W związku z tym drgania ustroju można opisać równaniem"

n^y + c y s A sin t (3.6)

Zwrócić jednak należy uwagę, że zbliżając się ku orientacyj­
nej granicy 1 ~  20 m - konieczne jest (zwłaszcza w mostach 
betonowych") uwzględnienie tłumienia konstrukcji (przynaj­
mniej przez wprowadzenie do lewej strony równania czynnika 
k . y).  ̂ 1

Rozwiązanie tego równania dla różnych rodzajów mostów 
jest znane od dawna. Szczegółową analizę przeprowadza m.in. 
Inglis [4] i Iljasiewicz [5].

II. Mosty mnie.iszych .rozpiętości

Rozpatrywać tutaj musimy oddzielnie mosty betonowe i mo­
sty stalowe?

Mosty betonowe (10 <  1 <  20 m)

W mostach tej grupy?
- współczynnik de nie przekracza 20c/j (nawet przy nieko­
rzystnym założeniu równoczesnego działania dwóch pojas-

W rozważaniach niniejszych pominięto zjawisko, o którym 
jak dotychczas bardzo mało wiemy tj. tzw. "tłumienie po­
zorne" czyli wymianę energii między pojazdem i mostem [53]. 
Być może, że w niektórych typach mostów ma ono poważne 
znaczenie.
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- konstrukcja tych mostów jest przeważnie belkowa a ponie­
waż stwierdzono eksperymentalnie [52], że dynamiczny 
rozkład obciążeń na moście pokrywa się - co do swego 
charakteru - ze statycznym, więc (mimo silnych zazwy­
czaj stężeń poprzecznych; - można zastosować schemat 
dynamiczny belki,

- warunki podparcia są dość jednolite,
= wpływ tłumionej pulsacji pojazdu rośnie wraz ze zmniej­
szaniem się rozpiętości i nie może być pominięty«

Wobec tego charakter drgań ustroju wystarczająco dokładnie 
opisuje równanies

muy + k y + c y s [.A.+Be“atsin ( ayt + sin t (3.?)

w którym m^ s const.
Ponieważ wpływ tłumionej pulsacji pojazdu na drgania mostu 
drogowego dotychczas nie był rozpatrywany - równanie to bę­
dzie omówione w dalszym ciągu pracy (p.3.3>4).

Mosty stalowe 1̂0 < 1  <  30 m)

Mosty te różnią się od poprzednio omówionych mniejszych 
mostów betonowych tym, że współczynnik de przybiera znacz­
niejsze wartości (rys.27)« Wobec tego wpływ zmienności masy 
układu musi być uwzględniony, co prowadzi do parametrycznej 
formy równania ruchu:

/ 2 & v \y [mm + m^ein -y- U  + ky + cy =

s [a + Be a^sin (tut + (fi)J sin —~  t (3.3)

Uwagi o rozwiązaniu tego równania zostaną przedstawione 
v/ p ® 3«3 © 5 ©

III. Mosty betonowe bardzo małych rozpiętości (dla I^10-I2m)

Dla mostów tej grupy - poprzednio przedstawiony schemat 
obliczenia dynamicznego jest niezadowalający, gdyż mosty te 
są inaczej obciążone niż obiekty większych rozpiętości.
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Jeśli bowiem rozpatrujemy najniekorzystniejsze działanie 
pojazdu, to » ze względu na wpływ nierówności progowych - 
może być ono w zasadzie zastąpione przez jeden impuls®
Przy określaniu parametrów decydujących o pracy dynamicznej 
takiego bardzo małego mostu w stosunku,.do mostów większych, 
konieczne jest uwzględnienie szeregu odrębności, które mogą 
mieć istotny wpływ na rezultaty obliczenia®
A więc => w pierwszym rzędzie ■= można zauważyć, że przy ma- 
łych rozpiętościach okres drgań nadwozia samochodu jest du­
ży w porównaniu do okresu drgań mostu i wobec tego masa nad« 
resorowa części pojazdu nie może odpowiednio reagować na 
szybkie zmiany ugięcia resorów i wychylenia ustroju nośnego 
wywołane impulsem® Dlatego też przy analizie wpływu uderze­
nia należy brać pod uwagę jedynie masę samego ustroju noś­
nego, gdyż wpływ masy podresorowej pojazdu jest minimalny® 
ponadto obliczając tę masę układu musimy brać pod uwagę, że 
warunki podparcia konstrukcji nośnej nie dadzą się przy tych 
rozpiętościach jednoznacznie określić® W każdym razie tylko 
w wyjątkowych przypadkach można mówić o swobodnym podparciu,

Rys®33 ®1 Impulsowe działanie obciążenia samochodowego 
- na mały most

77



gdyż v/ kierunku częściowego utwierdzenia działa zarówno brak
łożysk jak i ciągłość nawierzchnio
Pionowa sztywność mostu "c" winna być określona z uwzględnie­
niem faktu, że konstrukcja omawianych mostów jest z reguły 
płytowa (mostów stalowych tej rozpiętości wykonuje się mało),
a stosunek boków —  ̂  1.

Charakter impulsu ~ mający duży wpływ na wielkość pierw­
szego wychylenia =* przedstawiony jest -orientacyjnie dla 
najniekorzystniejszego układu obciążeń na rys«33 dla nastę­
pujących parametrów ustroju 1 s 10 m§ T m 2 Hz§ V = 
s 10 m/sęk® ^

Problemem ruchu układu drgającego pód działaniem impulsów/ 
Zajmowało się szereg autorów, a w szczególności J.M.Rabino- 
wicz, A9 P©Pilippow/ i 3.Ziemba© Mimo tego działanie impulsu 
na most mały = w podanym wyżej ujęciu-wymaga dalszej analizy0

3.3 «>4® Rozwiązanie rów/nania ruchu belki charakterystycz­
nego dla mostow mnie .i szych betońov/ych 
JO <  1 <  20 - 25 m) i

Wychodząc z rów/nania 3 «7», rozkładając iloczyn sinusów/ 
na sumę cosinusów oraz przyjmując oznaczenia?

A    ̂  ̂ ^“  s A§ —  cos (p m Bs — ■ sin p  ^  Cs co. ~ —r— §m 9 m y 9 m r 9 1 1 9

Óly J i y%  + _  „  ^  %  „  _  s  ^

otrzymamy?

•• k  • C "T . r r  - a t  r . , Wy + ~ y  + — y = A  s m  o^t + Be (cos cu^ t - cos o^t; +

+ Ce'“'3-1' (sin a/̂ t - sin cc/ t) (3®9)
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Rozwiązując metodą operatorową otrzymamys

L(y) - Y(s) 

s2 Y(s) + “  s y(s) + ~  Y(s) -

t W 1 ~ s + a  ^ s + a A ”“■"'■"5 + B j <= B *“*■ ~~y 2 +
s +w~ (s+a)~+<Â  (s+a) +^2

+ c
(s+ a )2+w2 (s+ a )2 - ' 2

 ̂ u . Cw -B(s+a)
Y( s )  [s  + “  s + f ]  = A ~~2~~2 + y? 2 +

s +w1 (s+a; +u>2

B(s+a)*- Cw
+ —  \2 " 2(s+a.; +

2 k  c  r , n2 2 , ks + —  s+. —  3 ( s + - b ;  +• w. j b s ^ s T “m m 4 2m

£  2..._mc - kCO. s4 2 m

A oj C w - B (s + a)
A ° ) -  , ,  „ r , 1  2-------------------(s2+i^) [(s+b)2+i| ] [(s+b)2+Jj ][(s+a)2+w2]

B (s +s a) - C oj
J .  cmn-n—W -mu , n  m — n - 1 — W  i n i  r- i m i b.« ! !  j ia n i r u T O

[(s+b )2+w2 j [(s+a )2+ojl]

A1 s + B1 A2 s + B2

(s2+w2 ) . [(s+b)2+w2 )] (s+b)2+w^ S2 + «J2
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a po wprowadzeniu dodatkowych oznaczę®:

2~ ^2P « yp^ + P2§ y -  - stn ^ 5  —  ■ COS f 1
\

Q - y ?3 + ^  - sin f y  ^  - cos ^

R « \/p̂  + PgS - Sin f>2* g^ - cos cp2

S - \/p| + Pq 8 s sin <jy gŁ s cos ̂

y(t) - P sin (wnt + f 1 / + Q e°bt sin (t̂ t + fy) +

+ e“at R sin (w2t + f?) + S sin (i^t + (3 = 9)

W równaniu tym a a 0Ją jest częstością tłumi o=
nych drgań swobodnych mostu

, Ł 2 » b2
9  r/i

gdzie



Pierwszy składnik rozwiązania (3.11) obrazuje wychylenie 
statyczne środka belki, a drugi - drgania swobodne tłumio- 
ne ) z pierwotną anplitudą Q, na którą wpływają zarówno pa­
rametry od obciążenia A sin c u . t jak i od obciążenia pulsu­
jącego.

Pozostałe dwa składniki o częstościach, co i cu związane 
są z działaniem pulsacyjnego składnika prawej strony równa­
nia (3.7). •

Chcąc wyodrębnić rozwiązania dla poszczególnych części 
prawej strony równania (3.7) wystarczy z rozwiązania (3.11) 
wyeliminować wyrazy związane z pomijanym składnikiem.

t
Np. dla równania

2y + 2by + cu y s A sin o^t 

rozwiązanie ma znaną postać

y (t) a Psin ( a^t + f ^ )  + O^e^sin ( a^t + <p^)

gdzie P nie zmienia się w stosunku do równania (3.7) i wy­
nosi

P - \ j l 2 { Ą  <Ą + B p

a ma. postać

«1 ■ \ IaS R  A + - j

Si / ,  ,W obliczeniach dynamicznych mostów, a zv/łaszcza mniejszych 
mostów drogowych - inaczej niż w większości pozostałych 
konstrukcji budowlanych - interesują ras stany nieustalone, 
tzn^stany przed stłumieniem drgań swobodnych. Czynnik 
Qe sin co.t nie może zatem zostać pominięty, gdyż anali­
za nasza dotyczy małych wartości t ^czas przejazdu obcią­
żenia jest krótki).
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Do równania

czynniki związane ze stałymi R i S nie zmieniają się w sto~ 
sunku równania pełnego, a ulegnie zmianie jedynie wielkość Q.

Wychodząc z wyrażeń na energię potencjalną i kinetyczny 
elementów -układu pojazd - most - z pomocą równań Iagrange a 
- prof. J.Haleszkiewicz [8] [53] wyprowadził ścisłe równa­
nie ruchu dla belki bez tłumienia przy sile A przesuwającej 
się z prędkością v.

Uwzględniając składnik reprezentujący tłumioną pulsacię 
pojazdu i tłumienie belki, a pomijając tłumienie pozorne 
otrzymamy z tego równania - równania 3.8.

(m + m sin^ t)y + ky + c y = A  sin t +' m p 1 ° J J 1

Wprowadzamy zmienne niemianowane 'S , 'C z zależnościg

3.3.5. Przybliżone rozwiązanie równania ruchu belki cha­
rakterystycznego dla mniejszych mostów stalowych 
10 <  1 <30 m

+ Be“ausin ( o^t + ( f ) sin t (3.8)

y -  15

oraz oznaczenia§

k )Zob. odnośnik na str. 75.
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Wobec tego równanie przybierze postaćs

y  T 1 «= cos 2“  m + m --------------1 m p J I + kvi + c lś

c—*Q, “ T" / 1 \s A sin^r + Be v sin ( co^ + (p) 0 sinJ£2T (3o8a)

a po przemnożeniu przez
v m

'2 mm
m 1 «= cos 23 1* 1

2 k i 1C . 2cl ■ u
m v 2 2p v m

y p

21
v in

sin 31% + B
y  m

.Jeżeli wprowadzimy bezwymiarowe współczynniki s

2 msn
m

2 kol.
>2 " m“ “T “P

2 cl 5 - 2
V ffi

2A1
2v m

2B1 
v m
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tog

(p1 + 1 - cos 2M t  )| + P2 i + p^l - P4 sinj«r +

=9i -i
+ pc e v sin ( w  Ą — t  + f ' )  s l n S T ’ (3.8b)5 i v

\

Zastosowanie metody Galerkina do uzyskania przybliżonego 
rozwiązania tego równania nie dało pozytywnych rezultatów, 
gdyż uzyskujemy wtedy niesłychanie zawikłany układ czterech 
równań a ponadto nie jesteśmy w stanie oszacować wielkości 
błędu przy sumowaniu rozwiązali częściowych® Dlatego też za~ 
stosowano metodę "kroczków uśrednionych" wykorzystując drogę 
utorowaną przez prof® J .Naleli zkiewicza [54].

Warunki początkoweg

t  = Oj Ś  (o) s 0§ i(o) s 0
i

Obliczamy wartości Jtj ..... oraz .....
wg schematu

jr . r±+1 - t.±

4 + 1 ” i ± + i M  (3.1 2)

4i+i ” -*i + V r + 4 LŁ r L

zaś s

J'i - S ± ( s t , $± , \ )

Wartości w równaniu o stałych współczynnikach mogłyby być 
w ten sposób wyliczone. Ale w przypadku równania o zmiennych 
współczynnikach, błąd spowodowany zmiennością współczynników 
w czasie może być znaczny i dlatego wyliczamy współczynniki 
uśrednione w obrębie AT  przez całkowanie w granicach 

Ti  “ ^ +i i podzielenie wyniku przez AT .
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Współczynnik przy uśredniony dla podziału ma postać

*x+1
1 / V~  / vP-j + 1 — cos 2 A f  j di -

dla n ustalonego; <■ + a^,

«7 dalszym ciągu; ^i s p2* ^i 3 p3
T. .

/i+ 1

Di = T T  / p4 sin **r dir =
%

n r  &  ■ &  i . * \ 1= p4 F T ° 3 ~  1 - cos ~

D. = p. . d. . „ i 4 x, x+1 
l . .”x+1/x+i l ,r-a ~ ‘<t

P5 e v sin ( ot, —t  + <p) s i n J t T  d t

*L
2i * ?5{ «K sin [»“ • {i+1) + - sin i + +

+ n L [sin (i+1) + P 2 ) -  sin i + ^2)]J
ar.ie

b = - a - v

c = o» —1 V

1 fr sin# - ic + ¿ 1) cos+>
q1 s 2 .2 %2 b + [,c+Jt)
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1 b cos^ + (c-t-Jg) si\\<P
~  . 2  ' ^yb + {c + J i)q2 ” 2 ,2 . / _ \2

JL ̂  sin ̂  ° (c- J l) cos (g
^  2 b2 + (c~ J l ) 2

1 b cos (fi + (c ~ m ) sinff
q4 S 2 2 / ^ \ 2  b + \,® - s i  )

K = V q 1 + q2 1 L  ̂ V q3 + q4

q2 q4tg r  - = S '1 4-]  ̂ 4̂

ostatecznie§

Si - p5 (K ei’ 1+1 + L Si, i+1)

przy czymś

ei. i+i= n [sin ' ^ r (i+1) + V  - sin ^ ł + ’V ]

*i i+1 n[sin (~f- (i+1) + r2) - sin i ~ “  i + TK,)]

Wobec tego nasze równanie z uśrednionymi współczynnikami 
przyjmie postać

A J  + B±i + C S - Di + E

A.S » D . + S . - C . S  - B ±S

D. + I. 0. B. B. i i i i fe fe
I. “ I. " I. 5 “ A. 5 1 1 1 1
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Wstawiając do równań

\ +i
•• A T 2

i ± + § ± a v  + h ± ■%-

^i+1

otrzymamy

i+1 J. + i.JT +i i
D.+E. C. B. .1 .^2i l i C- l A I A c

T. “  I .  “  I .  2i  l  l  J

i+1

D. + E. C. B. .X x X fr x e
~ r  JiX X  X

+ i.X

i ostatecznie po uporządkowaniu?

5i+Ei _ ^ £ !  u  
^i+1 s ' 1 ~  2 + ~ A. 2 ' -̂ i + (^ “ TT 2 i

D.+E. 
5 i+1 X,

C B
* <1 - T a t  )j iX X

Równania końcowe pozwalają nam - po uprzednim wyliczeniu 
wartości A^, B̂ , C^, D^, E^ dla poszczególnych wartości
wyjściowych i przedziałów - wyznaczyć przebieg funkcji J . 
Trudność polega na konieczności uwzględnienia znacznej iloś* 
ci przedziałów (100 - 300) ze względu na nieregularność 
krzywej wychylenia środka belki, wyliczenia te wykonywane 
przy pomocy maszyn elektronowych dla konkretnych obiektów
są w toku.

3.3.6. Określenie wielkości ymotolenfa belki

Rozwiązanie równań ruchu belki należy uważać za etap po­
średni na drodze do określania maksymalnych wielkości suma­
rycznych wychyleń, które są podstawą wyznaczania przeciąże­
nia dynamicznego belki.
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Na te sumaryczne wielkości wychyleń wpływają w pierwszym 
rzędzie częstości drgali swobodnych układu most = obciążenie 
aj oraz oscylacji pionowej pojazdu c o Wpływ ma także prze­
sunięcie fazy działania cuq i co^ - f  .

Tłumienie pojazdu można uznać za stałe, gdyż dla samocho- 
dów tego samego rodzaju przybiera ono wartości podobne.

Wstępem do rozpatrzenia warunków występowania znacznych 
wychyleń belki powinno być zbadanie możliwości wystąpienia 
zjawisk typu rezonansowego.

Rezonans ~ i związane z nim niebezpieczeństwo nieograni­
czonego narastania drgali - może wystąpić jedynie wtedy, je­
śli spełniony jest warunek

n —  s 1 n s 1, 2, 3 . • •
o

Oznacza on, że częstość działania siły wymuszającej odpo~ 
wiada częstości drgali swobodnych sprężonego układu pojazd - 
most. Ustalmy zatem w pierwszym rzędzie charakter zmienności 
częstości drgali swobodnych układu w czasie.
Dla mostów kolejowych podaje tą zależność rys.34a» a dla mos­
tów drogowych rys.34b.
Np. dla mostu betonowego o rozpiętości 20 m przy prędkości 
przejazdu obciążenia V a 36 km/godz. odcinek t2 wynosi zwy­
kle ok.60 sek a odcinki t. i t. ~  2 sek. Na odcinku t2 most 
jest na całej długości pokryty przez przejeżdżający pociąg 
i wtedy właśnie może wystąpić rezonans. W mostach większych 
rozpiętości odcinki t̂  i t wydłużają się, a krzywa zmiany 
"n" staje się bardziej płaska. W takich przypadkach może i 
na odcinkach zakrzywionych (t̂  i t ) wystąpić rezonans jeśli 
zmiana częstości siły wymuszającej następuje tak jak zmiana 
częstości "n" układu (zmiana prędkości pociągu). W mostach 
mniejszych i średnich rozpiętości można możliwość tę pominąć.

W mostach drogowych, charakter wykresu n-t jest inny, co 
wynika z trudności zastąpienia sił skupionych przez obciąże­
nie ciągłe oraz braku odcinka t (ze względu na zwykle małą 
długość pojazdu w stosunku do mostu).

Aby wystąpiły wychylenia charakteru rezonansowego oprócz 
warunków wspomnianych poprzednio muszą być spełnione warunki 
dodatkowe g

a) siła wymuszająca działa odpowiednio długo (tj.odcinek 
t duży). Ma to miejsce np. przy przejeździe długiego 
pociągu zestawionego z takich samych wagonów przez 
krótki most,
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b) obiekt en małe tłumienie (np. most stalowy większej 
rozpiętości).

Aby nastąpiło nieograniczone narastanie amplitud drgań 
- powinny być w zasadzie spełnione oba te warunki. W prakty­
ce jest to jednak niemożliwe, gdyż są one w znacznym stopniu 
sprzeczne.

n0 - częstość drgań mostu 
nieobciqżonego

n, - częstość drgań swob. 
mostu obciążonego

Rys .34.' Charakter zmienności częstości drgań swobodnych 
układu pojazd - most2 a) mosty kolejowe, h) mosty drogowe

Brzejazd długiego rytmicznie działającego pociągu przez 
most znacznej rozpiętości może nie wywołać rezonansu ze 
■względu na stałą zmianę masy sumarycznej i związaną z tym 
zmianą częstości drgań uli ładu. Uwzględnienie nieliniowego 
charakteru zmienności masy układu dodatkowo komplikuje tutaj
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charakter zmiany częstości drgań mostu i może w jeszcze po­
ważniejszym stopniu zmniejszyć odcinek, na którym są warunki 
wystąpienia rezonansu.

Pomijając pewne specjalne problemy, które wykraczają poza 
ramy niniejszych rozważali (np. dynamikę mostów wiszących) 
można z dużą dozą prawdopodobieństwa - nawet bez dokładnej 
analizy matematycznej - w oparciu o powyższe rozumowania 
postawić tezę, żej

a) rezonansowe narastanie wychyleń belki nie może wystą­
pić v/ mostach drogowych (z wyjątkiem - być może - bar­
dzo specjalnych przypadków jak np. przejazd kolumny 
czołgów itp.),

b) w mostach kolejowych konieczna jest dokładna analiza 
matematyczna drgań mostów małych o małym tłumieniu 
¡.stalowych) oraz wszystkich mostów średnich i dużych 
rozpiętości.

Ale jeśli nawet w mostach drogowych nie grozi rezonans, 
to jednak konieczne jest określenie maksymalnych wychyleń 
belki.
Np. wartość tą jako ekstremum obwiedni wykresu drgań wyzna­
czał dla niektórych przypadków obciążenia mostóv/ kolejowych 
S.Iljasiewicz [5] a rozwinął problem J.Kaziej [9].

V/ mostach drogowych ze względu na zawikłany charakter 
prawej strony równania (3.?) w związku z tłumieniem siły wy­
muszającej i niewielką ilością cykli działania obciążenia - 
problem jest bardziej złożonyAVyznaczenie sumarycznego wychy­
lenia belki jest tutaj możliwe jedynie dla nielicznych przy­
padków/ i przy zastosow/aniu założeń upraszczających.
Np. wychodząc z rozwiązania równania (3.7«) i przyjmując, że 
wychylenie sumaryczne będzie sumą wychyleń składowych, trze­
ba rozpatrzyć jako główny czynnik funkcję

y.,(t) = e~a1R sin ( u >21 + <fi2 ) + 5 sin ( a; t + (ft^)

Wprowadzając oznaczenia?

_ _ . R + Sa1 + b1 = R czyłx a  ̂= £

& - b1 a S czyli b1 = R'
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mamy

R sin ( cu^t + p  + S sin ( cu^t + p ^ )  e

s (a1 + b1) sin ■( a^t + ̂ )  + (a1 = b1) sin ( oyt + p ^ )  m

s* sin ( a^t + ^?) + sin ( + p ^ )  +

+ b1 sin { t + p 2 ) » sin ( a^t + «

a; + a; ^ a/«- w, ^
i ^ s i n  0  r "g ‘ ')  *  +  ' n i 2    ̂ c o s  (  ‘"" ' 2' *  +  " 2 '  +2a.

^2= ̂ 3 P , ^ 2+ ̂ 3 î2+ ̂ 3
+ 2b^sin *v"~2—  + — ‘ g ' ) cos (— **2—  t + — : ̂  ) 

Oznaczenia?

2" ( W2 *** ^ 3) f l A.j | 2 ( <̂ 2 ^  A g

A., <  a2

*1 *1
2 ( ^ 2 “ 9 ^  B ^5 * 2 ^ 2  + ^3* " ^6

R 3in ( ¿u2t + p n) + S sin ( 0/3! + p ^ ) a

S (r+s) sin ( Agt + ^g) cos ( A-jt + ^ 3) +

+ (R~S) sin ( A.jt + ^ ) cos ( Agt + p &) (3.13)

Jest to suma dwóch sinuśoid modulowanych o częstotliwości 
nośnej Ag i modulującej Â  ( A^ <  Ag)«

t
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Obwiednie tych sinusoid są odpowiedniog

(R+S) cos ( + <p ) i (R-S) sin ( ̂

Obwiednia sumy będzie w przybliżeniu sumą obwiedni

h1 (t) > (R+S) cos ( A.,t + + (R+s) sin ( A^t + (p ^) -

» \|(R+s)2 + (R~s)2 sin ( A.,t + ^7) - 

■ V£ ̂ R 2+S2 sin ( A.,t+ ̂ 7)

przy czymś

R + S+ arc tg

W ten sposób zagadnienie zostało sprowadzone do znalezie­
nia maksimum funkcjig

h(t) o e*"0’1' ^2 (R2 + S2) sin ( A^t + (3d4)

h(t) > e"at ̂ 2 (R2+R2) - a sin ( Ant + ^ ?) +

+ cos ( A^t + ^7) s 0

a sin ( A^t + a A^ cos ( A^t + <fi^)

Ai
tg ( A^t + p 7 ) - pp*
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A t  + /  = arc tg1 r l  

*o - ~ k ;  (ar0 tE a

a

i - (fi7 ) (3.15)

Wobec tego

lt Vs (R2 + S2) sin ( A 1tQ + ^ 7)h = e max

A ponieważ
JCv1 t S 1 / J l v  , \

^  = -  (o;2 - 0/3 ) = 2 > "o + T "  “ %  + *T" '

2 ¡£t
1 = 1

Ostatecznie

-ath = e max o^2 (li2 + B2 ) sin (— • tQ + (fi^) (3.16)

Czynnik związany z drganiami swobodnym^elki daje nam 
wychylenie w czasie t nie większe jak Qe o.

./obec tego sumaryczne wychylenie, (pomijając pierwszy 
czynnik równania (3,11) będzie w każdym razie mniejsze niż

h = e"at° \Ł (R2 + 3“) sin (— • tQ + + Qe“Dl/o (3.17)
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Załącznik

NIEKTÓRE SPOSOBY OKREŚLANIA WIELKOŚCI LICZBOWYCH 
WYCHYLENIA DYNAMICZNEGO MOSTÓW

Metoda bezpośrednia w oparciu o rozwiązanie równania i3..7)

Określenie liczbowych wartości wychyleń na podstav/ie wy= 
prowadzonych zależności jest dość pracochłonne i nastręcza 
liczne możliwości pomyłek, co wynika *» w pierwszym rzędzie 
ze złożonej struktury wzorów na stałe P, Q, R i Se Jednak . 
przy odpowiednim stabelaryzowaniu pracy i wprowadzeniu pew- 
nych uproszczeń możliwe jest wykonanie obliczenia dynamiczne- 
go mostu w ciągu 1 0 - 1 4  godzin*,

Przykład liczbowy

(Most stalowy wg tabeli nr 3 poz.4)
Danes 1 - 20,35 m§ b « p « 0,11 $ a - 1,7

A a 15 tj B s  10 t (kjn s< 0,67)$ V s 36 km/godz = 10m/seł
1Częstość wymuszania 2 Hzg coQ =» 12,48
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D3a wymuszenia siłą A sin co^t otrzymujemy

P -  y i’2 {kZ2 iĄ + B 22 ) . ^1»512[(->1,7.10“7.1,57)2+(7,6.10“4^

0

3f ^ 1 3 1 , 8  .  1 0 “ 8 »  1 1 , 4 8  o 10~ 4m «  1,143  mm 

-  = \ a2 co2 A2 + “  (B2 - b . A1 )2 ■
V w4

= 1,51 7, 6 . 10"4 « 0,496 . 10"4m o 0,0496 mm

Stosunek

2l 0-0496 1
P " 1,143 S 23,1

Odpowiedni wykres przedstawiony jest na rys<>35o
3/6 )Dla sprawdzenia wykorzystamy rozważania S»I1 jasiewicza , 

który drgania belki pod rozpatrywanym obciążeniem (pomija­
jąc tłumienie mostu) określa równaniems

A / ^1 \y s  .   (sin a) t - —  sin a ) t;
c - mcu1 4

względnie
A / . ^1 . ^4 ny  J (sin -5-  - — • sin

c ■= m 4

por, ca str, 62. i. nast.
*
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Po wstawieniu wartości liczbowych z naszego przykładu dla 
1x s r; s 10,17 m otrzymamy g

■ 0,00114 (1 - 0,0432 sin 36°) ■ 0,001114 m ■ 1,114 mm

Amplituda drgań swobodnych oscylujących wokół linii wpły­
wowej ugięcia statycznego Q1

Q „ — -J.. o,00114 . 0,0000494 - 0,0494 mm
c - " 4  J b tJ

h .  0.0494 1
P s 1,114 " 22,5

Dla wymuszenia pełną siłą opisaną prawą stroną równania 
(3.7) otrzymamy

P (jak poprzednio) s 1,116 mm

Q - 10“4 (=3,56)2 + (-1,29)2 - 3,79 . 10H  

s 0,000379 m s 0,379 mm

o ^ ^  j l
p " 1,143 ~ 3 ,1

R ■ 10~4 (-1,95)2 + (“0,54)2 = 2,02 . 10"4 . 0,202 mm

3 B 10“4 (0,164)2 + (2,43 )2 - 5,93 . 10~4 . 0,243 mm

Wykres drgań środka belki przy uwzględnieniu faz przesunię­
cia cp przedstawia wykres (rys.36;
Dla moStu żelbetowego (wg tabeli nr 2 poz.10) przy zachowa­
niu tych samych parametrów sił wymuszających odpowiedni wy- 
kres sumarycznych wychyleń ma postaćs

1 0 6
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Wyznaczanie wykresu drgań belki przy pomocy elektrycznego 
układu analogowego

Bezpośrednie wyliczenie wychyleń belki jest uciążliwe i 
dlatego wykonano próbę określenia szukanych wielkości przy 
pomocy układu analogowego, w którym belka mostowa zastąpić- 
.piona jest przez elektryczny układ szeregowy zawierający 
opói’ Ii, indukcyjność -,L; i pojemność (c) (rys.38).

-TJULTLrL W W F -

rejestracja

Rys.38. Układ szeregowy (RLC)

Analogia opiera się na podobieństwie równań różniczkowych 
układu elektrycznego RLC i belki mostowej (dla m « const).
W postaci operatorowej dla układu RLC mamyg

E (p) ■ I (p) (R + pl + “ £■)

Spadek napięcia na kondensatorze

Uc (p) = J (p) stąd J (p) = pC Uc (p)

Wobec tego

2 (p) - U (p) (pRC + p2 LC + 1)

a dla belki

F (t>) ,, / \ /m 2 k „ nng s Y (p M “ P + -  p + 1 )
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W równaniach tych występują następujące analogies

E ~ - s LC ~  a  a RC ~  § U ~  Yc 9 c 9 c 9 c

Siła elektromotoryczna E(t) modelująca prawą stronę równania 
(3o?) (dla cp m 0) uzyskiwana jest z układu przedstawionego 
na rySo39o
Spadek napięcia (u ) na kondensatorze odpowiadający wychyle­
niu belki y jest rejestrowany na jednokanałowym aparacie 
Briel-kiaer.
Otrzymane wykresy dla mostu stalowego o danych wg poprzednie- 
go przeliczenia przedstawione są niżej® Rys o 4-Oa ilustruje wy­
chylenia belki pod działaniem siły A sin co-jt8 a rys®40h 
wychylenia sumaryczne pod. działaniem siły przedstawionej w 
prawej stronie równanie (3®7)o
Powyższe wykresy co do swego charakteru są zgodne z wynikami 
obliczeń wykonanych poprzednio® Potwierdzają one w pełni mo­
żliwość wykorzystania analogii elektrycznych do rozwiązy­
wania układów statycznych®

Rozbieżności* jakie wynikły w określeniu liczbowej war­
tości wychylenia są rezultatem pewnych uproszczeń przy budo­
wie schematu analogowego i niedokładności jego elementów 
składowych®

Również maszyny cyfrowe mogą być z powodzeniem wykorzysta­
ne do rozwiązywania tego typu zagadnień®
Oprócz równań liniowych stwarzają one pewną możliwość rozwią­
zywania rachunkowego równań o współczynnikach funkcyjnych®

111




