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STANISEAW MAJEWSKI

OBLICZANIE SPREZONEJ BELKI
SPOCZYWAJACEJ NA SPREZYSTEJ POLPRZESTRZENI

Streszczenie« Praca zawiera poszukiwania praktycz-
nej metody projektowania belek sprezonych spoczy-
wajacych na sprezystej podprzestrzeni. Odpér pod-
+oza pod symetrycznie obcigzong belkg potraktowano
jJako funkcje obcigzenia zewnegtrznego, potozenia
punktu na osi podtuznej belki i parametréw spreze-
nia (wartosci sidy 1 jej mimosSrodu). Podano wzory
do obliczania wartosci tego odporu i wigzacej sie
Z nim wartosci momentu zginajacego. Opierajac sie
o te wzory 1 wykorzystujac pewne ogoélnie znane za-
sady rachunku krakowianowego opracowano tablice,

ktére daja mozliwos¢ obliczania w prosty sposéb
odporu gruntu i momentu zginajacego w obcigzonej
dowolnie (z zachowaniem symetrii) sprezonej belce
spoczywajgcej na pod¥ozu sprezystym. Tablice te mo-
ga z powodzeniem stuzy¢ do obliczania rowniez be-
lek niesprezonych, stanowig wiec niejako uogoélnie-
nie tablic opracowanych przez Gorbunowa-Posadowa.

Przedstawiony na koricu pracy przykd#ad ilustruje
spos6éb wykorzystania tych tablic.

i. Rozwazania ogolne

Rozpatruje sie belke spoczywajacag na sprezystej potprze-
strzeni obcigzonag prostopadle do jej osi 1 sprezong ciegnem
przebiegajgcym na mimosrodzie e zmiennym wzdtuz dtugosci
belki. W pierwszym etapie (przedstawionym w niniejszej pu-
blikacji) ograniczono sie do przypadku symetrycznego wzgle-
dem srodka belki obcigzenia, co pocigga za sobg narzucenie
warunku symetrii trasy ciegna sprezajacego wzgledem tego
Srodka (rys. i). Rozwigzanie dla obcigzenia antymetrycznego
moze byc uzyskane w analogiczny sposéb. Nie wprowadza sie
natomiast zadnych ograniczen co do sposobu realizacji obcig-
zenia: moze nim by¢ dowolnie zlokalizowana sita skupiona,
moment, wzglednie obcigzenie roztozone na catej belce czy
tez tylko na pewnych jej partiach.
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Podobnie jak dla pasma, pierwszym krokiem stanowigcym za-
razem klucz do rozwigzania wszystkich zagadnien zwigzanych
z rozpatrywang belka jest wyznaczenie przebiegu odporu pod-
4oza pod belkg. Jako podstawe przyjeto tutaj tok postepowa-
nia przedstawiony przez Gorbunowa-Posadowa w jego pracach na
temat obliczania belek na sprezystym pod¥ozu.

) P

X~Xa

Rys. 1

Wychodzi sie z rozWigzania prostokatnej pdyty o wymiarach
2a. 2b przyjmujac nieznany odpor poddoza w postaci podwdjne-
go szeregu potegowego

n mn
n Xy ®
N=0 mM=0

W przypadku obcigzenia symetrycznego wzgledem osi X 1y sze-
reg ten mozna zastgpi¢ szeregiem

2n 2m
P(*.y) —-E E = a2n.2" (2)
Nn=0 mM=0

Nieznane wspoOtczynniki afi m przy odpowiednich potegach x i1y

w szeregu (1) wyznacza sie w oparciu o dwa warunki statyczne:

1) suma rzutéw wszystkich sit na os pionowg prostopadia
do goérnej powierzchni podtoza roéwna sie zeru,

2) sumy momentéw wzgledem dwoéch wzajemnie prostopadtych
osi uktadu x 1 y lezacych w ptaszczyznie réwnolegltej do
goérnej powierzchni podtoza roéwnajg sie zeru
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oraz o warunek geometryczny dotyczacy rownosci ugie¢ phyty i
odksztatcen podtoza. Wykorzystanie wspomnianych warunkow
prowadzi (podobnie jak to miato miejsce w przypadku pasma)
do nieskonczonej ilosci réwnan liniowych zawierajgcych nie-

skoniczong 1los¢ nieznanych wspotczynnikow a - Zastepujac
szereg_nieskonczony wielomianem potegowym k-tego stopnla,
uzyskuje sie podstawe do wyznaczenia wspotczynnikow aQ a

tym samym do okreslenia réwnania odporu pod¥oza.

Oznaczajac przez & stosunek potowy dtugosci piyty "a' do
potowy jej szerokosci "b" i pomijajac w_uzyskanym rozwigza-
niu te wyrazy, ktoére przy <?>7 przyjmuja mate wartosci, u-
zyskuje sie ukdad rownan liniowych pozwalajgcy na wyznacze-
nie odporu podfoza pod spoczywajaca na nim belka. Zastepujac
z kolei szereg nieskonczony wielomianem potegowym dziesigte-
go stopnia

5
2n

(3)
n=o

uktad ten sprowadzi sie do szesciu rownan oszesciu niewia-

domych (aQ, a2, a4, a6,ag, alQ)s

i .000000a, + 0,333333a0 &t 0,20000Q@,+0,i4285780 +

0

+ O,liliiia8 + 0,090909a10 = SQ

V ao + C2 + K2”a2 + K4"a4 + K6*a6 + K8*a8 +

+ K4B%io " w-s2

LO'S - 0,500000ag + C4.a21 + 0,500000a_e + @

+ 0,250000a8 + 0,166667a10 R4

0.166667a0 + L2a2 - 0,500000a4 + Cgag +

+ 0.500000a8 + 0.250000ai0

Ug
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04250002, - 0.166667aQ + La, - 0.500000ag +
+ Cgag + 0.500000a10 = Kg

0.100000a0 - 0.125000a2 - 0.166667a4 + Lgag + (4)
0.500000ag + C1Qal0 « R10

W rownaniach tych wielkosci K2i i1 L2i zaleza od wskaznika

(5)

przy czym t jest wskaznikiem wiotkosci belki.
Wielkosci C)L sg zalezne od stosunku o = a:b

Wyrazy wolne w roéwnaniach od drugiego do széstego sg pro-
porcjonalne do wspétczynnikéw przy kolejnych parzystych po-
tegach (od drugiej do dziesigtej)w rownaniu osi odksztatco-
nej belki

Ely'=s - M(X)

Poniewaz obcigzenie belki i1 inne wpdywy (sprezenie, tempera-
tura) najwygodniej jest przedstawi¢ w postaci szeregu pote-
gowego, wiec M(x) bedzie wielomianem, w ktorym ze wzgledu na
zatozong symetrie wystgpia wkasnie tylko .parzyste potegi "X
Dwukrotnie scatkowanie funkcji M(x) da w efekcie rownanie
osi odksztatconej, bedace wielomianem zawierajacym, rowniez

X jedynie w parzystych potegach.

Uktad (4) moze stanowi¢ podstawe do wyznaczenia odporu
podtoza pod belka sprezong, przy czym wpdyw sprezenia znaj-
dzie swe odbicie w wartosciach wyrazéw wolnych w roéwnaniach
od drugiego do széstego. Trudno jednak nie zauwazyc ogrom-
nych niedogodnosci jakie wigzg sie z rozwigzywaniem belek
sprezonych w oparciu o ukdad (4).

Podstawg niedogodnos¢ stanowi tutaj niemoznos¢ projekto-
wania czyli doboru parametréw sprezenia chociazby dla belki
o okreslonych wymiarach, nie méwigc juz o doborze przekroju
poprzecznego belki najbardziej odpowiedniego w zadanych wa-
runkach obcigzenia 1 doborze odpowiednich dla tego optymal-
nego przekroju parametréow sprezenia. Niemoznos¢ ta wynika z
faktu, ze kazdorazowo rozwigzanie ukdadu réwnan (4) jest
zwigzane z jednym zestawem wymiarow geometrycznych belki, z
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jednym okreslonym rodzajem obcigzenia 1 z jednym uprzednio
sprecyzowanym zestawem parametrow sprezenia (wartosc sity
sprezajacej 1 przebieg mimosrodu na diugosci belki). Wszyst-
kie te czynniki muszg by¢ okreslone przed przystgpieniem do
rozwigzywania ukdadu rownan, a ewentualne projektowanie mo-
gtoby sie odbywa¢ na drodze kilkakrotnych préb, z ktorych
kazda wigzataby sie z badZz co badz pracochdtonng operacja
rozwigzania ukdadu szesciu rownan o szesciu niewiadomych.

Dla celow praktycznych najdogodniejsza bytaby metoda o-

pierajaca sie na tablicach lub na wykresach, pozwalajaca na
obliczanie belki przy dowolnym obcigzeniu i dowolnym prze-
biegu trasy ciegna (z zachowaniem uprzednio zastrzezonej sy-
metrii wzgledem sSrodka belki).
W poszukiwaniu takiej metody mozna skorzysta¢ z prostych i
ogolnie znanych zasad rachunku krakowianowego w zastosowaniu
do rozwigzywania uktadow réwnan liniowych. Jak wiadomo roz-
wigzanie takie mozna otrzyma¢ mnozac inwers macierzy podsta-
wowej uk#adu przez kolumne wyrazow wolnych.

W zapisie krakowianowym rozwigzanie ukdadu PH] wyrazi sie
nastepujgco:

a0 Wo Co o *40 *60 g *100
a2 w2 *02 %22 %42 %62 %82  *102
a4 w4 *04 * 24 *44 *64 *84 *104
- (62)
a6 W6 xx06  <*26 *46 *66 *86 *106
a8 W8 <*08 * 28 *48 * 68. *88 *108
ai o W0 <*010 *210 *410 *610 *810 *'1010

co po wykonaniu dziatania daje

ad0 - o owo + * 02w2 *+ * 04W4 L 4+ 05WE + * 08WSE + + 010WIio
a2 = * 20%0 + * 22W2 + * 24W4 + * 26WS6E + * 28WS8 + + 2i0 WioO
a4 = * 40wo *t T 42N 2 4 4 4AWL 4 o+ 45 WE +*4qu+*4|ow1o
as "t 6owo +  szwz . + saws T ¥ 66WO +* G8WB - - s iowio
a8 - - sowo ¢+ osaw2 . o ogawe s o sews o C0WY L iowio

ai 0" * io00wo +*102W2, +* 104W4 +* 106 W6 +* 108 W8 +* 100 0Wi 0
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lub ogdélnie
5

a2n = X ~n.zk *W2k (6o
k=0

W réwnaniach (6a) do (6c) wielkosciom W2k odpowiadaja wyrazy
wolne w poszczegélnych réwnaniach ukdadu (4).

Wspoétczynniki oc2n 2k #atwO uzyska¢ na drodze obliczenia

inwersu krakowianoweg& macierzy podstawowej ukdtadu ~4). O-
bliczenie to wymaga uprzedniego sprecyzowania wartosci <= g

oraz t° (wzoér 5). Obydwie te wartosci sg zalezne jedynie od
parametréw geometrycznych belki oraz od pewnych wkasnosci
fizykalnych podtoza i materiatu belki. Tak wiec dla okreslo-
nej belki cata tablica wspotczynnikéw d@2n ~ moze by¢ z tat-

woscig obliczona bez koniecznosci precyzowania obcigzenia o-
raz parametréw sprezenia.

Znajomosc¢ wspotczynnikoéow oc2 ~ pozwala na rozpisanie

rownania odporu podtoza (3 a w Cialszej kolejnosci na obli-
czenie momentdéw zginajacych, sit poprzecznych i1 ugiec¢ belki.

2. 0dpér podtoza

PO = a0 + a2.x% + a4 x¥ + ag.@ + ag.x® + a19.x10

Wprowadzajac wspotczynniki a2fl weddug (6b) 1 grupujac
wyrazy przy jednakowych W2E uzyskamy:

PCO

= (M00 + ~20
+ ~02 + "N22
+ (@04 + 124
+ 06 +a26
+ @Dg +C28

+ "OiO+ar2iO0
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Wyrazenia w nawiasach nie zalezg od obcigzenia 1 od spre-
zenia 1 jako takie mogg zosta¢ stabelaryzowane. W ten sposéb
odpor podtoza wyrazi sie jako:

5

P(X) = P2k > W2k (7b)

k=0

Tablice od 1 do 6 podajg liczbowe wartosci wspotczynnikow
p5. dla stosunku potowy diugosci belki do potowy jej szero-

- . . - t 0
kosci o = = 10 1 réznych wartosci t (od t=0do t =

= 500).

a N o X

10
20

100
200

0,0

+0,882379
+0,815653
+0,724022
+0,590476
+0,378384
-0,003910
-0,283136
-0,451152
-0,428443

Wartosci wspotczynnika p0

0,2

+0,888295
+0,828937
+0,747311
+0, 628063
+0,437774
+0,089761
-0,175152
-0,357139
-0,406780

0,4

+0,908623
+0,871344
+0,819800
+0,743816
+0,620365
+0, 382386
+0,175191
-0,021119
-0,239519

0,6

+0,956038
+0,956104
+0,955782
+0,954303
+0,948685
+0,920184
*0,858920
+0,732049
+0,418891

0,8

+1,088520
+1,146890
+1,227183
+1,344544
+1,532003
+1,875703
+2,138496
+2,211249
+2,345509

Tablica i

1,0

+1,583634
+1,754546
+1,991131
+2,340821
+2,911510
+4,027011
+5,033727
+6,070426
+7,542490
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10
20

100
200

0,0

-0,157139
-0,148739
-0,136425
-0,116636
-0,079666
-0,049833
-0,025720
-0,007198

0,0

2 -0,078310
5 -0,071660

10
20

100
200
500

-0,061936
-0,046400
-0,017888
+0,004075
+0,019695
+0,025852
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Wartosci wspotczynnika P2

0,2

-0,142152
-0,134785
-0,123980
-0,106606
-0,074086
-0,047716
-0,026140
-0,008902

0,4

-0,095648
-0,091276
-0,084857
-0,074516
-0,055014
-0,038920
-0,025190
-0,012694

0,6

-0,010933
-0,011322
-0,011884
-0,012759
-0,014232
-0,015075
-0,015060
-0,013084

0,8

+0,137748
+0,130521
+0,119919
+0,102862
40-,070888
+0,044864
+0,023380
+0,005714

Wartosci wspotczynnika P4

0,2

-0,084425
-0,078536
-0,069916
-0,056100
-0,030502
-0,010297
+0,00512.0
+0,014342

0,4

-0,092650
-0,089036
-0,083717
-0,075100
-0,058618
-0,044507
-0,031490
-0,017182

0,6

-0,068635
-0,068800
-0,069002
-0,069215
-0,068958
-0,071700
-0,063290
-0,052284

0,8

+0,070755
+0,064936
+0,056409
+0,042710
+0,01Y154
-0,003391
-0,019815
-0,031698

Tablica 2

1,0

+0,461913
+0,442205
+0,413271
+0,366643
+0,278832
+0,206472
+0,144940
+0,089230

Tablica 3

1,0

+0,567800
+0,551560
+0,527664
+0,488985
+0,415184
+0,352345
+0,294865
+0,231892
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0,0

2 -0,049700

10
20

100
200

10
20

100
200

-0,044788
-0,037622
-0,026200
-0,005406
+0,010240
+0,020635
+0,022522

0,0

-0,032035
-0,028602
-0,023595
-0,015630
-0,001184
+0,009556
+0,016410
+0,016770

belki

Wartosci wspétczynnika p6

0,2

-0,052255
-0,047894
-0,041517
-0,031155
-0,012516
+0,002110
+0,012455
+0,017886

0,4

-0,062305
-0,059592
-0,055530
-0,049110
-0,036640
-0,025840
-0,017110
-0,004124

0,6

-0,070525
-0,070588
-0,070640
-0,070605
-0,069846
-0,067770
-0,066365
-0,051234

spoczywajacej na..

0,8

+0,012645
+0,008322
+0,002020
-0,000815
-0,026972
-0,041950
-0,059310
-0,060854

Wartosci wspétczynnika pg

0,2

-0,033465
-0,030410
-0,025948
-0,018815
-0,005712
+0,004401
+0,011635
+0,014524

0,4

-0,039400
-0,037486
-0,034668
-0,030090
-0,021270
-0,013596
-0,006305
+0,002050

0,6

-0,052735
-0,052754
-0,052754
-0,052655
-0,051908
-0,0501-15
-0,046250
-0,036440

0,8

-0,018105
-0,021126
-0,025554
-0,032650
-0,045812
-0,056206
-0,064120
-0,068522

53

Tablica 4

1,0

+0,573245
+0,561016
+0,543057
+0,540000
+0,457604
+0,388460
+0,312600
+0,308326

Tablica 5

1,0

+0,511845
+0,503214
+0,490498
+0,469845
+0,430030
+0,395290
+0,361870
+0,321014
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0,0

2 -0,018695

g 8

100
200

-0,016586
-0,013513
-0,008630
+0,000194
+0,006678
+0,010665
+0,010388

Wartosci wspotczynnika plfi

0,2

-0,019475
-0,017600
-0,014856
-0.010475
-0,002452
+0,003688
->0,007970
+0,009354

3. Sity poprzeczne

000 = 2] peo-ox - a j

Qo stanowi wartos¢ sidy poprzecznej w punkcie X
Z warunku symetrii odporu podtoza wynika,

tecznie wiec

< W

- >\

* v

0,4

-0,022585
-0,021398
-0,019383
-0,016825
-0,011364
-0,006609
-0,002090
+0,003020

5

0,6

-0,031790
-0,031782
-0,031760
-0,031655
-0,031076
-0,029783
-0,027070
-0.0"oaie

Staniptaw MF, ~ewski

0,8

-0,024960
-0,026810
-0,029520
-0,033850
-0,041834
-0,048021
-0,052460
-0,053938

5 a

azn,x2n = a "

*V

Tablica 6

1,0

+0,384770
+0,379378
+0,371424
+0,358465
+0,333262
+0,310803
+0,288245
+0,257826

"(en+T) x2n+l + Q

= 0.
ze Qo = 0.

Osta-

<8->»

Wprowadzajac wspékczynniki a~n weddug (6b) 1 grupujac wy-
razy przy jednakowych

uzyskuje sie:
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3 5 7 9 11
f«04.x a24.x f44-°x T-64*x KB4*X aiog*x  Jm
+1-"— + —3~ + ——5 + 7+ o+ Uu-J*4+
3 5 7 9 11
r*06<X *26#X *46*X 9N66*X *86 *X ~106*X 1],
+L 1 +~3--— + —5~ + 7+ 9 + TI—J*‘6 +
3 5 7 9 11
ru8*x  *28"X 9A8" X a68*X a8g,X  *i08.,X 1
+L T~ +%“ 3—— 4+ ——=5 + 7 + 9 + il J*8 +
3 5 7 9
010X a210*X *410*X  *6i10*X ~S10*1
*L -+ —3— + 5-—- + ——-7 + 9-- +

* ,»10 (ew

Podobnie jak poprzednio, wspétczynniki w nawiasach nie
zalezg od obcigzenia i1 od sprezenia 1 moga zosta¢ tatwo sta-
belaryzowane. Ostatecznie mozna wiec wyrazi¢ side poprzeczng
pochodzgcg od odporu podtoza wzorem:

5
QX)) = a Yt *2kW2k (B8o)
k=0
Nie chcac nadmiernie powieksza¢ objetosci pracy”tablic za-
wierajacych wspétczynniki g2k nie zamieszcza sie. Znajac
obcigzenie 1 odpor po4t6za obliczymy sidy poprzeczne.

4. Momenty zginajace

M) = ™2 1i »Cx)dx - a2 \]f azn e *2n -
=0

2V 1 azn _2n+2
2 . @Cn+ti).("2nV2T * X + M°©
n=o
MO stanowi tutaj wartos¢ momentu zginajgacego od odporu pod-
+oza w Srodku belki (x = 0). Wykorzystujgo wai-unek brzegowy

(moment zginajacy na koncach belki rowna sie zeru) uzyskuje
sie na M wyrazenie:

= a
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Po rozpisaniu wyrazenia pod znakiem sumy 1 wprowadzeniu o-
statniego wzoru na MQ uzyskuje sie

«W = . _*E£8§ a-x2)+ |§ a-*4). ~ a-*6) * ii (1-x8) *

ew (i-10) ¢ ii a-*12)]. a».)

co po wprowadzeniu zaleznosci (6t i1 uporzadkowaniu wzgledem
W3k dade pa moment zginajacy od odporu podtoza:

- =2 M) =
,¥00  _ *20 *40 60 go *100
no2 12 Y 30 T 56 90 132 ) WO ¥
] 12
1-x2 1-x4 i-Xx6 1-x8 1-x10 1-X
502 %22 %42 *62 *82 *102
~ 2 12 30 56 90 132 ) F
. ] ] 1Z
1-x2 1-x4 1-x6 i-x8 i-x10 1-X
,*04 *24 44 64 *g4 *104
+
(2 T 12 7 30 56 90 132-) W. *
. L 12
1-x2 1-x4 I-x» i-xS 1-X T-X
(i0b)
*06 *26 46 *6 6 *86 *106
-2 Y12t a0 56 90 132 ) WA+
- 4 12
i-x2 1-x4 1-x6 1-x8 1-x10 -X
08 , *28  *48 *68 88 *108
) 12 30 56 90 132
i-x2  d-x4  i-x6  d-x8  I-X'0  1-*12
OmO %210 _ *410 |, *610 | *810 *1010

= 12 30 56 T 90 132 ) W10
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tl

o N o X

10
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10
20
50
100
200
500

0,0

+0,461561
+0,444024
+0,419862
+0,384447
+0,327551
+0,221370
+0,135924
+0,067309
+0,015886

0,0

-0,043317
-0,041572
-0,038058
-0,033024
-0,023585
-0,015892
-0,009514
-0,004194

Wartosci

0,2

+0,443894
+0,427668
+0,405304
+0,372513
+0,319786
+0,221137
+0,141231
+0,076028
+0,024399

belki

0,4

+0,390648
+0,378057
+0,360691
+0,335190
+0,294102
+0,216657
+0,152746
+0,098244
+0,048737

spoczywajacej na..

wspotczynnika Bqg

0,6

+0,300972
+0,293459
+0,283083
+0,267720
+0,243126
+0,196079
+0,156162
+0,119945
+0,081081

Wartosci wspotczynnika

0,2

-0,040224
-0,038256
-0,035370
-0,030196
-0,022011
-0,014901
-0,008998
-0,004044

0,4

-0,031549
-0,030034
-0,027811
-0,024234
-0,017516
-0,012023
-0,007472
-0,003530

0,6

-0,019173
-0,018281
-0,016970
-0,014860
-0,010891
-0,007639
-0,004904
-0,002520
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Tablica 7

0,8

+0,172800
+0,170293
+0,166825
+0,161716
+0,153410
+0,137377
+0,123334
+0,109706
+0,092609

=
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Tablica 8

0,8

-0,006562
-0,006269
-0,005838
-0,005144
-0,003837
-0,002764
-0,001854
-0,001042

=
o
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200
500

10
20
50
100
200
500

0,0

-0,033128
-0,031408
-0,028884
-0,024826
-0,017232
-0,011081
-0,006056
-0,002064

0,0
-0,024121
-0,022840
-0,019942
-0,017943
-0,012302
-0,007742
-0,004794
-0,001182
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Wartosci wspotczynnika

0,2

-0,031541
-0,029952
-0,027617
-0,023864
-0,016830
-0,011114
-0,006400
-0,002542

Wartosci

0,2
-0,023119
-0,021934
-0,019178
-0,017064
-0,012172
-0,007922
-0,005181
-0,001620

0,4

-0,026565
-0,025336
-0,023530
-0,020623
-0,015156
-0,010664
-0,006873
-0,003528

0,6

-0,017984
-0,017256
-0,016183
-a,014456
-0,011188
-0,008446
-0,006096
-0,003806

wspodczynnika mg

0,4
-0,020000
-0,019264
-0,016717
-0,015562
-0,011482
-0,008118
-0,005995
-0,002714

0,6
-0,016089
-0,013840
-0,012024
-0,011744
-0,092800
-0,007224
-0,006046
-0,003554

Tablica 9

0,8

-0,007020
-0,006780
-0,006423
-0,005852
-0,004764
-0,003844
-0,003020
-0,002160

Tablica

0,8
-b,006213
-0,006062
-0,005685
-0,005335
-0,004510
-0,003803
-0,003594
-0,002424
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10
20
50
100
200
500

0,0

-0,016748
-0,015848
-0,014530
-0,012410
-0,008454
-0,005261
-0,002682
-0,000710

0,0

-0,010236
-0,009682
-0,008870
-0,007611
-0,005122
-0,003159
-0,001576
-0,000386

belki

Wartosci

0,2

-0,016102
-0,015270
-0,014050
-0,012087
-0,008416
-0,005435
-0,0Q2995
-0,001040

Wartosci

0,2

-0,009859
-0,009346
-0,008594
-0,007382
-0,005118
-0,003183
-0,001784
-0,000590

spoczywajacej na. ..

wspotczynnika Big

0,4

-0,014104
-0,013460
-0,012513
-0,010987
-0,008114
-0,005774
-0,003731
-0,001916

4 0,6

-0,010501
-0,010118
-0,009551
-0,008638
-0,006904
-0/005443
-0,004137
-0,002786

wspotczynnika

0,4

-0,008696
-0,008299
-0,007713
-0,006771
-0,0049P6
-0,003530
-0,002283
-0,001152

0,6

-0,006611
-0,006373
-0,006023
-0,005457
-0,004382
-0,003471
-0,002649
-0,001782
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Tablica li

0,8

-0,004897
-0,004770
-0,004581
-0,004277
-0,003694
-0,003189
-0,002718
-0,002172
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Tablica 12

o8

-0,003268
-0,003189
-0,003072
-0,002883
-0,002518
-0,002200
-0,001896
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Oznaczajac wyrazenia w nawiasach przez m2k:
5
M(X) = - a2 . "¢T m2k . W2k (100)
k=0
Wspoétczynniki m~k zestawiono w tablicach od 7 do 12.

5. Wyrazy wolne W2k

Krotkiego oméwienia wymaga tu jeszcze sprawa obliczenia
wyrazéw wolnych W2k w réwnaniach ukdadu (4). Jak Juz za-

znaczono wyrazy te w przypadku belki sprezonej zalezg od ob-
cigzenia zewnetrznego i od sprezenia. Mozna Je wyrazié jako
sume dwoch skdadnikéow:

W2k = W2k(P) * W2k(S),

z ktorych jeden (*2k(P)) uJmuJde »Pdyw obcigzenia zewnetrzne-
go, a drugi (*2k(S)) wptyw sprezenia.

W2k(p) mozna obliczy¢ na podstawie wzordéw podanych przez Gor-
biinowa-Posadowa we wspomnianej juz pracy dotyczacej oblicza-
nia belek na pod¥ozu sprezystym. W celu obliczenia W2k(S)
mozna nieznang funkcje wyrazajgcg mImosréd ciegna sprezaja-
cego (zmienny na dhugosci belki) przedstawi¢ przy pomocy
wielomianu potegowego

el 't = ZL @2nx2n (11)
n=o
Zmiennos¢ sity sprezajacej wyrazamy rowniezwielomianem o]
postaci
1
S - 2 -2nl2° H2a)
Przyjmujac dlasity sprezajacej aproksymacje wielomianem

drugiego stopnia jako wystarczajaco dokdadng otrzymamy:

S(X) a 8o + s2x2 <12b>
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Majac tak okreslone parametry sprezania znajdujemy ugiecie
belki spowodowane sprezeniem ze wzoru:

2V Soe2n * s2e2n-2 2n+2
ERDJIwQ®) =" a n+1)(2n+2) X

Wzér (13) daje podstawe do wyznaczenia poszukiwanej cze-
Sci wyrazow wolnych pochodzacych od sprezania - fRk(S)” V-~
razy te obliczymy z ogélnego wzoru

t  (so*e2k-2 + s2*e2k—4" faa\
2k(S) 3 m "jz * Zk ; TSk=il---—

Jak wida¢ ze wzoru (14) wyrazy W2j,gx wyrazajg sie przy po-
mocy wspodczynnikow ®2n* 8p * s2*

Jezeli te wspodczynniki beda znane, to bez trudu potrafi-
my obliczy¢ wartosci sktadowych wyrazéw wolnych pochodzacych

od sprezenia (*2k(S))” 00 w zestawieniu ze znanymi warto-
Sciami "2k(P) P°zwala na okreslenie interesujacych nas wiel-

kosci statycznych i geometrycznych w danej belce. Jezeli zas
zadaniem naszym bedzie dobranie sidy sprezajacej i charakte-
ru zmiennosci mimosrodu dla belki o zadanym obciazeniu, to
musimy w wyrazy w2k(S) nieznane wspoétczynniki e2n

s«* so wyrazi¢ przy ich pomocy wartosci momentow zginaja-

cych 1 z warunkédw nieprzekroczenia naprezen w przekrojach,
w ktérych moment osigga wartosci ekstremalne, wyznaczy¢ naj-
korzystniejszy przebieg trasy ciegna sprezajacego przy mini-
malnej wartosci sidy sprezajacej-

Ten tok postepowania bedzie blizej zilustrowany na przykda-
dzie przeliczonym w punkcie 6.

6. Przyktad

Rozpatrzmy belke prostokatng o ddugosci 1=10,0 m obcigzong

dwoma sitami skupionymi.
Potowa ddugosci belki a = 5,0 m
Potowa szerokosci belki b = 0,5 m
Wysokos¢ belki h = 1,0 m o
Modut sprezystosci betonu Ej 140.000 kG/cm
Modut sprezystosci gruntu EQ = 120 kG/cm3.
Dla gruntu przyjeto = 0.

b = 10
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Poszukujemy wartosci sidy sprezajacej S oraz takiej trasy
ciegna, zeby moment zginajacy na calej diugosci belki by
rowny zeru. Znajac przebieg momentu zginajgcego w belce nie-
sprezonej mozemy przypuszcza¢, ze poszukiwana trasa ciegna
bedzie miata ksztatt przedstawiony na rysunku 2.

Zoor (00T

r Ir

Uljy' crrm e ITDIY _
mormnin

oTTli tmiio
to as 06 04 02 ao (2 04 06 08 to

Z0 6.0 Zfi

Rys. 2

Zgodnie ze wzorem (li) opisujemy mimosrod kabla rownaniem

2 4 6
e =% + e2x + edx + ebX

Z warunkoéw:

de
dla x = 0,0 e = £h i )”(‘1:0
de/._ .
dla x = - 0,6 e = +0,4h i —gii = 0]
dla x = - 1,0 e=0

mozna wyznaczy¢ eQ, e2i e®, eg. ffstawiajac konkretne warto-
Sci liczbowe uzyskamy:

eo
e2 = 2,19 - 5.446C,

en -3,45 + 9,056€£,
eG = 1,26 - 4,6106.
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Ze wzgledu na straty sity sprezajacej wywodane tarciem przy-
jeto zmiennos¢ tej sity okreslong rownaniem:

s(X) = so + s2x2”

przy czym zatozono
So = 0,8S,,
82 = 0,2S.

Dla danej belki wskaznik t° ma wartosc¢:

r JE, a4 ST.E, .24 .6 63TE,, 43
t = * = 5 5 m 2 b * 03«
2(1-vpELJ1  2(I-~)Elbhi  2E1(1-0) h
306TE /Bv3
27 * A -

co po wstawieniu konkretnych danych liczbowych daje

t’= 10

W oparciu o wzory podane w pracy [1] na str. 304 oraz o ta-

blice zamieszczong na str. 339 tej samej pracy obliczamy
w2k(P)*

WO(P) = 40,000,

% = _83,864,

waep)y +26,312,

we(P) “ -71,376,

Wa(P) - +83,880,

Wio(py= ~30,952-
Wyrazy obliczymy

l""oéa s 0,
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W4(S) = _ 21 (1.4600S - 3,4600S£),
W6(S) = "A (°»7750S “ 2 ,0500S¢),
WQ(S) = - ~ (0,0568S - 0,3350SC),
W10(S) = " 21 (°.0280S - 0,i024Sd).

Poszukiwane wartosci S oraz € wyznaczymy z warunkéw zerowa-
nia sie momentéw w punktach x = 0,0 1 x = 0,6.
Momenty od obcigzenia zewnetrznego maja wartosc;

MO,0(P) = MO,2(P) = MO0,4(P) = MO,6(P) = 400 Tm
MO,8(P) = 200 Tm*
M1,0(P) = 0 Tm

Momenty od sprezenia wynosza;

MO, 0(S)

0,8 SEh»
MO,6(S) = °»872 s * °.4h = 0,349Sh.

W oparciu o wzér (I0c) oraz o tablice 7 — 12  wyznaczymy
wartosc¢ momentu zginajgcego od odporu poddoza. Uzyskamy w ten
sposob:

MOJO 457 *  0.02779S - 0,08740SE,

MQ 6 = =299 0.01502S - 0,09745£.

Sumujac momenty od obcigzenia zewnetrznego . od spre-
zenia 4 od odPoru gruntu [M] , otrzymamy na sumaryczne
momenty:

Mg,o = -57 + 0,71260S¢ - 0,02779S,
MQ 6 = +101 +0,33398S£ - 0,09745S.

Stawiajagc warunek by MQ Q = Mg 6 = 0 uzyskujemy ukdad dwodch

géwnaﬁ 0 dwoch niewiadomych S 1£ . Rozwigzanie tego ukdadu
aje:

£ = — 0,2445.
S = — 282T.
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Rozwigzanie to prowadzi do trasy ciegna o réwnaniu

e » - 0,2445 + 3,52i5x2 - 5,6642x4 + 2,3871x6
Zmiennos¢ sidy sprezajacej opisuje réwnanie

S(X) - - 225,6 - 56,4X2

Tablica 13

LpiWyszczegol -
nienie 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
1 Odpdér pod-

toza p/m2Z]

w belce 34,6

niesprezo-

nej

2 Odpor _poci-

toza [T/m2]
w belce 34,9 35,0 35,8 38,1 42,6 58,2

sprezonej
3 Moment zgi-
najacy [Tm]
w belce -57,2 -39,9 +12,4 +101,4 +28,8 0,0
niesprezo-
nej
4 Moment zgi-

najacy w _ _ B
belce spre- 0,0 -12,3 -28,2 +4,6 52,5 0,0
zonej [l

5 Mimo$rod [m] -0,245 -0,113 +0,184 +0,401 +0,315 0,000

6 Poprawka
mImosrodu 0,000 -0,054 -0,120 -0,001 -0,201 0,000
[l
7 Mimosraod
poprawiony -0,245 -0,167 +0,064 +0,400 +0,114 0,000
M
8 Moment zgi-
najacy w
belce spre-
zonej z -4,3 +1,3 +0,9 +2,3 | -1.5 0,0
poprawionym
mimosSrodem
EH
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W tablicy 13 przeprowadzono obliczenie momentu zginajace-
go 1 odporu poddoza w szesciu przekrojach poprzecznych belki.
Dla pordwnania podano odpdr i1 moment zginajacy w belce nie-
sprezonej. Poniewaz obliczenie wykazato, ze moment zginajacy
w belce sprezonej (rubryka 4) ma w niektorych przekrojach
dos¢ znaczne wartosci, zaszdta potrzeba skorygowania obliczo-
nej trasy ciegna sprezajacego. Poprawke mimosrodn obliczono
dzielac wartos¢ momentu w belce sprezonej (rubryka 4) przez
odpowiednig dla danego przekroju wartosc¢ sity sprezajacej -
Nie jest to sciste, ale daje bardzo dobre przyblizenie.

W rubryce 8 zestawiono momenty zginajace w belce sprezo-
nej przy poprawionym mimosrodzie ciegna.
Dalsze poprawianie mimosrodu (wobec nieuniknionych niedo-
ktadnosci, na ktdore juz zwrécono uwage) jest nieuzasadnione.
Mozna wiec uzna¢, ze sida S = 282T (po stratach Teologicz-
nych) poprowadzona na mimosrodzie opisanym w rubryce 7 ta-
blicy 13 zapewnia zerowanie sie momentu zginajacego na catej
ddugosci belki.

7. Wnioski koncowe

Przedstawione tutaj wywody zdajg sie sSwiadczy¢ o mozliwosci
+atwego ujecia w zaleznosci matematyczné pracy belek sprezo-
nych spoczywajgcych na sprezystym poddozu. Oparcie analizy
matematycznej o zasady rachunku krakowianowego doprowadzido
do uzyskania bardzo dogodnych w uzyciu wzoréw i1 tablic. Ta-
blice te moga by¢ zastosowane do obliczania belek o stosunku
potowy dtugosci do potowy szerokosci e*” = 10 przy dowol-
nym symetrycznym obcigzeniu. Dodatkowg ich zaletg jest fakt
ze moga one by¢ wykorzystane przy obliczaniu tak belek spre-
zonych jak 1 niesprezonych. Opracowanie identycznych tablic
dla innych wartosci wskaznika nie nastrecza zadnych trud-
nosci. Rowniez d+atwo (w oparciu o przyjety w niniejszej pra-
cy tok postepowania) mozna opracowa¢ tablice dla obciazenia
entymetrycznego.

Trudno w. tej chwili poszukiwaC drdg praktycznego zastoso-.
wania niniejszych rozwazan. Istnieje w omawianej dziedzinie
zbyt wiele probleméw nierozwigzanych by mozna bydto autoryta-
tywnie rozsadza¢ o mozliwosci zastosowania sprezenia do kon-
strukcji fundamentowych. Nie mozna oczekiwa¢ by problemy te
daty sie rozwigza¢ na drodze wytgcznie teoretycznych docie-
kan. Grunt budowlany jest materiatem o tak r6znorodnych ce-
chach, ze zawierzanie jakimkolwiek teoriom nie popartym wy-
nikami wnikliwych badan bydoby bardzo ryzykowne. Tym nie-
mniej wydaje sie, ze sprezenie moze utorowaC sobie droge do
fundamentow jako Srodek ich zabezpieczenia przed wptywami
szkéd gorniczych. Dotyczy to zaréwno fundamentédw budowli no-
wowznoszonych jak i istniejacych lecz wymagajacych wzmocnie-
nia. W tym aspekcie niniejsza publikacja moze stanowic po-
most dla dalszych szczegétowych studiéw nad tym problemem.
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HPO3KTHPOBAHME iTPE&BAPMTE}HO HAUPiUffiHHOIi BAJTKH JEKA'IEIl
ha ynpyroM ochobahm

Coaepxahhe

B 9Ta2 Clarf.Hh noejtClaBlieD $odwjiH jyw apeejierfiw peakura ocHOBaHH h  H3m-
Cggornc MOVEHTOB b ol cHWETpHHHO HarpyeHHuit -rpefiBgHTediB-D  HairpHeHOft Gea-
Ke. Ompanct Ha btix $opWdiax h Ha HekOTopux npeBiriax xpaiacBflHHoro  HHHCjaeHH
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UpHMepB npHJioxsHHHU Ha Komie CTaTLjra odncHHer MeToff Hcnojn.30BaHH)f bthx Ta-
AIom. *

DESIGNING OF POST-TENSIONED BEAM
RESTING ON THE ELASTIC FOUNDATION

Summary

The formulas for determination of subgrade reaction and ben-
ding moments in any symmetricaly loaded post-tensioned beam
are performed in this work. Basing on this formulas and on
some theorems of Craeovian’s analysis have been prepared the
tables, which can be used for designing both presstresed and
not-presstresed beams resting on the elastic foundation. It
can be considered as a generalization of tables and diagrams
given by Gorbunow-Posadow in his works. The example given in
the end of the paper performs how this babies can be used.



