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PROBLEM BRZEGOWY ANALIZY POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO
SINUSOIDALNIE ZMIENNEGO W PRZESTRZENI POWIETRZNE3
I OBDETOZCI METALU

Streszczenie. Artykut Jest prébe sfemulowanie probierni brzego-
wego w zagadnieniu obliczania pola elektronagnetycznego w przestrze-
ni o réznych Srodowiskach. Rozpatruje sie przypadek przestrzeni po-
wietrznej i obszaru aetalu o syeetril osiowo-obrotowej, dla pol si-
nusoidalnie zniennych.

1. Réwnania pola elektrowagnetycznegp wewngtrz netalu
/

Rozpatrujacy uktad o sywetrll osiowo-obrotowej (rys. 1) .skltadajeey eie
z cewki o wysokosci hC i bryty aetalu o wysokosci hb. Cewka jest opi-
sana powierzchnie Sc z okreslone gestoscle powierzchniowe predu 1, be-
dece polea wsktorowya wydtecznie o skiadowej ketowej - W przypadku punk-
tu powierzchni cewki o wspétrzednych (r m rQ, z « z0> ¥ 6 R), w ukkadzie
wspotrzednych cylindrycznych (r.~.z) zaktadaay, ze aodut wektora 1 nalezZy
do klasy funkcji statych: |I]Sconst. Bryta aetalu (rys. 1) opisane Jest
obszarea wraz z brzeglea dyfsoaorflcznya z kule doakniete (klasy Cj).

Rozpatrujeay rozkd#ad pola elektronagnetycznego w aetalu w stanie usta-
lonya sinusoidalnie zaiennya. Pole epeknia naatepujecy ukdad réwnan (fi] ,

s. 85):

VX H - JookE, (1)
VX E » (2)
(©)

V. B »0, ()

W aetalu gesto$¢ objetosciowa +adunku e » O [11 s. 28. Wiel-
kosci H, E;*B i1 D se wektorowy«! funkcja»! punktu®w tréjwymiarowej prze-
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strzeni euklidesowej. Przedstawiaje zespolone aaplltudy natezen pél; ma-

gnetycznego, elektrycznego oraz indukcji aagnetycznej i elektrycznej.
Zak¥adamy, ze osrodek (metal)
jest liniowy, izotropowy i jed-
norodny (ze wzgledu na statej,
£, §f - konduktywnos¢ metalu)
(por. [I1] s. 12, 13). Zachodze
nastepujece zaleznosci:

D gme- ®
B -¢iH, (6)
3 -JE. @)

Przenikalnos¢ .elektryczne

Rys. 1 wzorze (1) okresla wzér

£- tm - 1 £. (8)
Wprowadzamy potencjat wektorowy A wg wzoru
B «V x A (©)]

Po uwzglednieniu wzoréw (2), (@) i (9) mozemy obliczy¢ pole elektryczne 2z
nastepujecej zaleznosci

-JUA -V /. (10)

Poszukujemy potencjatu wektorowego, spedniajacego w obszarze metalu za-
leznos¢

V. A 0. (11)
Przypuszczany, ze pole potencjatu A o whkasnosci (Il) istnieje ze wzgledu

na symetrie osiowo-obrotowe ukdadu (rys. 1) i zwiezanych z nim funkcji po-
la elektromagnetycznego. Pole elektryczne (10) Jest sune wektoréw Einj i

L:'Stat
Eind mJuA (pole wolnozniennych preddw). (12a)
"stat * (pole wolnozniennych #adunkéw). (2b)

Na przyktadzie cewki, sktadajesej sie z kilku zwojéw przewodu, oszacowano

warto$¢ stosunku Eino’/E ,» » W dwu strefach:
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a) w odlegtosci od przewodu cewki poréwnywalnej z jego Srednice,
6) w odlegtosci wielokrotnie przewyzszajecej wyaiary cewki, ale mniejszej
od dtugosci fali elektromagnetycznej,

Dla cylindrycznej cewki o danych: w » 23(103 rad/s, 1 « 500 A, U« 185V
L » 10-3 n, d - 5.10-3 a, Jdb 43T10-4 H/m, n - 10, a » 0,3 «, = 5,6.107
1/ilm uzyskano nastepujace wyniki:

- strefa a) MHT*[T"” °,5.

I statl
- strefa by 'ENdl o5 5
"statl
gdzie: co» 23Tf, f - czestotliwo$¢, 1| - pred cewki, U - napiecie zasilania,

L - minimalna odlegtos¢ sasiednich przewodéw, d - Srednica przewodu, n -
ilos¢ zwojoéw, a - Srednica cewki, f- konduktywnos¢ przewodu.

W dalszych rozwazaniach pomijamy skdadnik (12b) wzoru (10) oraz zakta-
damy, za potencjat skalarny

=0 13)

w catej przestrzeni rys. 1. Problem dokdtadnego obliczenia pola (12b) w
uktadzie rys. 1, jaka dos¢ skomplikowany i obszerny, sam w sobie méghby
by¢ tematem odrebnych publikacji. Interesuje nas wytecznie pole elektroma-
gnetyczne, ktdérego zrodiem Jest gestos¢ predu cewki 1,

Podstawiajec réwnania (), (9) i (i2a) do (1), otrzymujemy rownanie roéz-
niczkowe, Jakie speidnia potencjat wektorowy w obszarze zajmowanym pr*$z
metal

VXV XA - k2A «O, Q4

gdzie k2 » -jwiitf.

Dla objetosci metali w zakresie stosowanych czestotliwosci (do kilkudzie-
sieciu tya. Hz) zachodzi we wzorze (@B): f/u>» 6 . W zwiezku z powyzszym
mozna przyje¢ z duze doktadnoscie, ze parametr k' we wzorze (14) Jest
liczbe czysto urojone. Szukamy rSzwiezania ukdadu réwnac¢ (li), (14), Ja-
kie speinia petanejat wektorowy A w metalu. Wykorzystamy wektorowy sy-
metryczny wzér Greena

fff(F .vxVxA-A_VXVxFdV- Ff@(#*7xFe«F»7xA .nds,
Y 3 @5)
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gdzie:
V - obszar zaj«cwany przez aetel,

S - brzeg obszaru,

A - potencjat wektorowy wg wzoru (9) (funkcja klasy Cg),

F - dowolna funkcja wektorowa klasy Cg,

n - ciagte pole wektoréw Jednostkowych okreslonych na S, nornalnych do

S, skierowanych na zewnetrz obszaru V.

Zaktadany, Ze funkcje A 1 F okreslone se w obszarze V wraz z brzeglea
S. Tozsauo$¢ (15) wykorzystujeay dla obszaru dyfeoaorflcznego z kule don-
kniete, z przyjetya ortogonalnya uktadea wspdtrzednych. Zaktadaay, ze
funkcja A we wzorze (15) speinia wzory (II), (14) oraz A.n m 0, a funk-
CcJ»

F(X,Y) - a(* ~kr)

) 6)
v r &uwy)

gdzie:
a - state pole wektorowe,

X - ustalony punkt obszaru V,
Y - punkt catkowania,
r - odlegtos¢ punktéow X iV,

k - stata wystepujeca we wzorze (14).

Funkcja F nie spednia zetozed regularnosclowych dla X m Y, dlatego
punkt X otaczaay kule o proaleniu & , powierzchni K, o srodka w
punkcie X. Tozsano$¢ (15) wykorzystujeay dla obszaru V - V i powierzch-
ni S + K. W granicy dla ¢(-*0 otrzyaujeay nastepujecy wzor ( [lja. 107)

AGO mk ~ F AY) * "A)j(xvy s4 M) (XEY) e

* (v @) * n(M) @I7-) xNM)1ds(Y)- an

Wprowadzany pojecie pola wektorowego gestosci warstwy petli predu M oraz

pola gestosci warstwy pojedynczej predu N, okreslonych na powierzchni S
aetalu:

M .A Xn, 16)

N - (Vx A) X n. 9

Zaktadany, zewyrazenia (18), (19) se polani wektorowynlzespolonym Kkla-

sy CQ Przyjete nazwyfunkcji M. Mdecze sie zlnterpretacjeflzyczne tych
wielkosci .
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2. Roéwnania pola elektromagnetycznego w $rodowisku powietrznym

Réwnania rézniczkowe pél elektromagnetycznych wyprowadzone dla metalu,
obowigzuje rowniez w Srodowisku powietrznym, po uwzglednieniu, ze w prze-
strzeni brak #adunkéw swobodnych (?e 0 we wzorze (3)) oraz konduktyw-
nosé-i *0 we wzorze @3).- Potencjat wektorowy spednia roéwnanie
rézniczkowe Helmholza (14) z parametrem kZ «co* 6”7, bedecym liczbe rze-
czywlete. Stosowane w praktyce czestotliwosci grzania metali se tego rze-
du, ze prawie zawsze diugos¢ fali elektromagnetycznej jest duzo wieksza w
poréwnaniu z wymiarami ukdadu z rys. 1. Przykdtadowo, dla czestotliwosci
100 000 Hz ddugos¢ fali w powietrzu wynosi 3 km. W tym przypadku rotacje
pola magnetycznego H praktycznie réwna eie zeru, poza objetoscle prze-
wodnika (w skali wymiaréw uktadu z rys. 1 pole H traktujemy jako wolno-
zmienme) . Uwzgledniajec wzory (6), (9), otrzymujemy

V»V*A -0. (20)

Poszukujemy wyrazenia cedkowego na potencjat wektorowy A, spekniajacego w
obszarze oplsujeeym przestrzeh powietrzng réwnania rézniczkowe (11),(20).
Nie ulegaja zmianie zatozenia regularnosciowe, dotyczace funkcji i1 obsza-
row. Wykorzystujemy tak Jak w punkcie poprzednim, wektorowy symetryczny
wzér Greena (15) z funkcja F (16), zaktadajac, w mysl przeprowadzonych
powyzej rozwazan, ze parametr” k m 0 (20). W tym przypadku obszar cak-
kowania znajduje sie miedzy powierzchnig S brydy metalu a powierzchnig
K sfery o promieniu R, o $rodku w poczatku uk¥adu wspédrzednych. Sfera K
obejmuje catg cewke i metsl. W niewielkiej odlegtosci od powierzchni cew-
ki Sc (klasy C2) rozpinamy powierzchnie "toroidalng™ Ke (klasy Cg), ktéra
zamyka w swym wnetrzu cewke, nie obejmujac Jednak brydy metalu - rys. 2.

Rys. 2

W ten sposéb powierzchnia Se cewki zostata wytaczona z obszaru catkowa-
nla, ktéry, Jak wida¢ z rys. 2, Jest ograniczony. Plaazczyznao?(rys. 2),
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o réwnaniu 2 = 0, dzieli obszar V na dwa podobszary dyfeomorficzne z
kule domkniete (z wyjetkiea pewnych krzywych lezecych na brzegu obszaru).

Ogranicze sie tutaj do stwierdzenia, te symetryczny wektorowy wzér Gre-
ena (15) zastosowany dla podobszaru (z catke powierzchniowe po pta-
szczyznie &€ ) nozna rozszerzy¢ na caly obszar V z wyeliminowanie» cakki
po ce . Wzér catkowy na potencjat wektorowy wyprowadzony w oparciu o wzor
(15), speiniajecy wewnetrz obszaru V réwnania (I1) i Q0) ma postac(fl]
s. 47)

A(X) * 3w ff [CACY) x N(Y)5 xv vy (r)f X+
S+K+KC

+ ((Vx A),VXx n(Y)( i) 1dS(Y). (@))
(Q9) r X,yn

W tym przypadku uwzgledniono A.n = 0. Pole wektoréw Jednostkowych n we
wzorze (21) normalnych do powierzchni S+K+Kc, Jest skierowane na zew-
netrz obszaru V. Rozpatrujec potencjat wektorowy A dla obszaru nieskonczo-
nego, nakdtadany na niego tzw. warunek regularnosci w nieskornczonosci. Za-
ktadamy, ze Jedynym zroéddem pola A se powierzchnie S i Kc  z predami
@a8), (19). Potencjat od tych predéw bedzie sume (21) dwu cakek: %

A 3 EK MEY) x vy (F)(X(Y) dS(Y)"

C

2> - S0 )Y(Dexy) «(Y).
c

Potencjaty A™ i1 A2 spelniaje w nieskonczonosci warunek

At o(ij) dla R--0° , @2

gdzie R - promien sfery K (rys. 2). W przypsdku pola Ax powyzsze wynika
z whasnosci funkcji podcatkowej (Ffi] s. 51)

vy(F)6 () dla X~oe *

natomiast warunek (22) dla pola A2 mozna wyprowadzié¢, rozwljajec funkcje
podcatkowa i/r na szereg Maclaurina ([I3 *= 53) oraz korzystajec z sy-
metrii osiowo-obrotowej pola predow N (19). Rozwiniecie multipolowe na-
tezenia pola magnetoetatycznego
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H-1VXxA
deje nastepujace oszacowanie CI1] s. 70)

H6 0(3 ) dla R—00 , 1

czyli

N
(Vx A) X n6 0*(ir) dla R— ac . 23
VRJ

A
Warunki (22), (23) oznaczaj«, ze dla R > R" istnieje dwia stale constji
const2 oraz: -

const, . . . const,
IA] < ---5-1, |](VXA) xnU ---
R RJ

Powyzsza nieréwnosci wykorzystujeay do oszacowania wielkosci catki po-
wierzchniowej po sferze K wo wzorze (21). Oazeli Rw-oe , to caltka ta
aalsje do zera. Uwzgledniajac wzéor (2I) oraz wyprowadzone nieréwnosci, o-

trzyaujeay:

I 4 const.

(Vx A) x nj ~~ J- .

7>
b) (A X n xVy R dla jvy (Jol* R
I AL AXn) XVY ¥,7 xA>xn|] =0R?2
onst. const 1 >
j-£t + ——=T2~\ 6 o(l) dla *

W wyrazeniu (21) edrzucaay wiec catke po sferze K. Rozpatrzay zachowanie
sie catki @I) po powierzchni Kc, zaaykajecej cewke (rys. 2).Najogolniej
w najblizszy» otoczeniu powierzchni S_ klasy Cg nozna zbudowaé¢ ukdad wspot-
rzednych przestrzennych, np. (u*,u2,u ). Para liczb (ul ,u2) Jeat dowolny»
punkten powierzchni S w uktadzie wspédrzednych krzywoliniowych (ul ,u ),
natoBlast wersor Wspéfrzednej l? »« W punktach pewisrzchai Sc kierunek
wektora rc jednostkowego, noraalnage de SO. Réwnania u3»C dla CS.const,
przy réznych wsrcosoiach peraaetru C, wyznaczaj? rodzine powierzchni K .
Przyj»»Jesy w punktach powisrzchai S warto$é¢ wspédrzednej u3 * 0. Catka
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(1) liczona po powierzchni (okreslonej np. wartoscig«! psraaetrow
CjCoO 1 Cg>-0) zdeza przy Cj, Cg— 0O do cakki liczonej po po-
wierzchni SQ. » funkcjach podcatkowych wzoru (21) aozany wtedy okreslic¢
nastepujace granice jednostronne:

AQ) x nY)) L _ gral,iezne wartos¢ sktadowej stycznej poten-

((Vx A Y * n(Y)) J cjatu wektorowego oraz skiadowej stycznej in-
dukcji elektronegnetycznej na Sc przy zbliza-
niu sie punktu obliczen X do Yg SC dla
u'< 0

@ &) x n(Ny” - jak wyzej, lecz punkt X zdeza na przy

((v* AT(y) x ) us3> 0.
Otrzynujeny:
CACY) x n(Y)J + (A(Y) x n(Y)F =0, 5)
(Vx A~ x n(Ni * (XA x o(DEtmiko 1Y), (26)

gdzie ¢ia - przenikalnos¢ aagnetyczna proézni.
Sciegajec powierzchnie Kg we wzorze (21) w spos6b opisany powyzej oraz
uwzgledniajec wzory (25), (26) nozeny napisa¢ ([4) s- 65)

Ile ct- M xnY)jxVv (i) +
i3 0 OL Y r (X.Y)

* F(VX A)(Yj(x *()F ﬁ,i)(X Y)J]dS(Y) -

» JRIN IV X A)(y) x =y~ tf 7 A)(y) x n(Y)fj (¢)

x.Y)
¢ Ra(y) x a(¥)f* (A(Y) x n(Y)F] xV (i) 1 ds(Y) -
X.Nij
3 3» _M . < >(X vy ds(Y). - Q@n

C

Wzér (27) okresla funkcje ciegte réwniez dli« X £ S ([3] s- 214). Po
uwzglednieniu wzorow (2i), (24), (27) potencjat wektorowy A w obszarze o-
pisujeeya Srodowisko powietrzna jcyraza sie w postaci calki po powierzchni
Betelu S i cewki 3



=Problea brzegowy analizy pola. 113

H«il VXA

(€
daj* nastepujace oszacowanie (Il11ls. 70)
H6 O (—xri1 dla -0 |,

R

czyli
(Vx A) x n 6 ,0"Mi)) dla R— oo . 23

Warunki (22), (23) oznaczaje, ze dla R > R" istnieje dwie stale const”™i
conat?2 oraz:

const, . , const_
1Al < RW—L. J(Vx A) x n < R “2-

PowyZsze nieréwnosci wykorzystujeay do oszacowania wielkosci catki po-
wierzchniowej po sferze K we wzorze (I). Oezeli R* oe , to catka ta
aaleje do zera. Uwzgledniajec wzér (21) oraz wyprowadzone nieréwnosci, o-
trzyaujeay:

I m const. /
(Vx A) x nj J- .

b) IAxn xVy (E>]< m = dla jvy 9I-

4XR2
)l "#[ (A xn) xVy & * (Vx A) * " fflds|<3r[~1~ '~ ;A
onst const-T
- + " Jj £ o(D dla R-woo . (€2))

W wyrazeniu (21) adrzucaay wiec catke po sferze K. Rozpatrzay zachowanie
sie catki @I) po powiorzchni K~», zaaykajecej cewke (rys. 2).Najogolniej
w najblizszy* otoczeniu powierzchni S. klasy nozna zbudowa¢ uktad wspot-
rzednych przestrzennych, np. (ul ,u2 ,u ). Para liczb (ul ,u2) Jest dowolny«
punktaa pawiarzchni S® w uktadzie wspotrzednych krzywoliniowych (ue ,ug ),
natooiast weraor wspédrzednej u“ »« m punktach pewierzchwi S_ kierunek
wekters «  jadneatkewege, norcalaega d* S*. Réwnania u »C dla C 6 const,
przy roznych mw»rt«$si»«H oan»**trv C, wyznaczate rodzine powierzchni K
Przyjaujewy *s punktach tpotfiayzchwi 8 wartos¢ wspotrzednej u' ®0. catka
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(1) liczona po powierzchni Kc (okreslonej np. wartosciom parsuetrow
Cj<O0O 1 C2>-0) =zdeza przy Cj, Cg— O do cakki liczonej po po-
wierzchni SQ. W funkcjach podcatkowych wzoru (21) Bozeny wtedy okreslic¢
nastepujece granice Jednostronne:

@) x n()
t(vx a )(Y) n(Y)>"

- graniczna warto$¢ ektadowej stycznej poten-
cjatu wektorowego oraz skkadowej stycznej in-
dukcji elektronegnetycznej na Se przy zbliza-
niu sie punktu obliczen x do Y£ Sc dla

}

u3< 0 >
A x n()™ jak wyzej, lecz punkt X zdeza na S przy
(O xa(® xnM/  Fs 0.
Otrzyatijeay:
fA(Y) X a(Mj™+ @ ¢ ) x n(¥)>" » 0. (25)
(V> a?@y) * "™ ¢ {v *A)Y) * n(YBFBii 0 I(YV), (26)

gdzie iiQ— przanikalnos¢ uegnetyczne proézni.
Sciegajee powierzchnie Ke we wzorze (21) w sposéb opisany powyzej oraz
uwzgledniajec wzory (25), (26) wozewy napisa¢ ([<] s. 65)

lis
F - > 1 L rd,x"(Y,ixVv <?2>( .V,

+ F(Vx AJVE x n(Mj () 1ds(Y) -
r (X,Y)J
W I{LCG- A * AT > *(V*AM ~

1ds(Y) .

* ) [IACY) x n(Y))"* (a(Y) x n(Y)Ff] * Vy (?_50( Y )i

<P (Ir) «<*>e @n

Wzér (2?) okrssla funkcje ciégle rowniez dla X £ S ([3] s- 214). Po
uwzglednieniu wzorow (21), (24), (27) potencjat wektorowy A w obszarze 0-
plsejeoye Srodowisko powietrzne wyraza sie w postaci catki po powierzchni
Mtalu S 1 cewki S,
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@) X n(M) xVY ()
*x.N

Wartosci A x n, (Vx A) x n Bozeny interpretowa¢ Jako pola gestosci pra-
dow (18), (19) okreslona aa S.

3. Sforautowanle probleau brzegowego

Okreslany granice jednostronna wartosci pél elektrycznego, nagnetycz-
nego i potencjatu wektorowego na S, przy zblizaniu sie punktu obliczeh do
punktu powierzchni S natalu:

H™, Ah - odpowiednie granice jednostronne w netalu dla Y£s,
Ep, Hp, Ap - jak wyzej, lecz w powietrzu.

Many nastepujece zaleznosci zachodzece dla punktéw Y £ S:

n x GEp—En)—O 29
nx(Hp—Hn)>O (€Y)]
G

0 « (*o€Ep - £.E.) - 0

gdzie n - pole wektoréw jednostkowych nornalnych do S, skierowanych
na zewnetrz objetosci netalu.

Zaktadany, ze powierzchniowa gesto$¢ #adunku elektrycznego jest réwna ze-
ru (nie interesuje nas zjawiska elektrostatyczne). Uwzgledniajec (12a),
(29) oraz (6), (9, (@0, (@I, otrzynujeny:

n*xAp-nxAB « O, (€2))
- (Vxa) xn-- (VXA )x nc O 33)
~o p ]
io °*Ap "i . G
Obecnie nozeny sfornutowa¢ whasciwy tutaj problea brzegowy. Pcszukujeny

rozwiezania potencjatu wektorowego A w przestrzeni na rys. 1, ktory spek-
nia:
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- w nieskonczonosci warunki (22), (23),

- wzory (32), (33), (34) dla powierzchni rozgraniczajacej metal - powie-
trze,

- wzory (26), (25) dla punktéw powierzchni cewki,

- réwnania (14), (I1) w obszarze, zajmowanym przez aetal oraz (20) (11) w
obszarze opisujacym przestrzen powietrzng (rys. 1i).

W celu rozwigzania postawionego problemu zrobiono pierwszy krok, tj.
wyprowadzono wzory catkowe (17), (28). W nastepnej kolejnosci nalezatoby:

a) sprawdzié¢, czy rozwigzania potencjatu (17), (28) speiniajg poszcze-
goélne postulaty probleau brzegowego oraz warunek symetrii osiowo-obroto-
wej (przypuszczamy, ze potencjat wektorowy jest w catej przestrzeni wek-
toren o wartosci modutu statej wzgledem wspodrzednej y? i kierunku wspod-
rzednej f ),

b) udowodnié¢ jednoznaczno$¢ i istnienie rozwigzania problemu brzegowe-
go, wykorzystujac otrzymane wzory (17), (28).

Zagadnienia te bedg tematem nastepnych publikacji.
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riPOEJIEVA KPAEBOrO AHAJIH3A CHHyCOHF1AJ1bHO-HEPEMEHHOPO
SIFFIKTPOMArHHTHOrO LOJH B BO3.HHIIHOM 11POCTPAHCTBE *
H OEJIACTH METAJIJIA

Pe3aue

B ciaTfee npeAnpHaaia nonaiKa ~opMycHpoEKH Kpee-Boii 3aAagH b npoSaeMe pac-
<ieTa 3JieKTpoMarHeTH<kecKoro boak b npoctpaHCTbe c pa3JimiHb&iH cpeASME. Pac-
cMOTpeH caymi4 BOSAymnoro npocrpaHciBa u oSaacTH MeTajiaa c “BpagaTejiBHoi+ oce-
CHVjteipHea. A-sa CHHycoaAaj i i>HO-nepei ieHHux noaefi.
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BOUNDARY PROBLEM OF THE ANALYSIS OF THE SINUSOIDALLY VARIABLE
ELECTROMAGNETIC FIELD IN THE ATMOSPHERE AND METAL VOLUME

Suamary

The paper is an atteapt to formulate the boundary problen in the que-
stion of electromagnetic field coaputation iIn the space of various aedia.
The cases of the ataosphere and area of aetals with a an axial-rotating
symmetry for sinusoidally variable fields are studied.



