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Streszczenie. Artykuł Jest próbę sfemulowanie probierni brzego- 
wego w zagadnieniu obliczania pola elektronagnetycznego w przestrze­
ni o różnych środowiskach. Rozpatruje się przypadek przestrzeni po­
wietrznej i obszaru aetalu o syeetril osiowo-obrotowej, dla pól si­
nusoidalnie zniennych.

1. Równania pola elektrowagnetycznegp wewnątrz netalu
/

Rozpatrujący układ o sywetrll osiowo-obrotowej (rys. 1).składajęey eię
z cewki o wysokości h i bryły aetalu o wysokości h. . Cewka jest opi- c o
sana powierzchnię Sc z określonę gęstośclę powierzchniowe prędu I, bę- 
dęcę polea wsktorowya wyłęcznie o składowej kętowej . W przypadku punk­
tu powierzchni cewki o współrzędnych (r ■ rQ , z « z0> f  6 R), w układzie 
współrzędnych cylindrycznych (r.^.z) zakładaay, że aoduł wektora I naleZy 
do klasy funkcji stałych: |l|Sconst. Bryła aetalu (rys. 1) opisane Jest 
obszarea wraz z brzeglea dyfsoaorflcznya z kulę doakniętę ( klasy Cj).

Rozpatrujeay rozkład pola elektronagnetycznego w aetalu w stanie usta- 
lonya sinusoidalnie zaiennya. Pole epełnia naatępujęcy układ równań (fi] , 
s. 85):

V x  H - JcoEE, ( 1 )

V x E » ( 2 )

(3)

V. B » O, (4 )

W aetalu gęstość objętościowa ładunku ę » 0 [l] s. 28. Wiel­
kości H, E,* B i D sę wektorowy«! funkcja»! punktu'w trójwymiarowej prze­



108 E. Wilczyński

strzeni euklidesowej. Przedstawiaję zespolone aaplltudy natężeń pól; ma­
gnetycznego, elektrycznego oraz indukcji aagnetycznej i elektrycznej.

Zakładamy, że ośrodek (metal) 
jest liniowy, izotropowy i jed­
norodny (ze względu na stałej, 
£, -jf - konduktywność metalu) 
(por. [l] s. 12, 13). Zachodzę 
następujęce zależności:

£m E '

Rys. 1

D

B -¿iH,

3 -JE.

Przenikalność .elektrycznę 
wzorze (l) określa wzór

£- tm - i £.

(5)

( 6 ) 

(7)

( 8 )

Wprowadzamy potencjał wektorowy A wg wzoru

B « V  x A. (9)

Po uwzględnieniu wzorów (2), (6 ) i (9) możemy obliczyć pole elektryczne ź 
następujęcej zależności

-JUA - V  /. ( 10 )

Poszukujemy potencjału wektorowego, spełniającego w obszarze metalu za­
leżność

V. A 0. ( 11 )

Przypuszczany, że pole potencjału A o własności (ll) istnieje ze względu 
na symetrię osiowo-obrotowę układu (rys. l) i zwięzanych z nim funkcji po­
la elektromagnetycznego. Pole elektryczne (10) Jest sunę wektorów Einj i 
E'stat 

Eind ■ JuA (pole wolnozniennych prędów).

"stat * (pole wolnozniennych ładunków).

(l2a) 

(12b)

Na przykładzie cewki, składajęsej się z kilku zwojów przewodu, oszacowano
wartość stosunku E . ,/E „ » w dwu strefach:ino
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а) w odległości od przewodu cewki porównywalnej z jego średnicę,
б ) w odległości wielokrotnie przewyższajęcej wyaiary cewki, ale mniejszej 

od długości fali elektromagnetycznej,
Dla cylindrycznej cewki o danych: w » 23(103 rad/s, I « 500 A, U« 185V 

L » 10-3 n, d - 5.10- 3 a, JLl» 43T10-4 H/m, n - 10, a » 0,3 «, = 5,6.107
1 /il m uzyskano następujące wyniki:

- strefa a) !fc**|(̂ T' ” °,5.
I s t a t l

l El n d I  

" s t a t l
- strefa b) S? 2 ,5,

gdzie: co» 23Tf, f - częstotliwość, I - pręd cewki, U - napięcie zasilania, 
L - minimalna odległość sąsiednich przewodów, d - średnica przewodu, ń - 
ilość zwojów, a - średnica cewki, f- konduktywność przewodu.

W dalszych rozważaniach pomijamy składnik (l2b) wzoru (10) oraz zakła­
damy, ża potencjał skalarny

<P= O (13)

w całej przestrzeni rys. 1. Problem dokładnego obliczenia pola (l2b) w 
układzie rys. 1 , jaka dość skomplikowany i obszerny, sam w sobie mógłby 
być tematem odrębnych publikacji. Interesuje nas wyłęcznie pole elektroma­
gnetyczne, którego źródłem Jest gęstość prędu cewki I,

Podstawiajęc równania (6 ), (9) i (i2a) do (l), otrzymujemy równanie róż­
niczkowe, Jakie spełnia potencjał wektorowy w obszarze zajmowanym pr*$z 
metal

V X V  x A - k2A « O, (14)

gdzie k2 » -jtóiitf.
Dla objętości metali w zakresie stosowanych częstotliwości (do kilkudzie­
sięciu tya. Hz) zachodzi we wzorze (8): f /u>»  6 . W zwięzku z powyższym
można przyjęć z dużę dokładnościę, że parametr k" we wzorze (14) Jest 
liczbę czysto urojonę. Szukamy rSzwięzania układu równać (li), (14), Ja­
kie spełnia pętanejał wektorowy A w metalu. Wykorzystamy wektorowy sy­
metryczny wzór Greena

f f f ( F  . V  x  V  x  A - A . V  x V  x  F)dV - f  ( ł  *  7  X F •  F »  7  x  A) . n  dS, 
JV  JS (15)
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gdzie:
V - obszar zaj«cwany przez aetel,
S - brzeg obszaru,
A - potencjał wektorowy wg wzoru (9) (funkcja klasy Cg),
F - dowolna funkcja wektorowa klasy Cg,
n - ciągłe pole wektorów Jednostkowych określonych na S, nornalnych do 

S, skierowanych na zewnętrz obszaru V.
Zakładany, Ze funkcje A 1 F określone sę w obszarze V wraz z brzeglea 
S. Tożsauość (15) wykorzystujeay dla obszaru dyfeoaorflcznego z kulę don- 
kniętę, z przyjętya ortogonalnya układea współrzędnych. Zakładaay, że 
funkcja A we wzorze (15) spełnia wzory (ll), (14) oraz A.n ■ O, a funk-
cj»

F(X,Y) - a,(* ^kr) . (16)
v r (x ,y )

gdzie:
a - stałe pole wektorowe,
X - ustalony punkt obszaru V,
Y - punkt całkowania,
r - odległość punktów X i Y, 
k - stała występujęca we wzorze (14).

Funkcja F nie spełnia zełożeó regularnośclowych dla X ■ Y, dlatego 
punkt X otaczaay kulę o proaleniu & , powierzchni K , o środka w
punkcie X. Tożsaność (15) wykorzystujeay dla obszaru V - V i powierzch­
ni S + K. W granicy dla ¿-*0 otrzyaujeay następujęcy wzór ( [lja. 107)

A(x) ■ k ^ f A(Y) * "^)j(xvY s4 ^ ) ( X t Y ) ♦

* (( v * a)(y) * n(Y)) (2l7 - ) (xlY)]dS(Y)- (17)

Wprowadzany pojęcie pola wektorowego gęstości warstwy pętli prędu M oraz 
pola gęstości warstwy pojedynczej prędu N, określonych na powierzchni S 
aetalu:

M . A x n, (16)

N - (V x A) X n. (19)

Zakładany, że wyrażenia (18), (19) sę polani wektorowynl zespolonym kla­
sy CQ. Przyjęte nazwy funkcji M. M łęczę się z Interpretację flzycznę tych
wielkości.
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2. Równania pola elektromagnetycznego w środowisku powietrznym

Równania różniczkowe pól elektromagnetycznych wyprowadzone dla metalu, 
obowiązuję również w środowisku powietrznym, po uwzględnieniu, że w prze­
strzeni brak ładunków swobodnych (?• 0 we wzorze (3)) oraz konduktyw- 
ność-i * 0 we wzorze (8). Potencjał wektorowy spełnia równanie 
różniczkowe Helmholza (14) z parametrem kZ «co* 6^ ,  będęcym liczbę rze- 
czywletę. Stosowane w praktyce częstotliwości grzania metali sę tego rzę­
du, że prawie zawsze długość fali elektromagnetycznej jest dużo większa w 
porównaniu z wymiarami układu z rys. 1. Przykładowo, dla częstotliwości 
100 000 Hz długość fali w powietrzu wynosi 3 km. W tym przypadku rotacje 
pola magnetycznego H praktycznie równa eię zeru, poza objętośclę prze­
wodnika (w skali wymiarów układu z rys. 1 pole H traktujemy jako wolno- 
zmienme). Uwzględniajęc wzory (6 ), (9), otrzymujemy

V » V * A - 0. (20)

Poszukujemy wyrażenia cełkowego na potencjał wektorowy A, spełniającego w 
obszarze oplsujęeym przestrzeń powietrzną równania różniczkowe (ll),(20). 
Nie ulegają zmianie założenia regularnościowe, dotyczące funkcji i obsza­
rów. Wykorzystujemy tak Jak w punkcie poprzednim, wektorowy symetryczny 
wzór Greena (15) z funkcją F (16), zakładając, w myśl przeprowadzonych 
powyżej rozważań, że parametr" k ■ 0 (20). W tym przypadku obszar cał­
kowania znajduje się między powierzchnią S bryły metalu a powierzchnią 
K sfery o promieniu R, o środku w początku układu współrzędnych. Sfera K 
obejmuje całą cewkę i metsl. W niewielkiej odległości od powierzchni cew­
ki Sc (klasy C2) rozpinamy powierzchnię "toroidalną" Ke (klasy Cg), która 
zamyka w swym wnętrzu cewkę, nie obejmując Jednak bryły metalu - rys. 2.

Rys. 2

W ten sposób powierzchnia S_ cewki została wyłączona z obszaru całkowa-c
nla, który, Jak widać z rys. 2 , Jest ograniczony. Płaazczyznao?(rys. 2 ),
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o równaniu 2 = 0 , dzieli obszar V na dwa podobszary dyfeomorficzne z 
kulę domkniętę (z wyjętkiea pewnych krzywych leżęcych na brzegu obszaru).

Ograniczę się tutaj do stwierdzenia, ±e symetryczny wektorowy wzór Gre- 
ena (15) zastosowany dla podobszaru (z całkę powierzchniowę po pła­
szczyźnie o£ ) ńożna rozszerzyć na cały obszar V z wyeliminowanie» całki 
po oę . Wzór całkowy na potencjał wektorowy wyprowadzony w oparciu o wzór 
(15), spełniajęcy wewnętrz obszaru V równania (ll) i (20) ma postać(fl] 
s. 47)

A ( X )  ‘  3 w f f  [ ( A ( Y )  x  n ( Y ) 5  x V Y ( r ) f  x +

S+K+K 1 ;c

+ (V x A),V X x n(Y)( i) IdS(Y). (2l)
(Y) r (X ,Y 11

W tym przypadku uwzględniono A.n = O. Pole wektorów Jednostkowych n we 
wzorze (2l) normalnych do powierzchni S+K+Kc , Jest skierowane na zew­
nętrz obszaru V. Rozpatrujęc potencjał wektorowy A dla obszaru nieskończo­
nego, nakładany na niego tzw. warunek regularności w nieskończoności. Za­
kładamy, że Jedynym źródłem pola A sę powierzchnie S i Kc z prędami 
(18), (19). Potencjał od tych prędów będzie sumę (2l) dwu całek: %

Ai (x) '  3? £ k M(Y) x vy ( f ) (X (Y ) dS(Y)'
C

.2<x> - .0 )(l)cx_y) «(Y).
c

Potencjały A^ i A2 spełniaję w nieskończoności warunek

A t  o(ij) dla R-~o° , (22)

gdzie R - promień sfery K (rys. 2). W przypsdku pola Ax powyższe wynika 
z własności funkcji podcałkowej (fi] s. 51)

v y (f ) 6 °(^) dla x~ oe '

natomiast warunek (22) dla pola A2 można wyprowadzić, rozwljajęc funkcję 
podcałkową i/r na szereg Maclaurina ([l3 *• 53) oraz korzystajęc z sy­
metrii osiowo-obrotowej pola prędów N (19). Rozwinięcie multipolowe na­
tężenia pola magnetoetatycznego
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H - i V x A 

deje następujące oszacowanie Cl1 | s. 70)

H 6 O (3 ) dla R— 00 , 1

czyli

N .

(V x  A) X n 6 0*(ir) dla R—  ac . (23)
v RJ

Ą

Warunki (22), (23) oznaczaj«, że dla R > R' istnieję dwia stałe constji 
const2 oraz: •

const,. . . const,
I A | <  ---5-i, |(VxA) x n U  ---

R RJ

Powyższa nierówności wykorzystujeay do oszacowania wielkości całki po­
wierzchniowej po sferze K wo wzorze (2 1). Oażeli Rw-oe , to całka ta 
aalsje do zera. Uwzględniając wzór (2l) oraz wyprowadzone nierówności, o- 
trzyaujeay:

const.
7>

■OR2

I .  4
(Vx A) x n| ^ ̂   j— ,

b) |(A x n) x V y dla jvy (|o|*
R R

C ) | ^ [ (A X n) X V Y ł , 7 x A > x n | ]

[ const. const 1 >'
 j-Ł + ---- T ^ \  6 o(l) dla *

W wyrażeniu (21) edrzucaay więc całkę po sferze K. Rozpatrzay zachowanie 
się całki (2l) po powierzchni Kc , zaaykajęcej cewkę (rys. 2 ).Najogólniej 
w najbliższy» otoczeniu powierzchni S_ klasy Cg nożna zbudować układ współ­
rzędnych przestrzennych, np. (u*,u2 ,u ). Para liczb (u1 ,u2) Jeat dowolny» 
punkt en powierzchni S w układzie współrzędnych krzywoliniowych (u1 ,u ),c 3natoBlast wersor współrzędnej u »« w punktach pewisrzchai Sc kierunek
wektora r>c jednostkowego, noraalnage de S0. Równania u3»C dla CS.const, 
przy różnych wsrcośoiach peraaetru C, wyznaczaj? rodzinę powierzchni K . 
Przyj»»Jesy w punktach powisrzchai S wartość współrzędnej u3 * O. Całka
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(2 1) liczona po powierzchni (określonej np. wartością«! psraaetrów 
C j C O  i Cg >-0) zdęża przy Cj, Cg—  0 do całki liczonej po po­
wierzchni SQ. » funkcjach podcałkowych wzoru (21) aożany wtedy określić 
następujące granice jednostronne:

(A(\ ) x n(Y)) L _ gral,iezne wartość składowej stycznej poten-
((Vx A )(y) * n(Y)) J cjału wektorowego oraz składowej stycznej in­

dukcji elektronegnetycznej na Sc przy zbliża-

(a (y ) x n(Y))" 
((V* A f(y) x

)

niu się punktu obliczeń X do Yg S dla
3 cu <  0

- jak wyżej, lecz punkt X zdęża na przy 
u3 >  0.

Otrzynujeny:

ĆA(Y) X n(Y)J + (A(Y) X n(Y)f = 0, (25)

((Vx A ) ^  x n(Y) i * ((^ X A)(y) x o(Y)t miŁo I(Y), (26)

gdzie ¿ia - przenikalność aagnetyczna próżni.
Scięgajęc powierzchnię Kg we wzorze (2 1) w sposób opisany powyżej oraz 
uwzględniajęc wzory (25), (26) nożeny napisać ([4j s. 65)

Ile ¿ t -  (Y) x n(Y) j x V v (i) +

(X ,Y)

j3_ 0 L Y r (X.Y)
0

* f(Vx A), X x *(Y)f (i) ]dS(Y) -(Y) r  (X.Y)J

» | j p j ^ | ' '| | ( ( V x  A ) ( y ) x  **̂ y ^  * t f ' 7 *  A ) ( y )  x n ( Y ) f j  ( ¿ )

♦ Ra(y) x a(Y)f * (A(Y) X n(Y)f] X V (i) 1  dS(Y) -
(X,Y)j

3 3» f[ - <” >, . dS(Y ). ' (27)^  -W r* (x,y)
C

Wzór (27) określa funkcję cięgłę również dl« X £ S_ ([3] s. 214). Po 
uwzględnieniu wzorów (2i), (24), (27) potencjał wektorowy A w obszarze o- 
pisujęeya środowisko powietrzna ¡¿yraża się w postaci całki po powierzchni 
Betelu S i cewki 3
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H « i V  x A
G*’

daj* następujące oszacowanie (ll 1 s. 70)

H 6 O (—-ir i dla R-̂ -oo ,
R

czyli

(Vx A) x n 6 ,0'^ij) dla R—  oo . (23)

Warunki (22), (23) oznaczaję, że dla R > R' istnieję dwie stale const^i 
conat2 oraz:

const, . , const_
I A l <  w-Ł. |(Vx A) x n <  T“2-R RJ

PowyZsze nierówności wykorzystujeay do oszacowania wielkości całki po­
wierzchniowej po sferze K we wzorze (2l). Oeżeli R* oe , to całka ta 
aaleje do zera. Uwzględniajęc wzór (2l) oraz wyprowadzone nierówności, o- 
trzyaujeay:

const.
~P

4XR2

I .  m /

(Vx A) x n| j— ,

b) |(A x n) x V y (£>|< ■■ ■ - dla jvy (j*-)|-

c) l ^ # [ (A x n) x V y &  * ( V x  A) * " ff]ds| < 3 r [ ~ I ^ ł ' ~ ¿ Ą

[const const-T
■— + ■ ■" j £ o(l) dla R-woo . (24)

W wyrażeniu (21) adrzucaay więc całkę po sferze K. Rozpatrzay zachowanie 
się całki (2l) po powiorzchni K^, zaaykajęcej cewkę (rys. 2 ).Najogólniej 
w najbliższy* otoczeniu powierzchni S. klasy nożna zbudować układ współ­
rzędnych przestrzennych, np. (u1 ,u2 ,u ). Para liczb (u1 ,u2) Jest dowolny«

-e g
punktaa pawiarzchni S w układzie współrzędnych krzywoliniowych (u ,u ),® *natooiast weraor współrzędnej u“ »« m punktach pewierzchwi S_ kierunek
wekters « jadneatkewege, norcalaega d* S^. Równania u »C dla C 6 const,
przy rożnych ■w»rt«śsi»«H oan»**trv C, wyznaczałę rodzinę powierzchni K .

iPrzyjaujewy *s punktach tpotfiayzchwi 8 wartość współrzędnej u «* 0. Całka
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(2 1 ) liczona po powierzchni Kc (określonej np. wartościom parsuetrów 
C j < 0  1 C2 >-0) zdęża przy Cj, Cg-— 0 do całki liczonej po po­
wierzchni SQ. W funkcjach podcałkowych wzoru (21) Bożeny wtedy określić 
następujęce granice Jednostronne:

(a(y) X n(Y))
:(vx a )(Y) n(Y)>'

}

(A(Y) X  n(Y))"
((V  x a ((y) x n(Y)/

- graniczna wartość ekładowej stycznej poten­
cjału wektorowego oraz składowej stycznej in­
dukcji elektronegnetycznej na Sę przy zbliża­
niu się punktu obliczeń x do Y£ Sc dla 
u3 < 0  >

jak wyżej, lecz punkt X zdęża na S przy
3'ua > 0.

Otrzyatijeay:

fA(Y) X a(Y) j'+ (a (y ) X n(Y)>" » O. (25)

|(V» a ?(y) * "(y)^ ♦ {(v * A )^y) * n(Y )5f Bii 0 l(Y), (26)

gdżie ¡iQ - przanikalność uegnetyczne próżni.
Ścięgajęe powierzchnię Kę we wzorze (2 1) w sposób opisany powyżej oraz 
uwzględniajęc wzory (25), (26) wożewy napisać ([<] s. 65)

lis
.3r . > | [ r“ ł , x "(Y,ixVv <?>(,.v,

+ f(Vx A.](vl x n(Y)j (i) ]dS(Y) -
r (X,Y)J

W | { [ ( (-  A)(Y) * A(Y)f * *( V * A)(Y) *

♦ [iA(Y) x n(Y))' * (a(Y) x n(Y)f] * V (¿5 ldS(Y) .. y r (X Y )j

<f)(I_r) «<*>• (27)

Wzór (2?) okrsśla funkcję ciógłę również dla X £ Sfi ([3] s. 214). Po 
uwzględnieniu wzorów (21), (24), (27) potencjał wektorowy A w obszarze 0- 
plsejęoye środowisko powietrzne wyraża się w postaci całki po powierzchni 
Mtalu S i cewki S„
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(a (Y ) X n(Y)) x V Y (¿)
(X.Y)

Wartości A x n, (V x A ) x n Bożeny interpretować Jako pola gęstości prą­
dów (18), (19) określona aa S.

3. Sforaułowanle probleau brzegowego

Określany granice jednostronna wartości pól elektrycznego, nagnetycz- 
nego i potencjału wektorowego na S, przy zbliżaniu się punktu obliczeń do 
punktu powierzchni S natalu:

H^, Ah - odpowiednie granice jednostronne w netalu dla Y£s,
Ep, Hp, Ap - jak wyżej, lecz w powietrzu.

Many następujęce zależności zachodzęce dla punktów Y £ S:

gdzie n - pole wektorów jednostkowych nornalnych do S, skierowanych 
na zewnętrz objętości netalu.
Zakładany, że powierzchniowa gęstość ładunku elektrycznego jest równa ze­
ru (nie interesuję nas zjawiska elektrostatyczne). Uwzględniajęc (l2a), 
(29) oraz (6 ), (9), (30), (3l), otrzynujeny: .

n x (E - E ) - O p n (29)

n x (H — H ) > O p nP (30)

0  •  ( * o E p  -  £ . E . )  -  0 (31)

n * x A p - n x A B « 0 , (32)

—  ( V x a )  x n - —  (V  x A ) x n c  0 
^o p ■

i  o ° * Ap ' i . (34)

(33)

Obecnie nożeny sfornułować właściwy tutaj problea brzegowy. Pcszukujeny 
rozwięzania potencjału wektorowego A w przestrzeni na rys. 1, który speł­
nia:
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- w nieskończoności warunki (22), (23),
- wzory (32), (33), (34) dla powierzchni rozgraniczającej metal - powie­

trze ,
- wzory (26), (25) dla punktów powierzchni cewki,
- równania (14), (ll) w obszarze, zajmowanym przez aetal oraz (20) (11) w 

obszarze opisującym przestrzeń powietrzną (rys. i).
W celu rozwiązania postawionego problemu zrobiono pierwszy krok, tj. 

wyprowadzono wzory całkowe (17), (28). W następnej kolejności należałoby:
a) sprawdzić, czy rozwiązania potencjału (17), (28) spełniają poszcze­

gólne postulaty probleau brzegowego oraz warunek symetrii osiowo-obroto- 
wej (przypuszczamy, że potencjał wektorowy jest w całej przestrzeni wek- 
toren o wartości modułu stałej względem współrzędnej y? i kierunku współ­
rzędnej f ),

b) udowodnić jednoznaczność i istnienie rozwiązania problemu brzegowe­
go, wykorzystując otrzymane wzory (17), (28).
Zagadnienia te będą tematem następnych publikacji.
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riPOEJIEMA KPAEBOrO AHAJIH3A C HHy C OHflAJIbHO-HEPEMEHH O PO 
SJffiKTPOMArHHTHOrO I10JIH' B B03.HHIIH0M IIPOCTPAHCTBE '
H OEJIACTH METAJIJIA

P e 3 a u e
B ciaTfee npeAnpHaaia nonaiKa ^opMycHpoEKH Kpae-Boii 3aAaqH b npoSaeMe pac- 

<ieTa 3JieKTpoMarHeTH<łecKoro boak b npoctpaHCT b e c pa3JimiHb&iH cpeASME. Pac- 
cMOTpeH caymił BOSAymnoro npocrpaHciBa u oSaacTH MeTajiaa c ‘BpaąaTejiBHoił oce- 
CHMjłeipHea. A-sa CHHycoaAajii>HO-nepeiieHHux noaefi.



Problem brzegowy analizy pola. 117

BOUNDARY PROBLEM OF THE ANALYSIS OF THE SINUSOIDALLY VARIABLE 
ELECTROMAGNETIC FIELD IN THE ATMOSPHERE AND METAL VOLUME

S u a ■ a r y
The paper is an atteapt to formulate the boundary problen in the que­

stion of electromagnetic field coaputation in the space of various aedia. 
The cases of the ataosphere and area of aetals with a an axial-rotating 
symmetry for sinusoidally variable fields are studied.


