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METODA OBLICZANIA PRADOW WIROWYCH INDUKOWANYCH
W PRZEWODZIE WALCOWYM PRZEZ PRAO SINUSOIDALNY
PLYNACY W PRZEWODZIE ROWNOLEGLYM

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode obliczania pradéw wi-
rewych wywotanych w przewodzie welcowya przez prad sinusoidalny pty-
nacy w przewodzie réwnolegtya.

W rozwigzaniu podano wzdér na gestos¢ pradu indukowanego, z u-
wzglednieniem wymiaréw, poprzecznych przewodu oraz odlegtosci Jego
osi od przewodu réwnolegtego.

1. Wstep

W przypadku dwéch lub wiecej przewodéw z pradami przemiennymi, rozmle-
szczonyai w tan sposéb, ze ich pola aagnetyczne w sposéb istotny wpiywaja
na siebie, w przewodach zachodzi zalana rozktadu wektora gestosci pradu w
przekroju poprzecznya - warunkowana dzietanlea tych p6l. Zwiekszenie nie-
rownoeiernosci rozktadu wektoréw gestosci pradu w przekroju przewodéw po-
woduje w nich zaiane strat aocy 3oule"a. To zjawisko nazywa sie zjawi-
skiea zblizenia [10j, ktérego wptyw zalezny jest od kierunku i zwrotu pra-
du w przewodach, czestotliwo$ci, ksztakltu geoaetrycznege przewodéw oraz
odlegtosSci niedzy niai.

Zalana rozktadu wektora gestosci pradu w danya przewodzie spowodowana
jest tya, ze do wektora gestosci pradu whasnego dodaje sie wektor gesto-
$ci pradu indukowanego w nim przez przemienne pole aagnetyczne pradow
przewodow sagsiednich.

W pracy tej przedstawiono aetode obliczania wektora gestosci pradu in-
dukowanego w przewodzie walcowya przez prad sinusoidalny pdynacy w prze-
wodzie réwnolegtyn. Rozpatrywany uktad, przedstawiony na rys. 1, sktada
sie z dwoch nieskonczenie dtugich, walcowych przewodéw (faza A i faza B).
Przez przewéd fazy B pdynie w kierunku osi z walcowego uktadu wspoétrzed-
nych prad sinusoidalny i_(t). Przemienne pole magnetyczne tego pradu In-
dukuje w przewodzie fazy A prad wirowy o gestosci JAB- Zaktada sie
przy tym Ql6j, ze walcowy przew6éd fazy 3 jest przewodem linearnym.
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/
Rys. 1. Walcowy przew6d fazy A ew polu magnetycznym predu fazy B

Natezenie pola magnetycznego pradu sinusoidalnego fazy 8
Z prawa przeptywu wartos¢ zespolona natezenia pola Magnetycznego w punk-

cie PA (rys. 1) od predu linearnego 1g p#ynecego w przewodzie fszy B
Jest roéwna

N 2 -

gdzie:
a - odlegtos¢ punktu PA od osi przewodu fazy 8,
Ig - warto$¢ zespolona predu ptynecego w przewodzie fazy B wkierunku
osi z i odpowiadajeca przebiegowi chwilowemu tegopredu
ig(t) *= |IbB]|sintat + 0?7Q). )

We wspédrzednych walcowych, usytuowanych w te.n sposéb, ze 0§ z pokry-
wa sie z Osie przewodu fazy A, wektor natezenia pola Magnetycznego w po-
staci zespolonej mozna przedstawi¢ jsko sume odpowiednich skdadowych rys.

D
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Z zaleznosci geometrycznych (rys. 1) oraz ze wzoru (1) otrzymuje sie

,L,Wym TB dsinS

. _ @
ABr 21T r2 + d'2 2rdcos0

wym _ XB -dcosQ
AB® " 2ST " r2 ; ,2 _ 2rdcos0’ ®

W dalszych rozwazaniach natezenie pola magnetycznego H™g"™ w postaci
(3) bedzie uwazane jako wymuszajece predy wirowe w przewodzie fazy A.

3. Natezenie pola magnetycznego w obszarze zewnetrznym przewodu fazy A

W obszarze zewnetrznym przewodu - 11 (r > R) wektor natezenia pola
magnetycznegow postaci zespolonej Jest sume wektorowe wektoréw pola
H;r. wytworzonego przez pred 1Q oraz pola magnetycznego oddziatywania
zwrotnego predoéw wirowychH°g indukowanych w przewodzie

v - (6)
W obszarze tym konduktywno$¢ /= 0 i przy pominieciu predéw przesunie-
cia pierwsze réwnanie Maxwells ma postac

rot =0. @]

Z drugiego natomiast réwnania Maxwella, droge wykonania na tym réwna-
niu operacji rotacji [li] przy speknieniu réwnania (7), otrzymuje sie wek-
torowe roéwnanie Laplace’s.

v2E°Db - °- ®)

Poniewaz wektor natezeniapola elektrycznego wrozpatrywanym zagadnie-
niu posiada tylko jedne sktadowe E°|z (zalezne od zmiennych r oraz 0),
mozna wiec réwnanie (8) sprowadzi¢ do skalarnego réwnania Laplace’s.

Stosujec metode rozdzielenia zmiennych [8jposzukuje sierozwiezania
réwnania (8) w postaci

E°Bz(r® ) r ©®
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W rozwigzaniu uzyskuje sie

. C.
f] " cjra+ L (10)
oraz
2 - C~coefiO* CjSInj&o), an
gdzie:

fi - stata rozdzielenia zniennych,

clc23'C4 « dow°lne *tate.

Ze wzgledu na to, ze natezenie pola elektrycznego przy r--oe Jest o-
granlczone, nalezy przyje¢ C, < 0.

Z warunkéw brzegowych zagadnienia (rys. i) wynika ponadto,za przy zala-
nie keta z ¢ 0 na -0 natezenie pola elektrycznego nie noze zaieniac
znaku - wiec stata C4 a O.

Jak wladoao £8], state fi ausi by¢ liczbe catkowite, gdyz sposréd roz-
wiezart (11) nalezy wybra¢ takie, ktdére speiniaje warunek: T2 (0) « 2 (0+2X)

0gélne rozwigzanie roéwnania (8), spedniajgce powyzsze zalezno$ci, aoz-
na uzyska¢ tworzec superpozycje rozwigza¢ eleaentarnych typu (9)

EABZ(r'0) "E , EZoz] ©'9) “ £ 4 Bn §# C€O8DO" (12)
ﬁ«i ﬁ—f

State Br wystepujace w rozwigzaniu (12) nalezy wyznaczy¢ z warunkoéw
brzegowych, co wykonana bedzie w dalszej kolejnosci.

Stosujac drugie rownanie flaxwella do rozwigzania (12) uzyskuje sie
wz6r na wektor natezenia pola aagnetycznego oddziatywania zwrotnego w po-
staci zespolonej

0 Q
HAI(r) 22 ~7 v »r [ 1r »Inn0- 10 cosn0]. (13)

Wektor natezenia pola aagnetycznego w obszarze zewnetrznya przewodu fa-
zy A Jest wiec réwny

/- on ot ! dsinf T
ab

B
. --V5»eZIl- 10» e-— ‘———————o
2rdcosW r2 + d2 - 2rdcosO

0%
n B

Aoyl [Lr 81""e -1Q COsn9j. 14)
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Sktadowe wektora natezenia pola Magnetycznego predu lg, okreslone wzo-
rani (4) i (5). nozna rozwine¢ w ezereg Fouriera ze «”zgledu na zaienne
0 i wtedy wzér (14) przyjnuje postac

Hlb e -Ir si-J-F + S (arn C08,fi + brn 8inn0)J +

+ 1@ + S ("n CO8n0 + >8n *

+ £ 8inn 0 - lgeoanSj. (15)
n«l J

Wsp64czynniki szsregu Fouriera we wzorze (15) okresla 8ie [2] nastepu-
jeco:

<

i f d ainQ epsn9_ Q- (16)
N J r +d - 2rdcosO

1 f d sInQ sInn6... dQ< a?)
rn A~ J r +d - 2rdcoa0

*8 LIS J 7T2025©)c0enQ .n I,&

-rr

In 4 I (r - d coSO0)sinn 9 ~ ) 19)

n r +d - 2rdcosO
-sr

HAB*(r ’0) 88t funltcJ9 nleparzyste zalennej 0 . wiec [2] wspoétczynnik
arn 7 °* ,0) Jest funkcje parzyste zniennej8 . wiec bQn * O-

Po znudnych obliczeniach, wykorzystujec netody obliczen z prac [2, 12]
oraz wzory z pracy [3], nozna wykazaé¢, ze pozostate wspoétczynniki szeregu
Fouriera se odpowiednio réwne:
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- (21)

Wobec powyzszego wzér (15), na natezenie pola Magnetycznego w obszarze
zewnetrznye przewodu fazy A, przyjmuje postaé

tor.8> - -1, £ [ & (if - -
n=1 Jn
I X n B "1
-% 2 IssfU) + rj cosnoO- @2

4. Natezenie pola magnetycznego w przewodzie fazy A
1

W obszarze I (rys. 1), tj. wewnetrz przewodu (0=S r”~R), obowiezu-
je [14] dla wektora natezenia pola elektrycznego (w postaci zespolonej na-
stepujace rownanie falowe Helmholtza

V2E13 =3 Eab" (23)

gdzie:

« = foy-f". , (24)

Natezenie pola elektrycznego ma w tyB obszarze +tylko jedne sktadowe
zalezne od zmiennych r oraz 0 , czyli

EAb ="z EABz"r @™ 25"

Wobec tego roéwnanie (23) aozna przedstawi¢ (wewspétrzednych walcowych) w
postaci skalarnego réwnania falowego Helmholtza [8].

Stosujec metode rozdzielenia zmiennych [8] poszukuje sie rozwiezania
réwnania (23) w postaci

EABz(r0) “ f3(r) f4(0)* (26)

W rozmlezanlu uzyskuje sie

13(r) * c55( <R -p) + c6y A - r)- @n
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gdzie:
N«r) -funkcja Bessela-Kelvina pierwszego rodzaju rzedu ¢ ,
Knj/jar) - funkcja Bessela-Kelvina drugiego rodzaju rzedu jb,
I5 - stata rozdzielenia zmiennych, ktdéra Jak Juz podkreslano
poprzednia punkcie Jest liczbe naturalne,
C5, Cg -dowolne state.

4 (0) C7 sinjbQ*. Cg cosfi (28)

gdzie: C7< Cg - dowolne state.

Z tego sensgo powodu co w wyrazeniu.(11l) stata C7 = 0. Ze wzgledu na
to, ze natezenie pola elektrycznego przy r—— 0 Jest ograniczone i po u-
wzglednleniu wkasciwosci funkcji Kjjf/jmr) [7] - stata C& » O.

0g6lne rozwigzanie rownania (23) przyjmuje wiec postac

E AB(rD0D) = * 12 S C,,An(R « r)cosn0. (29)
n=1 n=1

Stosujac drugie rownanie Maxwella do wzoru (29) oraz wykorzystujac [7]
relacje na pochodng funkcji Bessela-Kelvina pierwszego rodzaju rzedu n

- ALK (30)

otrzymuje sie wzdér (w postaci zespolonej) na wektor natezenia pola aagne-
tycznego w przewodzie fazy A

Hab”~*05 “ *r 3=f £ nCn7n(R.r)sinn0 +
n-1

+19 Cnl-n (™ " r) + IR"«r7n_1(|FTT)Jcosn0 . (€1

n»1 . X
5. Warunki brzegowe dlg natezenia pola magnetycznego przewodu fazy A

Przy zatozeniu réwnosci wspodczynnikéw przenikalnoscl magnetycznej bez-
wzglednej obszaru - i i ofeezsru zewnetrznego - 21

(32)
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nozna [Il uzyska¢ nastepujacy warunek brzegowy dis natezania pola aagne-
tycznego

- dla r mR
«"(RB) -H~”b(R.0). (33)

Rozpatrujec wektorowe roéwnanie (33) oddzielnie dla poszczeg6lnych jego
sktadowych - warunak brzegowy sprowadza sie do uk#adu dwoéch réwnan skalar-
nych, z ktérego wyznacza sie state C

1Bf—(R(%n 1

Ca - Nzr— (34)
r ~ 1

6. Natezenie pola elektrycznepo i gesto$¢ pradu wirowego Indukowanego w
przewodzie fazy A

Podstawlajec state Cn ze wzoru (34) do réwnania (29? wyznacza sie wek-
tor natezenia pola elektrycznego (w postaci z-eapolonej ) w przewodzie fazy
A

- R\n q /i
ea. mNnN-r-sr 2 -W 5 TftS T "’ - (35>

Wektor gestos$ci predu w postaci zespolonej indukowany w przewodzie fa-
zy A wyznaczy sie wykorzystujgac uog6lnione prawo Ohea oraz wzory (35) i
(24). Otrzyauje sie

ii f -l J
AB * tz “ABz -1z “gP*

51 \n yn({~~3arl Q

/R
W ” cosnG =

> N<

e

[ W (e omcn

Tnr \s) s-rresn
n»1 B 3
. expij 3jiv¢ssp) v prid (aR) » 166° + ofB JljeesnO, (36)

gdzie;
- aodut faakcji Besa«ls-Kelvins pierwszego rodzaju n-tego rzedu,
- nrgjieeat tej fwokcj i.

Dla ilustracji wzoru (35) na rys. 2 przedstawiono rozk#ad nodudu wek-
tora gestosci predu indukowanego w przekroju poprzeczny® przewodu aluai-
niowego 6N o R ~ 10 as, dla 8*0° i f« 50 Hz, w toaperaturze po-
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kojowej 1 w temperaturze ciektego azotu, przy réznych wartosciach stosun-
ku R/d promienia do odlegtosci od osi przewodu réwnolegtego.

Rya. 2. Rozk#ad modudtu wektora gestosci predu indukowanego w walcowym
przewodzie aluminiowym 6N, dla 0 » 0° 1 f e 50 Hz, w temperaturze po-

kojowej 1 w temperaturze ciektego azotu, przy roé6znych wyrtoé6ciach stosun-
l N
ku 3
Na rya. 3. przedstawiono rozktad modutu wektora~gestosci predu na po-
wierzchni tego przewodu, w zaleznos$ci od keta 0 walcowego ukdtadu wspot-
rzednych. Na obu powyzszych wykresach modu# gestos$ci predu wyrazono w jed-
nostkach wzglednych w stosunku do bazy okreslonej wzorem
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Rys. 3. Rozk#ad nodutu wektora gestosci predu na powierzchni walcowego
przewodu aluninlowego 6N w zaleznos$ci od keta O , dla R> 10 mm i f=50 Hz
w temperaturze pokojowej i w temperaturze ciektego azotu, przy réznych

wartosciach stosunku ¢

7. Wektor gestosci predu wirowego Indukowanego w przewodzie walcowym
fazy B przez prad linearny fazy A

W uktadzie przedstawionym na rys. 4 pred p#ynecy w fazie A indukuje w
przewodzie fazy B pred wirowy o gestosci 3.A.

Takie usytuowanie wzajemne przewodéw spowoduje zmiane wzorow okresla-
Jecych natezenie pola magnetycznego predu sinusoidalnego fazy A w stosun-
ku do wzoréw (3), () i ).

We wspoétrzednych walcowych (rys. 4) wektor natezenia pola magnetyczne-
go w postaci zespolonej Jest réwny
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Rys. 4. Walcowy przewdéd fazy B w polu magnetycznym predu fazy A

Z zaleznos$ci geometrycznych (rys. 4), po okresleniu natezenia pola ma-
gnetycznego w punkcie PQ Jako

uwym _ _A
BA = 9

wyznacza s"ie

= d sin
BAr 2%% " (40)

r2 + d2 + 2rdcosS

wym A r + dcos 1)
BAO 28T fz + d'2 + 2rdcosO

gdzie 1 - warto$¢ zespolona predu ptynecego w przewodzie fazy A w kie-
runku osi z odpowiada lace przebiegowi chwilowemu tego predu

ACD * IV sin(It 42

Postepujec dalej Jak w punkcie 3 oblicza sie natezenie pola magnetycz-
nego w obszarze zewnetrznym przewodu fazy B -HgJ. W utworzonej relacji
typu (15) zachodzi koniecznos¢ policzenia wspétczynnikédw szeregu Fourie-

ra z funkcji (40) i (41). Se one, przy tak okreslonych funkcjach i
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~BAO* réwna: arn * bgn = 0 - ze wzgledu na parzystos¢ i nieparzystosc.
trn jest okreslony wzorem (20), za$ wspotczynnik agn oOkreslony jest wzo-
rem (21) ze zmienionym znakiem.

Otrzymuje sie wtedy

-\ fiJsF ©" *“ S I]sinn0 +

+iQ s y? © - °osn0 u3)

Wewngtrz przewodu fazy B natezenie pola magnetycznego (w postaci ze-
spolonej ) okreslone Je3t réwnaniem (31),

Tworzac nastepnie roéwnanie dla warunkéw brzegowych przewodu tej fazy
typu (33)uzyskujesie uktad dwoéch roéwnan skalarnych w postaci zespolonej,
z ktérego wyznacza sie state Cn

CI T smmft \3) = “9

Postepujacdalej jak w punkcie 6 wyznacza sie wektor gestosci pradu
(w postaci zespolonej), indukowany w przewodzie fazy B przez prad li-
nearny fazy A

I T A2 [R\n 3n*z7Jar)

= -~Z-TR- 0) o0s
-X n 1 Jn-1 “
, 171" ~  /R\n Mn(nr)
= 1z -WTT 2_1U/ mTTTWI -
n«i
ePLyrin(¢Gr) “/ W -R) + 135° + * j } cosnO. (45)
Jezeli przyjaé rowno$é modudéw [IAJ = |lIg| i argumentéw O° =ce0 pradéw,

to otrzymany wzor (45) roézni¢ sie bedzie od wzoru (36) tylko znakiem.
Rozktad wektora gestos$ci pradu indukowanego (45) bedzie odpowiednio
symetryczny do rozktadéw przedstawionych na rys, 2 i rys. 3.
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8.Zakonczenie

Otrzymany przedstawiony wyzej metode wzoér (36). na gestos¢ predu Indu-
kowanego w przewodzie walcowym przez pred ptynecy w linearnym przewodzie
réwnolegtym, pokrywa sie z odpowiednim wzorem uzyskanym przez Mjejerowi-
cza w pracy [9) poprzez wprowadzenie skalarnego potencjatu magnetycznego
w postaci zespolonej i réwnania Helmholtza w metodzie kolejnych przybli-
zen. Wzor ten uzyskat roéwniez Manneback w pracy [6j na drodze wprowadze-
nia 1 rozwiezaoia roéwnania catkowego. Za Mannebackiem cytuje go wzdér) Ro-
licz w pracy [I13]."

Dla n =1 wzér (36) przyjmuje postac

T ~Jm . -jmr) - "
3ab klz - a- - 'br—jm1‘T 003 - ,46)

Wz6r (46) pokrywa sie z odpowiednim wzorem uzyskanym przez Kadena w
pracy [4] dla przewodu pretowego, umieszczonego w réwnomiernym polu magne-
tycznym okreslonym z prawa przeptywu wzorem

@)

Otrzymane rozwiezanie na wektor gestosci predu indukowanego w przewo-
dzie walcowym w postaci wzoru (36) Jest zatem rozwigzaniem og6lnym, gdyz
nie wymaga stosowania zatozenie upraszczajgcego, dotycSecego zewnetrznego
pola magnetycznego oddziatywajgcego na przewdd.
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METOfl PACHETA BHXPEBHX HABE"EHHUX TOKOB 3 UHJIHHfIPHHECKOM nPOBOJE
HEPE3 CBHyCOHUAIJIbHUM TOK nPOTEKAKIUHft B IIAPAJIJIEJIbHOM nPOBOHE

P e 3c me

B ciaTte npe”ciaBzeH ueioA pacijeTa BnxpeBax HaBejteHHtix tokob b bhjihhaph-
gecKom npoBo”e nepe3 cmHycoHflaxbHuft tok, npoieKaB”Hit b napaxaejibHOM nposo-
Ae. B pemeHHH ”“aHa (Jopuyza Ha hjiothoctb HaBe”eHHoro TOKa ¢ yneiou nonepen-

hmx pa3»iepoB npoBOAa, a TaKKe paccToaHiiit ero och ot napaouieiBHoro npoBO"a

THE METHOD OF CALCULATION OF EDDY CURRENTS INDUCED
BY THE SINUSOIDAL CURRENT OF THE PARALLEL CONDUCTOR
IN THE CYLINDER CONDUCTOR

Summary

The method of calculation of eddy current produced by sinusoidal cur-
rent of the parallel conductor was presented in this paper.

The formula for computation of density of the induced current was gi-
ven. The transverse dimensions and the distance between the axis of the
conductor and the axis of the parallel conductor were taken into account.



