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Streszczenie. W pracy przedstawiono metodę obliczania prądów wi- 
rewych wywołanych w przewodzie welcowya przez prąd sinusoidalny pły­
nący w przewodzie równoległya.

W rozwiązaniu podano wzór na gęstość prądu indukowanego, z u- 
względnieniem wymiarów, poprzecznych przewodu oraz odległości Jego 
osi od przewodu równoległego.

1. Wstęp

W przypadku dwóch lub więcej przewodów z prądami przemiennymi, rozmle- 
szczonyai w tan sposób, że ich pola aagnetyczne w sposób istotny wpływają 
na siebie, w przewodach zachodzi zalana rozkładu wektora gęstości prądu w 
przekroju poprzecznya - warunkowana dziełanlea tych pól. Zwiększenie nie- 
równoeierności rozkładu wektorów gęstości prądu w przekroju przewodów po­
woduje w nich zaianę strat aocy 3oule'a. To zjawisko nazywa się zjawi- 
skiea zbliżenia [lOj, którego wpływ zależny jest od kierunku i zwrotu prą­
du w przewodach, częstotliwości, kształtu geoaetrycznege przewodów oraz 
odległości niędzy niai.

Zalana rozkładu wektora gęstości prądu w danya przewodzie spowodowana 
jest tya, że do wektora gęstości prądu własnego dodaje się wektor gęsto­
ści prądu indukowanego w nim przez przemienne pole aagnetyczne prądów 
przewodów sąsiednich.

W pracy tej przedstawiono aetodę obliczania wektora gęstości prądu in­
dukowanego w przewodzie walcowya przez prąd sinusoidalny płynący w prze­
wodzie równoległyn. Rozpatrywany układ, przedstawiony na rys. 1, składa 
się z dwóch nieskończenie długich, walcowych przewodów (faza A i faza B). 
Przez przewód fazy B płynie w kierunku osi z walcowego układu współrzęd­
nych prąd sinusoidalny i_(t). Przemienne pole magnetyczne tego prądu ln- 
dukuje w przewodzie fazy A prąd wirowy o gęstości J A B - Zakłada się 
przy tym Ql6j, że walcowy przewód fazy 3 jest przewodem linearnym.
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Z prawa przepływu wartość zespolona natężenia pola Magnetycznego w punk­
cie PA (rys. l) od prędu linearnego Ig płynęcego w przewodzie fszy B 
Jest równa

uwya s
AB “ 2ICa* - {1)

gdzie:
a - odległość punktu PA od osi przewodu fazy 8,
Ig - wartość zespolona prędu płynęcego w przewodzie fazy B w kierunku

osi z i odpowiadajęca przebiegowi chwilowemu tego prędu

ig(t) *= | IbB| sintat + o?g). (2)

We współrzędnych walcowych, usytuowanych w te.n sposób, że oś z pokry­
wa się z Osię przewodu fazy A, wektor natężenia pola Magnetycznego w po­
staci zespolonej można przedstawić jsko sumę odpowiednich składowych rys. 
l)

/
Rys. 1. Walcowy przewód fazy A • w polu magnetycznym prędu fazy B

Natężenie pola magnetycznego prądu sinusoidalnego fazy 8
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Z zależności geometrycznych (rys. l) oraz ze wzoru (l) otrzymuje się

(4)

(5)

W dalszych rozważaniach natężenie pola magnetycznego H ™ g "  w postaci
(3) będzie uważane jako wymuszajęce prędy wirowe w przewodzie fazy A.

3. Natężenie pola magnetycznego w obszarze zewnętrznym przewodu fazy A

W obszarze zewnętrznym przewodu - II (r > R) wektor natężenia pola
m a g n e t y c z n e g o w  postaci zespolonej Jest sumę wektorowę wektorów pola
H ; r .  wytworzonego przez pręd IQ oraz pola magnetycznego oddziaływania
zwrotnego prędów wirowych H ° g  indukowanych w przewodzie

'  ; (6 )

W obszarze tym konduktywność / =  0 i przy pominięciu prędów przesunię­
cia pierwsze równanie Maxwells ma postać

rot = 0. (7)

Z drugiego natomiast równania Maxwella, drogę wykonania na tym równa­
niu operacji rotacji [li] przy spełnieniu równania (7), otrzymuje się wek­
torowe równanie Laplace’s.

v 2 E ° b - °- (8)

Ponieważ wektor natężenia pola elektrycznego w rozpatrywanym zagadnie­
niu posiada tylko jednę składowę E°|z (zależnę od zmiennych r oraz 0), 
można więc równanie (8) sprowadzić do skalarnego równania Laplace’s.

Stosujęc metodę rozdzielenia zmiennych [8j poszukuje się rozwięzania
równania (8) w postaci

„wym TB ________ dsinS
ABr = 2jT * 2 .2 _ . ~r + d 2rdcos0

wym _ XB -dcosQ
AB® " 2ST ' r2 ; ,2 _ 2rdcos0’

E°Bz(r'0) r (9)
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W rozwiązaniu uzyskuje się

oraz

. C.
fl ’ Cir/a +  “7  (10)
1 1 ' rfi

f2 - C^coefiO* CjSlnj&G), (11)

gdzie:
fi - stała rozdzielenia zniennych,

C1 ’C2 'C3 ’ C4 “ dow°lne *tałe.
Ze względu na to, że natężenie pola elektrycznego przy r-— oe Jest o- 

granlczone, należy przyjęć C, • 0.
Z warunków brzegowych zagadnienia (rys. i) wynika ponadto,ża przy zala­

nie kęta z ♦ 0  na - 0  natężenie pola elektrycznego nie noże zaieniać 
znaku - więc stała C4 a 0.

Jak wladoao £8], stałe fi ausi być liczbę całkowitę, gdyż spośród roz- 
więzart (ll) należy wybrać takie, które spełniaję warunek: f2 (0) « f2 (0+2X) 

Ogólne rozwiązanie równania (8), spełniające powyższe zależności, aoż- 
na uzyskać tworzęc superpozycję rozwiązać eleaentarnych typu (9)

EAB z(r'0) " E  EZ  J r '9) “ £  Bn ^  CO8D0' (12)_  ą A oZII _  d I*n«l n-1

Stałe Br występujące w rozwiązaniu (12) należy wyznaczyć z warunków 
brzegowych, co wykonana będzie w dalszej kolejności.

Stosując drugie równanie flaxwella do rozwiązania (12) uzyskuje się 
wzór na wektor natężenia pola aagnetycznego oddziaływania zwrotnego w po­
staci zespolonej

oO Q
H A l (r>0) ’ 2 ~ 7 v » r [ 1r »l n n 0 - 10 cosn0]. (13)

Wektor natężenia pola aagnetycznego w obszarze zewnętrznya przewodu fa­
zy A J est więc równy

I «  ' i
ljII/- o\ t B dsin@ B r - dcos©
ab . - -V 5» • zrr? — 10 »  • - — :--------  ♦

2rdcosW r2 + d2 - 2rdcos0

O<ó
n B

^  '<¿1 [1r 8l""e - 1Q  COsn9j. (14)
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Składowe wektora natężenia pola Magnetycznego prędu Ig , określone wzo- 
rani (4) i (5). nożna rozwinęć w ezereg Fouriera ze «^zględu na zaiennę 
0 i wtedy wzór (14) przyjnuje postać

H I b • -Ir s i - J - F  + S  (arn C08,fi + brn 8inn0)J  +

+ 1 ®  + S  (^ n  CO8n0 + >§n *

+ £  8inn 0  - IgeoanSj. (15)
n«l J ‘

Współczynniki szsregu Fouriera we wzorze (15) określa 8ię [2] następu- 

jęco:

<7T
i  f d ainQ ę psn9 _  Q . (l6)
^  J r + d - 2rdcos0

1 f d slnQ slnn6... dQ< (l?)
rn ^  J r + d - 2rdcoa0

ST >

1 i (r - d cos©)coenQ .n*8- ' * J 7 r Z — ',8>
-rr

In 4  I (r - d coS0)sinn_9  ̂  ' (l9)
^  J r + d - 2rdcos0 
-sr

HAB*(r ’0) ^88t funltcJ9 nleparzystę zalennej 0  . więc [2] współczynnik
arn ” °* ,0) Jest funkcję parzystę zniennej8  . więc bQn * 0-

Po żnudnych obliczeniach, wykorzystujęc netody obliczeń z prac [2, 12] 
oraz wzory z pracy [3], nożna wykazać, że pozostałe współczynniki szeregu 

Fouriera sę odpowiednio równe:
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='

O dla n = O 

_n-l

Z. Płatek

(21)

dla n jk o.

Wobec powyższego wzór (15), na natężenie pola Magnetycznego w obszarze 
zewnętrznye przewodu fazy A, przyjmuje postać

t O r . 8 >  - - 1„ £  [ &  ( i f  - -
n=l J ^

I X  n B "I
- %  2  Is s f U )  ł rj cosn0- (22)

4. Natężenie pola magnetycznego w przewodzie fazy A
I

W obszarze I (rys. l), tj. wewnętrz przewodu (0=S r ^ R ) ,  obowięzu- 
je [14] dla wektora natężenia pola elektrycznego (w postaci zespolonej na­
stępujące równanie falowe Helmholtza

v 2 E I 3 = 3 Eab' (23)

gdzie:

« = foy-f'. , (24)

Natężenie pola elektrycznego ma w tyB obszarze tylko j ednę składowę 
zależnę od zmiennych r oraz 0  , czyli

E Ab = ^z EABz^r'®̂ ' 2̂5^

Wobec tego równanie (23) aożna przedstawić (we współrzędnych walcowych) w
postaci skalarnego równania falowego Helmholtza [8].

Stosujęc metodę rozdzielenia zmiennych [8] poszukuje się rozwięzania 
równania (23) w postaci

. •

EABz(r'0) “ f3 (r) f4 (0)* (26)

W rozmlęzanlu uzyskuje się

ł3 (r) * c5j(b < R - p) + c6y ^ - r ) - (27)
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gdzie:
^ « r )  - funkcja Bessela-Kelvina pierwszego rodzaju rzędu ¿5 ,

K^j/jar ) - funkcja Bessela-Kelvina drugiego rodzaju rzędu ¡b ,
|5 - stała rozdzielenia zmiennych, która Jak Już podkreślano

poprzednia punkcie Jest liczbę naturalnę,
C5 , Cg - dowolne stałe.

f4 (0) C7 sinjbQ*. Cg cosfi (28)

gdzie: C7< Cg - dowolne stałe.

Z tego sensgo powodu co w wyrażeniu.(11) stała C7 = O. Ze względu na 
to, że natężenie pola elektrycznego przy r——  0 Jest ograniczone i po u- 
względnleniu właściwości funkcji Kjjf/jmr) [7] - stała C& » 0.

Ogólne rozwiązanie równania (23) przyjmuje więc postać

E A B (r'0) ■ * 1 2 S  C„^n(R « r)cosn0. (29)
n=l n=l

Stosując drugie równanie Maxwella do wzoru (29) oraz wykorzystując [7] 
relację na pochodną funkcji Bessela-Kelvina pierwszego rodzaju rzędu n

- ^ +l (k^  (30)

otrzymuje się wzór (w postaci zespolonej) na wektor natężenia pola aagne- 
tycznego w przewodzie fazy A

H a b ^ * 05 “ *r 3=f £  nCn7n ( R . r ) s i n n 0  + 
n-1

+ 1 9  Cn[-n::fn (^ " r) + lR'«r7n_1 (|FTT)Jcosn0 . (3l)
‘ n»l . x

5. Warunki brzegowe dlą natężenia pola magnetycznego przewodu fazy A

Przy założeniu równości współczynników przenikalnoścl magnetycznej bez­
względnej obszaru - i i  ofeezsru zewnętrznego - 21

(32)



>

nożna [ll uzyskać następujący warunek brzegowy dis natężania pola aagne-
tycznego

- dla r ■ R

« " ( R B )  - H ^ b (R.0). (33)

Rozpatrujęc wektorowe równanie (33) oddzielnie dla poszczególnych jego 
składowych - warunak brzegowy sprowadza się do układu dwóch równań skalar­
nych, z którego wyznacza się stałę C
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1B f - ( R \ n 1 

r  ^ 1
Ca - (*)  ^ = r —  (34)

6. Natężenie pola elektrycznepo i gęstość prądu wirowego Indukowanego w 
przewodzie fazy A

Podstawlajęc stałę C ze wzoru (34) do równania (29? wyznacza się wek-n ✓
tor natężenia pola elektrycznego (w postaci z-eapolonej ) w przewodzie fazy
A

r-I * (R\n q / —  i
e a . ■ n - r - s r  2 - W  5” T f t S T " ’ • (J5>

Wektor gęstości prędu w postaci zespolonej indukowany w przewodzie fa­
zy A wyznaczy się wykorzystując uogólnione prawo Ohea oraz wzory (35) i 
(24). Otrzyauje się

ii f -I J V 5! /R\n y n ('^~3arl Q
AB * t z  “ABz -1 z “gP* Z j W      ”  cosnG =

n - l  )

j  W  " ^  (* \n Mn(*r)
■ \  T n r  \s) s-rresn

n»l "” ł

ij jjji^Cssr) - © ri_i (aR) ♦ 155° + ofBJjcosn0,. exp.j J|i^„(*!r) " j^„_i * 155 + °fB |jcosn0, (36)

gdzie;
- aoduł faakcji Besa«ls-Kelvins pierwszego rodzaju n-tego rzędu,
- nrgjieeat tej • fwokcj i.

Dla ilustracji wzoru (35) na rys. 2 przedstawiono rozkład nodułu wek­
tora gęstości prędu indukowanego w przekroju poprzeczny® przewodu aluai- 
niowego 6N o R ~ 10 as, dla 8 * 0 °  i f « 50 Hz, w toaperaturze po­
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kojowej 1 w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych wartościach stosun­
ku R/d promienia do odległości od osi przewodu równoległego.

Rya. 2. Rozkład modułu wektora gęstości prędu indukowanego w walcowym 
przewodzie aluminiowym 6 N , dla 0  » 0° 1 f • 50 Hz, w temperaturze po­
kojowej i w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych wyrtoóciach stosun-

1 ^ 
ku 3

Na rya. 3. przedstawiono rozkład modułu wektora~gęstości prędu na po­
wierzchni tego przewodu, w zależności od kęta 0  walcowego układu współ­
rzędnych. Na obu powyższych wykresach moduł gęstości prędu wyrażono w jed­
nostkach względnych w stosunku do bazy określonej wzorem
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Rys. 3. Rozkład nodułu wektora gęstości prędu na powierzchni walcowego 
przewodu aluninlowego 6N w zależności od kęta 0 , dla R > 10 ■■ i f=50 Hz 
w temperaturze pokojowej i w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych

p
wartościach stosunku g-

7. Wektor gęstości prędu wirowego Indukowanego w przewodzie walcowym 
fazy B przez prąd linearny fazy A

W układzie przedstawionym na rys. 4 pręd płynęcy w fazie A indukuje w
T

przewodzie fazy B pręd wirowy o gęstości 3 „ A.
dA

Takie usytuowanie wzajemne przewodów spowoduje zmianę wzorów określa- 
Jęcych natężenie pola magnetycznego prędu sinusoidalnego fazy A w stosun­
ku do wzorów (3), (4) i (5 ).

We współrzędnych walcowych (rys. 4) wektor natężenia pola magnetyczne­
go w postaci zespolonej Jest równy
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Rys. 4. Walcowy przewód fazy B w polu magnetycznym prędu fazy A

Z zależności geometrycznych (rys. 4), po określeniu natężenia pola ma­
gnetycznego w punkcie PQ Jako

uwym _ _A 
BA ■ (39)

wyznacza s'ię

= _Ą
BAr 23T '

d sin

r2 + d2 + 2rdcosS
(40)

wym A ________
BA0 2ST ' _2 .2

r + dcos
r + d‘‘ + 2rdcos0

(41)

gdzie I - wartość zespolona prędu płynęcego w przewodzie fazy A w kie­
runku osi z odpowiada 1acę przebiegowi chwilowemu tego prędu

iA (t) * I V !  sin(‘Jt (42)

Postępujęc dalej Jak w punkcie 3 oblicza się natężenie pola magnetycz­
nego w obszarze zewnętrznym przewodu fazy B - H g J .  W utworzonej relacji 
typu (15) zachodzi konieczność policzenia współczynników szeregu Fourie­
ra z funkcji (40) i (41). Sę one, przy tak określonych funkcjach i
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^BA0* równa: arn * bgn = O - ze względu na parzystość i nieparzystość.
t>rn jest określony wzorem (20), zaś współczynnik agn ókreślony jest wzo­
rem (2l) ze zmienionym znakiem.

Otrzymuje się wtedy

-  \  f i J s F  © "  * “ S l ] s in n 0  +

+iQ s  y ?  ©  - °osn0 u3)

Wewnątrz przewodu fazy B natężenie pola magnetycznego (w postaci ze­
spolonej ) określone Je3t równaniem (31),

Tworząc następnie równanie dla warunków brzegowych przewodu tej fazy 
typu (33) uzyskuje się układ dwóch równań skalarnych w postaci zespolonej,
z którego wyznacza się stałę Cn

c____________________________-______ (44)n srmft \3)

Postępując dalej jak w punkcie 6 wyznacza się wektor gęstości prądu
(w postaci zespolonej), indukowany w przewodzie fazy B przez prąd li­
nearny fazy A

-,1 1 -,1 IA'fr T" ^2, [R\n 3 n '. Z7Jar)
= °BAz - ~1z -TR—  2  U) cos

-X n=l Jn-1 “

, 1 ^ 1 "  ^  /R\n M n (nr)
= _1z - W T T  2 _ 1 U /  m T T T W I  •

n«i

{j[i,n (,r) " / W -R ) + 135° + * j }  cosn0. (45)exp-

Jeżeli przyjąć równość modułów |IA J = |lg| i argumentów 0̂  =cę0 prądów, 
to otrzymany wzór (45) różnić się będzie od wzoru (36) tylko znakiem.

Rozkład wektora gęstości prądu indukowanego (45) będzie odpowiednio 
symetryczny do rozkładów przedstawionych na rys, 2 i rys. 3.
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8.Zakończenie
\

Otrzymany przedstawiony wyżej metodę wzór (36). na gęstość prędu Indu­
kowanego w przewodzie walcowym przez pręd płynęcy w linearnym przewodzie 
równoległym, pokrywa się z odpowiednim wzorem uzyskanym przez Mjejerowi- 
cza w pracy [9j poprzez wprowadzenie skalarnego potencjału magnetycznego 
w postaci zespolonej i równania Helmholtza w metodzie kolejnych przybli­
żeń. Wzór ten uzyskał również Manneback w pracy [6j na drodze wprowadze­
nia i rozwięzaoia równania całkowego. Za Mannebackiem cytuje go wzór) Ro- 

licz w pracy [l3].'
Dla n = 1 wzór (36) przyjmuje postać

T ~J■ .( -jmr) - '
3 ab k 1 z — ar—  • " r - j m T T 003 • ,46)o

Wzór (46) pokrywa się z odpowiednim wzorem uzyskanym przez Kadena w 
pracy [4] dla przewodu prętowego, umieszczonego w równomiernym polu magne­
tycznym określonym z prawa przepływu wzorem

>(47)

Otrzymane rozwięzanie na wektor gęstości prędu indukowanego w przewo­
dzie walcowym w postaci wzoru (36) Jest zatem rozwiązaniem ogólnym, gdyż 
nie wymaga stosowania założenie upraszczającego, dotycSęcego zewnętrznego 
pola magnetycznego oddziaływającego na przewód.

i
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METOfl PACHETA BHXPEBHX HABE^EHHUX TOKOB 3  UHJIHHflPHHECKOM nPO B O JE

HEPE3 CBHyCOHUAJIbHUM TOK nPOTEKAKlUHft B IIAPAJIJIEJIbHOM nPOBOHE

P  e  3 c  m e

B c i a T t e  n p e ^ c i a B z e H  ueioĄ  p a c i j e T a  B n x p e B ą x  H aB ejteH H tix  t o k o b  b b h j ih h a p h -

qecK om  n p o B o ^ e  n e p e 3  cm H y co H flax b H u ft t o k ,  n p o ie K a B ^ H ił  b n a p ax a e jib H O M  n p o s o -

A e .  B pemeHHH ^ a H a  ( J o p u y z a  H a h j io t h o c t b  H a B e ^ e H H o ro  TOKa c  y n e i o u  n o n e p e n -

h m x  p a 3 » ie p o B  n p o B O A a , a  TaK K e p a c c T o a H ii i t  e r o  o c h  o t  n a p a o u ie iB H o r o  n p o B O ^ a .

THE METHOD OF CALCULATION OF EDDY CURRENTS INDUCED 
BY THE SINUSOIDAL CURRENT OF THE PARALLEL CONDUCTOR 
IN THE CYLINDER CONDUCTOR

S u m m a r y

The method of calculation of eddy current produced by sinusoidal cur­
rent of the parallel conductor was presented in this paper.

The formula for computation of density of the induced current was gi­
ven. The transverse dimensions and the distance between the axis of the 
conductor and the axis of the parallel conductor were taken into account.


