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0 GENERACJI N-WROTNIKOW RLCZ POSIADAJACYCH
MINIMALNY NBKALNIK WRAZLIWOSCI

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode generacji réwnowaz-
nych n-wrotnikéw RLCZ posiadajacych minimalny wskaznik wrazliwosci.
Przez powigkszenie liczby wez+éw obwodu minimum absolutne wskaznika
wrazliwosci moze by¢ zmniejszane. Stwarza to mozliwo$¢ generowania

obwodéw o dowolnie matym wskazniku wrazliwosci. Algorytm generacji
oparto na teorii obwodéw ciegle réwnowaznych i programowaniu linio-
wym.

1. Wprowadzenie

Teoria obwodéw ciegle réwnowaznych opracowana przez Schoefflera dla
obwodéw pasywnych, odwracalnych (RLC) [1] i rozszerzona na obwody pasywna,
nieodwracalne (RLCZ) [2] moze stanowi¢ podstawe minimalizacji wrazliwo-
Sci tych uktadéw. W pracy rozwaza sie mozliwo$s¢ generowania roéwnowaznych
n-wrotnikéw RLCZ posiadajgcych dowolnie maty wskaznik wieloparametrowej

wrazliwosci funkcji H obwodu, postaci:

@

Jest to mozliwe na skutek tego, ze minimum absolutne wskaznika maleje przy

powiekszaniu rozmiaréw obwodu (liczby wez#6w). Podstawe proponowanego al-

gorytmu minimalizacji wskaznika $ jest koncepcja obwodéw cigegle réwnowaz-
nych i programowanie liniowe.

2. Obwody RLCZ ciagle réwnowazne

Rozwaza sie n-wrotniki RLCZ o n+1 zaciskach, N weztach niezaleznych
(N>n), o wspélnym dla wszystkich wejs¢ zacisku odniesienia, zawieraja-
cych cztery typy elementéw: oporniki, cewki bez sprzezen, kondensatory i
zyratory rezystancyjne, pasywne. Wspo6lny dla“wszystkich wejs¢é =zacisk od-
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niesienia stanowi
cych w uktadzie (rys.

.
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takze wspélny wezet dla wszystkich zyratoréw wystepuja-

Zaktadajac,

ze zacisk n+l

stanowi ,

wezet odniesienia,

macierz

admitancji

wezdowych (macierz weztowa) jest roéwna

Y] -t6] +f W + pM

+ [s]

gdzie:
p - czestotliwos¢ zespolona.

Symetryczne macierze [0] ,[r] .,

1

(2)

re-

prezentuja odpowiednio:

konduktancjeo-

pornikow,

odwrotnosci

indukcyjnosci

ce-

wek,

pojemnosci

kondensatoroéw.

Skos$nie

symetryczna macierz [gj odpowiada kon-

duktancjom zyracji
n-wrotniki RLCZ nazywamy réwnowaznymi, jezeli

p = jco posiadajg te samg macierz admitancyjnag

Oezeli jV0j oznacza macierz wezdtowg obwodu
miast [y] macierz weztowe obwodu zwanego dalej

se rownowazne, gdy:

M- W t [yIM-

gdzie £aJ jest nieosobliwe macierzg kwadratowa

wistych elementach 1 postaci:
u 0
Al = b
0 _ R Neo
n
w ktorej :
U = [Ul - macierz jednostkowa,
0 = [0j - maeierz zerowa,
Q, R - dowolne podmacierze.

Transformacja (3) zwana w teorii

nym byta pierwotnie wprowadzona przez Cauera i
[31. [41-
Zaktadajac,

ze macierz [a] ma postac:

1 = [u] + [91AZ.

gdzie:
Z - zmienna niezalezna,

dla dowolnej

M -

zwanego pierwotnym,

macierzy przeksztatceniem

zyratorow.

wartosci
\
nato-

réwnowaznym, to obwody te
@

(NxN) o statych 1 rzeczy-
@)

kongruent-

Howitta dla uktadéw RLC
®)
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to dlaAZ --0 transformacja (3) przyjmie posta¢ roéwnania rézniczkowego [M

Hf [ve>] = [b]° [y(D)J + [y (@] [a] (62)

z warunkiem poczgtkowym

(6b)
Macierz [b] jest postaci:
0 o o
) b+l N "7a)
NI NN
dzie: 7b
g bijl (7)

Macierz [yCM)] , bedaca rozwigzaniem ukdadu réwnan (6), jest macierza
weztowg reprezentujaca obwéd zwany ciaggle réwnowaznym. Uwzgledniajac za-
leznos¢ (2) #+tatwo zauwazyé¢, ze uktad roéwnan (6) jest stuszny rowniez dla
kazdego typu elementéw ukdtadu oddzielnie, uprowadzajgc wektory parametroéw
elementéw [enJ, £ep]- [e”] » [eg] = rozdzielajac na czesSci wyrazenie (6) we-
dfug poteg p i korzystajac z whasnosci macierzy [c]-[r] - Icl- [dl o-
trzymuje sie:

[e6m] = [M [6(D)]

[er Cr)] == [M] [er (i)]
®

[MI1[ecrt)d
[eg (D1 = [HI[-9(M]

odzie:
"W -37 W =

[ex (0)] = texo] .
xe lg, r , C, Qj-

Wymiary wektoroéw:

dim J = dim [ep J= dim [e”] t dim [eJ

gdzie -ji»"~(Ntl), Nzl n(h-i).
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Elementy macierzy [m] i [©J se kombinacjami liniowymi wspédrzednych
wektora b okreslonego nastepujeco:

b = [n+l, 1" bn+l 2. ... bNNT * rhi* b2 by ] ©®
y*
£ 27 >
93
) d
ys
9
i t |
Ry3. 2

Na przyk#ad, dla czwérnika przedstawionego na rys. 2 wektory parametrow
elementéw oraz macierze [m] i £n] maje posta¢ W *

[el - [VI- y2" y3" y4* y5,y6] dla bol" W * [ec]
v " [91" 92° 93
o 0 b3l O (b31+b32+b33) 0
o 0 b32 0 0 » (b31+b32+b33)
] 0 0 baptbgnat2byy 0 h314h32+b33 b31+b32+b33
0 0 0 0 b32 b31
0 0 _px; 0 bag3=Pgy b3l
0 0y 0 -b32 b33-b32
0 pz2 Py
[n] 0 b33 0
0 o b
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Rozwigzanie dowolnego z uktadéw (8) ma postac:

[ex(1)] = exp (M) [EXQ] - [u] ¢ 2 ij ([mK [exJ (10)
k=1

Oezeli X jest mate, to wystarczajgco doktadne rozwigzanie otrzymamy
uwzgledniajac tylko pewng liczbe wyrazéw szeregu. Na przyktad, jesli k=4;
X = 0,01, to dokkadno$¢ rozwigzania jest rzedu 10-& [2]. Metoda obwoddéw
ciaggle réwnowaznych pozwala roéwniez oblicza¢ w prosty sposéb wrazliwosci

i dowolnej funkcji H(p) (transmitancji, immitancji) obwodu réwnowazne-
gglna zmiany parametréw el (i = 1,2;. .. ) elementéw obwodu. Mozna mia-
nowicie wykaza¢ [1], [2], ze dla obwodéw RLC2 cigagle réwnowaznych spe#nio-
ne sa uktady roéwnan:

K1 --M* M ([g --M* hd). (11)

gdzie:

oznacza wektor wrazliwosci potwzglednych 5 dla elementéw jednego typu

s - ft . 12

dim[gx] -9 dim [qgj =?

V/ynika stad, ze rozwigzujac uktady réwnan (8) i (Il).otrzymujemy zbior
wartosci parametréw.elementéw i odpowiednich wrazliwosci obwodu réwnowaz-
nego. Obwéd pierwotny i1 jego wrazliwosSci reprezentujg warunki poczatkowe
tych réwnan. Stwarza to mozliwo$¢ generowania obwodéw réwnowaznych z Jed-
noczesna minimalizacja wrazliwosci.

3. Wskaznik wrazliwosci

Jako wskaznik wieloparametrowej wrazliwosci funkcji obwodu H<p) przy
okreslonej czestotliwosci przyjeto nastepujaca wielkosc¢:
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gdzie:

H 0 M/H i OH _
e =557 =- 8i"=¢eiV" 14

oznacza wrazliwos¢ wzgledne funkcji H ria zmiany parametru e~ B]. na-
tomiast k™ - wspédczynnik wagowy.

Mozna wykaza¢ [2 ,6], ze tak okreslony wskaznik wrazliwosci stanowi mia-
re wariancji modutu wzglednego przyrostu funkcji obwodu powodowanego przy-
padkowymi zmianami warto$ci nominalnych parametréw elementéw obwodu. ,ar-
to tu takze wspomnie¢, ze poziom szuméw wnoszonych przez oporniki v.yste-
pujece w uktadzie jest wprost proporcjonalny do wartosci wskaznika 0 [7].

duma wrazliwosci funkcji Hfp} wzgledem wszystkich parametréow elementoéw
obwodu rLCZ jest niezmiennicza [5j , a jej wartos¢ y/ynosi:

.+ S 3C. +S 3g. - K& + K + KC + Kg = K* (15

0, gdy H Jjest transmitancje napieciowo-napieciowe lub predo-
wo-predowe ,

-1, gdy H jest transmitancje napieciowo-predowe lub impedancje,

1, gdy H jest transmitancje predowo-napigciowe lub admitancje.

Jednoczes$nie suma wrazliwosci funkcji H(p) wzgledem parametrow e-
lementéw jednego typu

I+

16"

jest niezmiennikiem obwodéw ciegle réwnowaznych. Istotnie jesli zréznicz-

kujemy wyrazenie (16) wzgledem i uwzglednimy wyrazenia (8) i (),
otrzymamy :
NN iw =M “M + [ex]fM -W [ n]rN - ex 1 [ ex] =° an

Uzyskany rezultat wskazuje, ze w przypadku obwodéw ciegle rdéwnowaznych
sktadniki sumy (15) se state, a ich wartos$ci zaleze jedynie od struktury
i wartosci parametrow elementéw obwodu pierwotnego. Pozwala# to obliczy¢
minimum absolutne wskaznika $72, 8]. Zagadnienie'polega na poszukiwaniu
minimum funkcji (13) wielu zmiennych przy ograniczeniach (15) dla

tych zmiennych. Jozwazmy to zagadnienie dla jednego ze skkadnikéw/ (13" i
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Niech
S* =S. + jS i =1,2...,%9. (18)
" Gi 1 i /
Wtedy
*1 = 7 Kki|SG.]2 - S ki(Si2 + S2) 19
i=1 1 1=1
Ponadto
/ + 36. ~0)
i=1 1 i=l

W celu znalezienia minimum wyrazenia(l9) stosujemy metode mnoznikow
Lagrange "a.
Tworzymy funkcje Lagrange®a

&

L -2 ki(si’+ si2) + <
i=l [

1N

- kg}+*2 (2 s- kg) (21)
i=1

Punkt ekstremalny funkcji $” okreslaje warunki:

= 2k2 S%* + =0 (22a)
= 2k? S" + % = 0 (22b)
Osi
©)
= "VU1S, - KL =0 (22¢)
M2 i G
~ i=I
K* =0 22d
0*, n i C (¢ )
i=1l

Z warunkoéw (22a) i (22c) oraz (22b) i (22d) odpowiednio otrzymamy:
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Zatem
.2
f° = 4
?
S=17
Ponadto
2
0$1
e = 2k? >0, -—t = Zk% > 0
0s.” 1 1
82
=0 (25)
es”
wiec Jest roéwne minimum funkcji <$1 w punkcie okreSlonym zalezno$-
cig (23).

Rozwazajac podobnie pozostate sktadniki wyrazenia (13) stwierdzamy, ze
minimum wskaznika $ Jest roéwne:

* _ 5 <KI2*M* KIZ2¥.r~ KI2 &

? [ ] 2 N
i i

Zaktadajac, ze wspOtczynniki wagowe maja ustalone wartosci (np. k™ =I)
mozna zauwazy¢, ze warto$¢ $min Jest tym mniejsza, im wieksze sa liczby
'Oiy , aco za tym idzie, liczba weztéw obwodu. Tak wiec powiekszanie
rozmiar6w obwodu pierwotnego stwarza mozliwo$¢ uzyskania obwodu o wskaz-
niku i dowolnie matym. Mozliwo$¢ taka daje wykorzystanie koncepcji obwo-
déw ciggle roéwnowaznych.

4. Algorytm generacji

Z rozwazah przeprowadzonych w punkcie 2 wynika, ze w przypadku gene-
racji obwodéw réwnowaznych sprawga kluczowg jest wybdr macierzy [~(wspdd-
rzednych wektora b) i zmiennej Z, tak aby rozwigzania uktadéw réwnan (8)
i (Il) reprezentowaty obwéd fizycznie realizowalny (nleujemne wartosci
parametréow elementéw R,L,C) o minimalnym wskazniku wrazliwo$Sci.Zar6wno pa-
rametry elementéw, jak i wskaznik wrazliwosci sa nieliniowymi funkcjami
tych zmiennych.

CJezeli Jednak Z jest dostatecznie mate, to:

erP.b) = e”0.F) = ei(0,b)r i =1,2,... ., @7
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oraz n
$ (T.b) =% (0,b) + $(0,b)i, (28)

SR EY PR

Ale
e”"0.b) = e.”~0,0) - parametr obwodu pierwotnego,

$ (0,i) = $(0,0) - wskaznik obwodu pierwotnego,
gdyz:

[ex>"0,b)] = exp([MItit.=0[ex0] = [u] [exQ] = [e(0,0)] 29)

2 (8 i1 (9) a takze z przedstawionego przyktadu wynika, ze

er"0.b) = e”b) =~ ~m_ (b)er (0,0) =~ frienbn, (30)
3=1 * 3=1
gdzie :
A (@) ” kombinac3e liniowe wsp6drzednych wektora parametréw elemen-
téw obwodu pierwotnego.

Mozne roéwniez wykaza¢ [1] , [2] ., ze:

¢(0.bd) -* (b) < (70.q0)bj , GD
3=1
gdzie:

N - "unkc3e parametréw elementéw i wrazliwosci pdétwzglednych
obwodu pierwotnego.

Zadanie minimalizacji wskaznika $ przy okreslonej czestotliwosci moze
by¢ zatem sformutowane jako nastepujace zadanie programowania liniowego
(ZPL):

przy ograniczeniach:

e”b) > 0  jesli ejt.b) > eJ0.0) (32a)
er(b) = 0  jesli ei(T,b) = ei(0,0) (32b)
e~b)i 0 jesli ei(t,b) ei(0,0) (32c)
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Ibj 1 < 1 J =1,2 M (por, (7b)) (32d)

znalez¢ nlezerowy wektor b taki, ze:

(32e)
il

Dla ustalonej liczby wez#éw uktadu algorytm poszukiwania minimum wskaz-
nika 5 jest nastepujecy:
1) obliczy¢ 4 (0,0),
2) rozwieza¢ zadanie programowania liniowego (32),
3) zaktadajec pewne wartos$¢ zmiennej"? (ddugos¢ kroku) wygenerowaé obwédd réw-

nowazny w oparciu o zaleznosci (8),
4) obliczy¢ i (t,b") i poréwna¢ z$(0,0). Do obliczania wskaznika mozna wy-
korzysta¢ zalezno$¢ (11),

Dezeli uzyskany spadek wartos$ci wskaznika jest wiekszy od zadanej do-
ktadnosci poszukiwan, powraca sie do punktu 1 procedury, jesli nie - obli-
czenia zostaje zakonczone.

Na ogé+

{ mi'nd o] min’ r ¢3)

Powiekszajec liczbe wez#6w obwodu zwiekszamy rozmiar ZPL (rozmiar wek-
tora b), a jednoczes$nie stwarzamy mozliwo$¢ wygenerowania obwodu, dla kté-
rego

4min(tfkbzxnhh< i$}!< "'<4%in’ G

gdzie:
k - numer kolejnego cyklu iteracyjnego.

Aby uzyska¢ taki wynik, nalezy po zakonczeniu kolejnego cyklu iteracyj”
nego 1-4 doteczy¢ do uzyskanego obwodu réwnowaznego dodatkowe elementy
zwiekszajec liczbe wezddéw o jeden.

Na rys. 3 przedstawiono idee takiego postepowania na przyktadzie dwdj-
nika. Elementy oznaczone gwiazdke se doteczane ns poczetku kolejnego cyk-
lu iteracyjnego. Wartosci, parametrow doteczonych elementéw winny byé ta-
kie, aby obwdéd pierwotny cyklu k-tego odpowiadat obwodowi réwnowaznemu w
cyklu k-1. Oznacza to, ze wartos$ci niektdrych parametréw winny by¢ réwne
zero (np. y2 na rys. 3b, y4,yg na rys. 3c) na poczetkudanegocyklu. Wy-
bér ten winien takze zapewnié¢ to, ze wielkosci Kg, K*,,Kg, K~ nie zmie-
niaje swych wartos$ci.
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c z >
y2 9%

g $ Rtn

a) b)

Rys. 3

5. Przyktad

Rozwazmy dwéjnik RLC pokazany na rys. Aa. Niech parametry elementéw te-
go dwojnika maje wartosci:

) b)

Rys. a

Wartosci te traktujemy jako unormowane. Wskaznik wrazliwosci admitan-
cji dwoéjnika Jest roéwny Amin = PrzV pulsacji 10= 1 (zaktada
sie k» = 1 dla parametréow wszystkich elementéw). Powiekszajec liczbe wez-
+6w obwodu o Jeden znajdujemy dwéjnik réwnowazny o mniejszym wskazniku $.
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Obw6d roéwnowazny (rys. 4b) posiada nastepujece parametry wyjsciowe:

Wybér Gj, Tj i jest dowolny. Mozna #atwo sprawdzi¢, ze $ (0,0) =
Generacja obwodu fizycznie realizowalnego o minimalnym wskazniku

=$G. .
min
$ wymaga wiec rozwiezania nastepujecego zadania programowania liniowego
[*1«
przy ograniczeniach
+ 2G.
G3> 0 (62+G3)bl + (262+63)b2 > 5.,
> 0=0  (oir3ypi + (2r2+r3)p2a 3rz * 2N
é3> 0 (c2+c3 (bl + (2C2+C3)b2 > 3c2 * 2C

bl*2
b2 ~ 2

znalez¢ wektor b = [bl"b2] = [b21"b22] , dla ktérego:

4 =oeb™ +]?>b2 <0 = min.

<*= yi(V2-V3)Igyll 2 + y2(y2+y3)I1V 12 “ y3(y2+y3) |gy3|2

+ y2(Re{ayZRe{"ayl"ay2+qy3} + Im{qyZ} INf qyl"qy2+qy3} )

2
y3(Re{ay3)Re{ v _V +qy3j + In{qy3}Im{ v qy2+qy3})"

b= "yly2 jgyl] 2 - 2y2 1V 12 + y2y3 Ivj2 +y3 hysl2-

).
+ y3(Re{ay3}Re{qvl" V " qy3} + Im{qy3) Im{gyl"qy2"qy3}

yi6{GiTritci}i -*=23
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Pozwala to uzyska¢ dwéjnik roéwnowazny o nastepujecych parametrach:

'0 ,440" "1 ,760 0,880
= 0,092 0,368 0,184

w - [r 1- N ]
0,198 0,760 0,380

dla ktoérego wskaznik wrazliwosci przy pulsacji U) = 1 jest roéwny:

*9

WY 12
min 3,354.

Wartos¢ ta jest wieksza od minimum globalnego

Amin = 1 (KKg!12 + IKri12 + [Kc]2) = 14*

ale mniejsza niz dla dwéjnika pierwotnego (rys. 4a).
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0 TEHEPAUHH 2n-n0JI10CHHKOB RLCr C MHHMMAJIbKUM
K03$®l1UaEHTOM qyBCTBHTEJIbHOCIH

P e 3 tne

B 0iaTte npeAOTaBlieH mbto” rejiepaimii SKBHBajieHTHbix  2n-nojincHHKOB Ri.cF o
MHHHMBJIBHOIM KOSjKjmiiHeHTOM vyBCTBHTejIBHOCTH. AGCOJUOTHHE MHHHWM KO03$$HIMeHTa
mokho yMeHBBHTB nyTeM yBlie>ieHHs vncjia y3JioB b ueim. 3to co3,naeT bosmoxhocib
reiiepamm qgenett ¢ npoH3BOJibHO MajiuM KOscEiiiHUHEHTOM qyBCTBHie"LHOoiH, A iropmi.:
reHepauHit ncnojii>3yeT TeopnK> HenpepHBHorc sKBHBajieHTHbix uenefl a JiHHeflHoe npo-

rpaMMHpoBaHHe -

ON GENERATION OF THE RLCZ n-PORTS
WITH MINIMAL SENSITIVITY INDEX

Summary

The paper presents the method of generation of the RLCZ n-ports with
minimal sensitivity index. Absolute minimum of the index decreases if the
number of network nodes increases. It gives a possibility of generating
networks with arbitrarily small sensitivity index. An algorithm of gene-
ration is based on the theory of continuously equivalent networks, and li-
near programming.



