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ORGAN SAMOWZBUDNYCH

Streszczenie. W artykule zbadano stabilno$¢ okresowych i prawie
okresowych rozwiezan uktadu réwnan:

X » y2"1 +pX(x,Yy), gdzie 1~ 1 1.
y » -X2"-1 +(LY(X,y),

Uzyto do.tego celu tzw. uog6lnionych funkcji okresowych, ktérych de-
finicja podana jest w tek$cie. W zakonczeniu rozpatrzono przypadek
synchronizacji tego typu drgan.

1. Wstep

Bedzieey zajeowac¢ sie uktadee roéwnan:

X « y2""1l tiiX(x,y),
(1)
y - =X2"-1 #;tY(X.y).

gdzie: n - liczba catkowita dodatnia; |~t]«l; funkcje Xfx,y), Y(X,y) se
ciegle po x, y.,

Dla n - 1 wuk#ad (i) opisuje oscylator quasi-harnoniczny.ZaJ«ieay sie
tutaj analize drgan tego uk#adu dla n » 1. Khadec 0, otrzynany:

(€3]

a sted:

2n-1

X dx + y2n—|

dy * 0.
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Catkujac powyzsze roéwnania otrzymuje sie

x2n + y2n =2n € Q)

Réwnanie to przedstawia krzywg zamknieta we wspodrzednych x, y. Amplituda
drgania zalezy od statej C i dla skohnczonego n wynosi

JL
= (2n C)2n. @)
tatwo mozna pokazaé. Ze przy n-«o , XMax™ 1, 1 przy dowolnym,

skoniczonym C. Na podstawie réwnan (2) i zwiazku (3) mozna okresli¢ okres
drgania

*max 1-2n

®“J yl 2n vdx “ 4j A2nC " x2°) 2n . )
F 0

Dla skonczonego n okres 0 =zalezy od wyboru statej C. Dla n-»-000 -»4,
Tak wiec rozwigzanie uktadu (3) przy skonczonym n przedstawia drgania z
nieokreslong amplitudg i nieokreslong czestotliwoscig. Dodatkowe warunki
dla okres$lenia amplitudy i okresu drgan otrzymamy analizujgac uk#ad (I).
Dla n-»o00 amplituda drgania xa™~ 1» 8 okres 0-»- 4, niezaleznie od
postaci funkcji X(x,y); YFx,y).

2. Uog6lnione funkcje okresowe

Uogdlnione funkcje okresowe wprowadzone przez Datajewa [I] sa rozwig-
zaniem uktadu (2). Stalg C wystepujacag w réwnaniu (3) dobiera sie tak,
aby 2nC =1.

Definiujemy: \

Snt
Cst

x(t)
y(t)

Wtedy na mocy (2) i (3) stuszne sg nastepujace zwigzki:

dsnt r 2n-1
s r ”Cs *
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Amplituda uog6lnionych funkcji okresowych wynosi 1, a okres na podstawie
relacji (5)

j 1-2n
0=4 a --~2n) 2n dx. Ga) g

Portret fazowy odpowiadajacy funkcjo« Snt i Cst pokazano na rys. 1.
Dobierajac chwile poczatkowag t tak,
aby:

Sn(0) « O, Cs(0) = 1i.
otrzymuj e«y:

Sn(-t) = -Sn(t),
i
Cs(-t) = Cst.

W skrajnych przypadkach dla n=I i n*-o0
portret fazowy Jest odpowiednio okre-
gie« i prostokete«. Okres drgan wynosi
w tych przypadkach odpowiednio 0 = 2jT

Rys. -1 0=4. Na podstawie rys. 1 orsz rela-

cji (5), nozna #tatwo wykres$li¢ przebie-

gi funkcji Snt, Cst. Dla n=l se to sinusoidy. Przebiegi Snt i Cst
podano na rys. 2a,b. Przy n » 1 okres drgan jest bliski 4. Podczas

zmniejszania n okres ulega wydtuzeniu przy zachowaniu statej amplitudy.

3. Kryterium stabilnosci uktadu autonomicznego

W uktadzie (1) dokonujemy zmiany zmiennych w nastepujacy sposéb:

rcsy’. "

X
1

@)
y = rSnf,

gdzie: r, "f se funkcjami t.
Wstawiajac zwigzki (7) do ukdadu (1) na mocy zwiagzkéw (6), otrzymuje sie
po prostych przeksztakceniach:
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Rys. 2
gdzls:
Ajir.-f0 - X(x.y)Cs2"”V * Y(X,y)Sn2B"1P.
A2(r,<P) - 1 [yiK.yJCs"#’- X(x.y)Sn"

Uktad (8) jsat ctkladsa z szybko zwiewng faz«. Mozne go *atwo doprowadzié
do postaci standardowej w sansla Bogolubowa [2] przaz prosta przeksztatce-
nia. Otrzynojeny

dr A (r-\»)

Funkcja stojaca po pfawaj atranla réwnania (9) jest okresowa po f o
okresie O (relacja (6a)).
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Ukted usredniony odpowiadajacy roéwnaniu (9) wa postac

ar A o)
32 ¢ -~ F2Cn-1)#
gdzie
0
AL(r) - i J[x(rCafh. rSnYACs2"“1? +
0
o Y (rCa®, rsnAJSn2tiAA an

Uktad (9) posiada stabilna rozwigzanie, okresowe po <L okresie @ dezece
do ro przy¢i-» 0, jeZeli

9 (\<r)y \ > 0. 12)

gdzie rQ jest piarwiastkiew réwnania

, A () - 0. (13)

Relacja (13) okresla jednoczesnie aeplltude drgania opisanego roéwnanlea
(7). Rozktadajac prawe strone réwnanie (9) w szereg potegowy wzgledea il ,
otrzyauje sie

dr \Irtf) 2 A2(r,9
Sa’ -P p2fn-1)¢* —-—r4(ali) *

Bedzieey poszukiwaé¢ rozwlezanle powyzszego réwnania w postaci szeregu

r(9?) - ro +-"irjdP) ¢¢i2 rgwW) *

Otrzyaujeay sted przy zachowaniu dostatecznie duzej dokdadnosci

A.(r .?)
TTATIT- okft
ro

Wtedy drugie roéwnanie ukdadu (8) nozna napisa¢ z dostatecznie duze dokded-
noscie

f “-r2-1»V A2(ro"V) * 2(n-1)r2B”~ r . W. <H>
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Bedzieay poszukiwa¢ rozwiezan roéwnania (14) w postaci szeregu

2

f(t) =2D(v) vz (t) +
-V
sked otrzymuje sie:
Vo ° “ - Teo(n“l)t-
<Pl() = N A2(rQ- )) - 2(n-1)r"n_3rif0 (i")d<, (15)
0

N2 = MNOINY rod) - 2(n-1)rf-3 r.Cchj ~OC .

W wyniku otrzyaujeny drganie:

2(n-1) s> (L1 2,
(16)
y(t) - -rosSn(rr(n-Dt - (t) - g2<M(t-..0).

Funkcje podcatkowe prawych stron roéwnan (15) se okresowe. 0 ile nie za-
wieraj? one sktadowej statej, to rozwazane drganie dane za poaoce réwnan
(16) bedzie okresowe, w przeciwny« wypadku drganie bedzie prawie okresowe.
Okres drgania Jest réwny, lub prawie réwny

tf.or2(l-n)
0 .

gdzie 0 jest okreslone relacje (6a).

Wynika sted. Ze okres silnie zalezy od aaplitudy drgan. Nalezy zwrécic
uwage na fakt. Ze dla n=1, czyli w przypadku drgan quasl-haraonicznych za-
leznos¢ taka nie wystepuje. Zjawisko to jest ceche charakterystyczne drgan
silnie nieliniowych. Scheaat strukturalny odpowiadajecy uktadowi (1) po-
kazany Jest na rys. 3. Na scheaacie tya p = f(x) « x2n_1.

Kazdy uktad réwnan w postaci:

x. = ayzn_l Qét)Lééx ,y)\,

y - -bx2"-1 +:tY(X,y)

mozna doprowadzi¢ do postaci (I) przez proste zaaiane zaior.nych w naste-
pujecy sposoéb:
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"y oq
Y-SYi~*

tatwo nozna pokazaé, ze:

1 2n-1

rEHI k+1 a4n(|—n) t.)4ntl—n)
2n-1 1

T 4n(l-n) .4n(l-n)

Rys. 3
przy n t 1.

4. Oddziatywanie drgan. Synchronizacja

Wozny pod uwage dwa stabo sprzegniete ukdady:

~ *V- Xi(Xi-Vi) +” FI™2y2 "a*1i] *

an
yl = -«f- 1 %1 ¢ £61(*2.y2 .ab)] .
Z 3\
DRI nfe 27+ 2 KA
18)
2

N1 441 [Y2(*2.y2) ®£G62Cx1.yl.«t)].

gdzie: Fi> Gi> F2” G2~ funkc3e ciggle okresowe po €= at o okresie0® ;
a-rf"’15; |jil«l.

Synchronizacja noze nastepie. Jezeli anplitudy rozwiezsn okresowych u-

ktadow (17) i (18) przy 8 = 0 bede réwne.r . W dalszyn ciegu badac¢ be-
dzieny rozwiezania uktadow (17) i (18) w postaci:

rQCs(at ¢ jfj(t)),

yl = ro3n(at + "1 (t))* (19)
x2 = rOcslat *i

iz ~ roSit(at

(19) do (17) t (10) po pr*ntych pri«h«*t»te«*i»ch otrzysujeny

sriffmmin rdimezltaw»' <1* f«* dm drg»n » postaci enntepajpcnj :
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ar me RV £6i) CaK*fi) - (&*EF1) sn(i+fl)].

3T ma [(Vv €62)ca(T*A) - <V iF2} S" (W2)].

Funkcja stojgce po pranej etronla uktadu (20) a« okresowe po I o okrasie
9. Warunek synchronizacji jest roéwnowazny warunkowi stabilnosci okreso-
wych (o okrasie 9) rozwigzan ukkadu (20).

Ukdad usredniony aa poatac:

(21)
ar m P2 W2}
gdzie:
9
ri <1/ C#MW ! > - (x1+¢fl) sn(Ffl)]dr.
0
22
9
r2 7| /7 [(Y2+£G25 C#fW 2> " (X2+tF2) S«(W 2 )]dr.

Warunkiea stabilnosci rozwigzania okresowego ukd#adu (20)..Jest, aby pier-
wiastki réwnania

dat

tfi-Tio
/\2*/\20
spedniaty warunek

5{ A}< o.

gdzie:

PIALO*A20A " %



0 stabilnosci pewnych silnie nieliniowych.. 83

/10 TA20N = °°

W przypadku, gdy uktad (21) posiada cykl graniczny, jak pokazano w pracy
[3], uk#ad (20) posiada stabilne, wolnozeienne rozwigzanie. Réwnania (19)
przedstawiaja wtedy drgania prawie okresowe.

Praktyczne obliczenie catek wystepujacych w relacjach (11) i (21) nie
jest zbyt trudne, jezeli wzieé¢ pod uwage, ze przy odpowiednio duzych n
funkcje Cs?, Sn ? nozna z wystarczajeco duze doktadnoscie przyblizy¢ od-
powiednio przebiegiee prostoketnye i pitowy» (rys. 2a,b).

%
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0B yCTOi4WBOCIH HEKOTOPHX CHJIbHO HEIfflHEMHiffii ABTOKOJUSEAHHIt

Pe3lkme

B paboie npoBepaeTca ycToa”HBocib nepHOMH~iecKHx n ikoith nepHOAH"jecKHX ko-
jieéaHHB aBTOHOMHoS CHCTeuu BH”"a

X =y2n_1 + X(X,y)
y < -x2n-1 + Y(x,y)

tas 1. C 3ToS aejihB Hcnoxb30BaHU TaK HasuBaewae o0So6geHHHe nepHOFIH-
geckKHe $yHKHHH, K,oiopux onpeAeaeHHe flaHO b Tencie. B 3aKiik>HeHHH ciaTbH pac-

cMOTpeH cjiyiiaB CHHxpoHH3ai{HH KOzedaaHB storo inna.
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ON THE STABILITY OF SOME STRONGLY NON-LINEAR
SELF-EXCITING OSCILLATIONS

Summary

In this paper the stability of the periodic and aleost periodic solu-
tions of the différentiel systee

X - y2"-1 e JuX(x.y)
9 - —x2"-1 *1Y(X,y)
where were proved. In this proceés, the generalized periodic

functions are used. The sinchronization of the strongly non-linear oscil-
lators was proved.



