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BELKI SPOCZYWAJĄCE PRZEDZIAŁAMI NA SPRĘŻYSTYM PODŁOŻU

Streszozenie. W pracy podano nowy sposób podejścia do rozwiąza­
nia belek o stałej sztywności przedziałami spoczywających na sprę­
żystym podłożu typu Winklera. Wykorzystano tutaj aparat operatorów 
w sensie Mikusińskiego dla rozwiązania równań całkowych Yolterry II 
rodzaju. Uzyskano w ten sposób skończony układ równań,z których wy­
znaczono szukane funkcje odporu gruntu.

W oparciu o przejśoie do granicy otrzymano również rozwiązanie 
problemu belek spoczywających na podporaoh podatnych.

Oznaozenia
s - operator różniczkowy
1 t

h , h n — operator przesunięoia
£y(x)} - funkcja linii ugięcia belki
EJ - sztywność zginania belki
Kn - współczynnik podatnośoi podłoża.

Wstg£

W praoy zastosowano operatory w sensie Mikusińskiego [O do obliczania 
belek przedziałami spoozywająoych na sprężystym podłożu. Rozważania ogra­
niczono do belek o stałej sztywności, tym niemniej można je uogólnić na bel­
ki o zmiennej sztywności £2] . Rozpatrzony problem belek o dowolnych wa- 
runkaoh brzegowyoh doprowadzono w bardzo prosty sposób do układu równań 
całkowych Yolterry II rodzaju.

1. Równanie wyjśoiowe 1 jego rozwiązanie

Równanie różniczkowe linii ugięoia belki (rys. 1) posiada kształt

EJ y ^  = q ( 1.1)
gdzie:

q = [p(x)} - {_r(x)}, (1.2)

a p(x) jest funkcją obciążenia belki, zaś r(x) jest funkcją odporu grun­
tu.
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Rys. 1

Przyjmując model podłoża według Winklera mamy następuJąoy związek

rn(x " 1n ) = Kn (1.3)

dla l_-*= x < t  . n n

Funkcja odporu gruntu wyraża się tu ogólnym wzorem 
k , k

r(a
n=1 n=1

k k
(x) = V  rn(x)h n - rn(x+Bto)h 1

n=1 n=1
d . O

Podstawiając (1.2) i (1.4) do (l.l), otrzymujemy operatorową postać li­
nii ugięcia belki

~ n - 1
r , x, x 1 0 (x)J 1[y(x)} = V(s) ♦ gj  - T  - — “TT £  - . u * 1- -

n-1 t -
- X] r-U  * a- )h " »1

zł

r h

(1.5)

EJ sn

gdaie:

V(s) = -Tj- (y^(o) + s y ^ ( o )  + s2y ^ ( o )  s3y(o)).
s
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Wstawiając do równania ( 1.5) funkcyjną postać operatora -Ij- oraz wyko­
nując odpowiednie mnożenie splotowe, otrzymujemy

f n - 1  Xf *

(y(x)ja [r(x)} ♦ [q(x)} - ¿y P T  J rB(u
(m-u-1 )'D

3t du -

(1.6)
^  Xf m (x-t -u)3 1 7 1" (x-u-t )'

" ̂  / rm u+am  57  du " U  I rn  57“ du

gdzie:

{„.)}. j z i ^ l  .3 . . ,«>(.), . r(o)

{«(*)} - ¿jjj T T  p'“ 1 ®

Jeśli do równania (l.6) wstawimy zgodnie z przyjętą hipotezą Winklera 
relaoję f1.3)» to otrzymamy równanie (1.7) o postaci

Kn
U

^  [ n (*-V-«)3 / n
2_, / rm(u) ---51----  dU “ X  / 1
_m=1 ^ 5

(x-tB-u)3
 51----

(1.7)
K /  n  ( x —1  - u ) 3

* &  I r» (u)  J1  "U + rn (x”1n ) = *n y(x) * Kn Q(x)*

Relacja (l.7) ważna jest zgodnie z (1.3) dla

x <  4n"

Podstawiając do (l.7) n = 1,2,...,k, otrzymamy układ k równań całko­
wych Volterry II rodzaju z przesuniętymi argumentami. Z układu tego można 
wyznaczyć k nieznanych funkcji rn(x) odporu gruntu.

2. Wyznaczanie funkcji odporu gruntu w poszczególnych przedziałaoh

Dokonując w równaniu (1.7) podstawienia

8n = x " Xn
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otrzymujemy równanie (2.l) o poataoi operatorowej 

“n-1 , n-1X! r»>(z* + j» )h m ■ 2 r>»(z“+ a"+ in)h m
_  m=1 m=1 _

(2 .1)

+  "T f E j  r „ ^ zn ) +  r - ^ 0  =  K-  Y ( z „ )  + K_ Q ( z „ )n n n n n n

gdzie:

Y(z ) = Y( z + 1 ) n n n

¡5(z ) = Q(z + 1 ). n n xi

Oznaczając

Kn _ -4
EJ *n

oraz dokonując elementarnych przekształceń równania (2.1 ), szukana funk­
cja w przedziale n-tym posiada postać:

K s n K s
rn(zn> = -TT-TT i(zn 5 + 5 (zn> ~s +0 S +/»

( 2 . 2 )

.4 rn-1n
s "

r (z +1 )h “ _ N  r (z +1 +a ) h ra m n  xi /  1 ni n  n  ni
m=1

Dla n = 1,2,...,k otrzymujemy stąd układ k równań algebraicznych,Ił­
owych wa 

stępująco
niowyoh względem nieznanych funkcji rn(zn )* Układ ten przedstawia się na-

K. s K„ s
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Po rozwiązaniu układu (2.3), uwzględniając reakcje (1.3), możemy okre­
ślić w każdym z przedziałów funkcję linii ugięcia, a ze znanych zależno­
ści różniczkowych w dalszej konsekwencji 'siły wewnętrzne.

3. Belka ciągła spoczywająca na podporach podatnych

Na podstawie uzyskanego rozwiązania ogólnego bardzo łatwo można przejść 
do równań dla belek ciągłych (rys. 2) podpartych podatnie punktowo.

V tym celu w równaniu (1.7) należy przejść do granicy, gdy

an *  0 i r (x)--- > oon
t

przy
rn( x )dx »R

1n

płx)
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2 równania (l.7) otrzymujemy wtedy układ k równań zawierających k nie­
znanych reakcji

K £=4 (l -1 )3
E J  X ,  ' ~ 3T —  + Rn  = Kn  Y ( l n >  + * n  < 3 - 1 >

m=1
dla n = t,2,...,k.

Wykorzystano tutaj oczywistą tożsamość

x-l_ x-t£ j ' . < • £ # *m=1 ]

m
(x-tra-u) 

r m ( u + a m )  ---------- 3 !--------------  d U  S

■ x ‘f
m = 1  J

(3.2)

r (u-1 ) du.rn m 3 *

Podobnie jak w relacji (l.3) zakładamy liniowość

Rn s K n r (lJ -  (3-3)

Układ równań (3*l) razem z (3#3) formalnie odpowiada spełnieniu warun­
ków ugięć nad podporami.

Po wyznaczeniu z liniowego układu równań (3.1) nieznanych oddziaływań 
!*n równanie funkcji linii ugięcia belki jest określone relacją

{y(x)J = v(s) + ¿y i i j i  _ \  V  Rn h1" (3.4)
n=1

Z relacji (3.4) po przejściu do Jej postaoi funkoyjnej można wyznaczać 
żądane przemieszczenia belki.

Jeśli obciążenie czynne belki jest prostopadłe do Jej osi, to oałkowi- 
te obciążenie belki można zapisać zgodnie z CO v postaoi wyrażenia

k 1
q = {p (*)} - ^  Rn h “ . (3.5)

n=1
Siły wewnętrzne można wyznaczyć wtedy z relaoji:

(M(x)} = - ^

( 3 . 6 )
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gdzie M(x) jest funkcją momentu zginającego, a T(x) jest funkcją siły po­
przecznej. W relacji (3.5) p(x) zawiera obciążenie początku i końca anali­
zowanej -»elki .
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EAJIKH, OIIHPAKmHECfl OT£EJIEHHHMH HA y n p y rO E  OCHOBAHHE 

P  e 3 ¡o m e

B paóo ie noflaH HOBtifl cnocoC nonxona k pemeHHio óajiok c nocioHHHoft xec r-  

KocTb», onHpaK>mHXOH oiaejieHHHMH Ha ynp y roe  ocHOBaHHe Tana BHHKJiepa. 3flecb 

HcnojibsoBaH annapaT onepaiopoB b cuucjie MHKycHHbcKoro ajih pemeHHH HHTerpaJib- 

hh x  ypaBHeHHfl Boab ieppa I I  po^a.

TaKHii o6pa30M  nojiyąeH a KOHeąHaa CHOiewa ypaBHeHHfl, no KOiopaM onpenejieHH 

HCKOMue (JyHKUHH oonpoiHBAeHHa r p y H ia .
OnHpaacb Ha nepexoq k npeflejiy, nojiyqeHO roace pemeHHe Bonpooa Sajioic, onn- 

pa»qHxca a a  noflaiJiHBbie onopu.

BEAMS RESTING AT INTERVALS ON ELASTIC BASE 

S u m m a r y
The paper disousses a new method of approaching the solution of beams 

with constant rigidity, resting at intervals on an elastic base of the Win­
kler type. In order to solve Volterra's integral equations of the II elass 
an apparatus has been applied consisting of Mikuslriski’s operators.In this 
way a finite set of equations was obtained, from which the reguired func­
tions of passive earth pressure oould be developed. Basing on the approach 
of the boundary it has been also possible to solve the problem of beams re­
sting on flexible supportts.


