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Bogustaw CIESLAR

BELKI SPOCZYWAJACE PRZEDZIALAMI NA SPREZYSTYM PODLOZU

Streszozenie. W pracy podano nowy sposéb podejscia do rozwigza-
nia belek o statej sztywnosci przedziatami spoczywajacych na spre-
zystym poddozu typu Winklera. Wykorzystano tutaj aparat operatorow
w sensie Mikusinskiego dla rozwiazania rownan catkowych Yolterry Il
rodzaju. Uzyskano w ten sposéb skonczony ukdad réwnan,z ktérych wy-
znaczono szukane funkcje odporu gruntu.

W oparciu o przejsoie do granicy otrzymano réwniez rozwigzanie
problemu belek spoczywajacych na podporaoh podatnych.

Oznaozenia

S - operator roézniczkowy

1 t

h h n — operator przesunieoia

Ey(X)} - funkcja linii ugiecia belki

EJ - sztywno$¢ zginania belki

Kn - wspotczynnik podatnosoi podtoza.
Wstg£

W praoy zastosowano operatory w sensie Mikusinskiego [0 do obliczania
belek przedziatami spoozywajaoych na sprezystym poddozu. Rozwazania ogra-
niczono do belek o statej sztywnosci, tym niemniej mozna je uog6élnic nabel-
ki o zmiennej sztywnosci £2] . Rozpatrzony problem belek o dowolnych wa-
runkaoh brzegowyoh doprowadzono w bardzo prosty sposéb do ukdadu réwnan
catkowych Yolterry Il rodzaju.

1. Réwnanie wyjsoiowe 1 jego rozwigzanie

Roéwnanie rézniczkowe linii ugieoia belki (rys. 1) posiada ksztatt

EJy~ =g (1.1)
gdzie:

qa = [PCO} - Lr(d}, -2

a p() jest funkcja obcigzenia belki, zas r(x) jest funkcjg odporu grun-
.
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Rys. 1

Przyjmujac model podtoza weddug Winklera mamy nastepuJaoy zwigzek

mx " 1In) = Kn a.3

dla I-*= x <t .
Funkcja odporu gruntu wyraza sie tu ogélnym wzorem
k , k
r@ =V rn()h n - rn (x+Bto)h 1 d.o
n=1 n=1

Podstawiajac (1-2) i (1.4) do (1.1), otrzymujemy operatorowg postac li-
nii ugiecia belki

~n-1

fyesy =ves) 385 OOF -7 £ o uw1o -

‘. (1-5)
—Kr—u * a-)h " r h
EJ sn

v(s) = ;'l]- (y?(0) +syn(o) +szy”(o) s3y(0))-

gdaie:
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Wstawiajac do rownania (1.5) funkcyjng posta¢ operatora -} oraz wyko-
nujac odpowiednie mnozenie splotowe, otrzymujemy

fn-1

>j * (m-u-1p )"
yOdja [rG} ¢ [QCOY - ¢y P T B Q 3t du -

@)
A\ xf (x-t -u)3 d] 1 1 (x-u-t )"
" rm u+am 57 U n 57+ du

gdzie:

{.D}.jzi~1 3. - L«>(.), - r(o)

{«®} -¢di3 T T p™le

Jesli do réwnania (1.6) wstawimy zgodnie z przyjeta hipotezg Winklera
relaoje f1.3)» to otrzymamy réwnanie (1.7) o postaci

Kh » [ n (*-V-«)3 / n (x-tB-u)3
u 2., / m@Uu ---51-—— du “ X / 1 51—
L A 5
a.n
/ n (x— -u)3
* & 1 r» (u) Ji "U + rn(x”1n) = *n y(x) * Kn Q(x)*
Relacja (1.7) wazna jest zgodnie z (1.3) dla
X< 4n"
Podstawiajac do (1.7) n = 1,2,..., k, otrzymamy ukdfad k roéwnan catko-

wych Volterry Il rodzaju z przesunietymi argumentami. Z ukdadu tego mozna
wyznaczy¢ Kk nieznanych funkcji rn(x) odporu gruntu.

2. Wyznaczanie funkcji odporu gruntu w poszczegélnych przedziataoh

Dokonujac w réwnaniu (1.7) podstawienia

8n = X " Xn
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otrzymujemy réwnanie (2.1) o poataoi operatorowej

g . .
/4_ r»>(z* + j»)h = él .

@-1)

+"TEEj r,%zn) + rp f = Kn Y(zp) + Kp Q(zR)

gdzie:
Y(z,) = Y(z, + 1))
52,) = Az + L)-
Oznaczajac

Kn _ -4
EJ *n

oraz dokonujgc elementarnych przeksztakcen réwnania (2.1), szukana Tfunk-
cja w przedziale n-tym posiada postac:

Kn s K s
m(zn> = gTIpTT 1(zn5 + S 5 5 (zn> ~

(2.2)

Sh

rn-1
rm(zn +1xi)h - - )\l 1 rni (Zn +1n +ani) h =
m=1

Dla n = 1,2,...,k otrzymujemy stad ukfad k réwnan algebraicznych, l4-
niowych wagledem nieznanych funkcji rn(zn)* Uktad ten przedstawia sie na-
stepujaco

K. s K, s



Belki spoczywajace przedziatami na sprezystym podtozu 75

Po rozwiazaniu ukt#adu (2.3), uwzgledniajac reakcje (1.3), mozemy okre-
Sli¢ w kazdym z przedziatéw funkcje linii ugiecia, a ze znanych zalezno-
Sci roézniczkowych w dalszej konsekwencji “sidy wewnetrzne.

3. Belka ciagta spoczywajaca na podporach podatnych

Na podstawie uzyskanego rozwigzania ogélnego bardzo *atwo mozna przejscé
do réwnan dla belek ciagtych (rys. 2) podpartych podatnie punktowo.
V tym celu w réwnaniu (1.7) nalezy przej$¢ do granicy, gdy

a, * 0 i r,GQ)-—> oo
t

przy
rn (x)dx »R

1,

pb)
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2 réwnania (1.7) otrzymujemy wtedy ukd#ad k réwnan zawierajacych k nie-
znanych reakcji

K £=4 a -1 >3
EJ X , -~ 3 - + Rn = Kn Y (In> + *n <3-1>
m=1

dlan = t,2,...,k.

Wykorzystano tutaj oczywistg tozsamos$cé

x-1_ x—tm
£ .ot
J 1 rm(u+am) e R I du s
m=1
G-2
" £ mUL) 3. du.
m=1 J
Podobnie jak w relacji (1.3) zaktadamy liniowos¢
Rn sKnr (13- (3-3)

Uktad réwnan (3*1) razem z (3#3) formalnie odpowiada spednieniu warun-
kéw ugie¢ nad podporami .

Po wyznaczeniu z liniowego ukdadu réwnan (3.1) nieznanych oddziatywan
Pfn  réwnanie funkcji linii ugiecia belki jest okresSlone relacja

yOQJ =v(s) +¢y iiji _ \ V Rnh1l" (3.4
n=1
Z relacji (3.4) po przejsciu do Jej postaoi funkoyjnej mozna wyznaczac
zgdane przemieszczenia belki.
Jesli obciazenie czynne belki jest prostopadte do Jej osi, to oaltkowi-
te obcigzenie belki mozna zapisa¢ zgodnie z CO v postaoi wyrazenia
k 1
a={Pr-" Rn h *. G-5
n=1

Sidy wewnetrzne mozna wyznaczy¢ wtedy z relaoji:

MO} = - A
(3.6)
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gdzie M(x) jest funkcja momentu zginajacego, a T(x) jest funkcja sity po-
przecznej. W relacji (3.5) p(x) zawiera obcigzenie poczatku i konca anali-
zowanej -»elki .
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EAJIKH, OIHPAKmHECfl OTEEJIEHHHMH HA ynpyrOE OCHOBAHHE

P e 3jome

B padoie noflaH HOBtifl cnocoC nonxona k pemeHHio 6ajiok ¢ nocioHHHoft xecr-
KocTb», onHpaK>mHXOH oiaejieHHHMH Ha ynpyroe ocHOBaHHe Tana BHHKJiepa. 3flecbh
HcnojibsoBaH annapaT onepaiopoB b cuucjie MHKycHHbcKoro ajih pemeHHH HHTerpalib-
hhx ypaBHeHHfl Boabieppa 11 po”~a.

TaKHii 06pa30M nojiygeHa KOHegHaa CHOiewa ypaBHeHHfl, no KOiopaM onpenejieHH
HCKOMue (yHKUHH oonpoiHBAeHHa rpyHia.

OnHpaacb Ha nepexoq k npeflejiy, nojiygeHO roace pemeHHe Bonpooa Sajioic, onn-
pa»qHxca aa noflaiJiHBbie onopu.

BEAMS RESTING AT INTERVALS ON ELASTIC BASE

Summary

The paper disousses a new method of approaching the solution of beams
with constant rigidity, resting at intervals on an elastic base of the Win-
kler type. In order to solve Volterra®s integral equations of the Il elass
an apparatus has been applied consisting of Mikuslriski’s operators.In this
way a Finite set of equations was obtained, from which the reguired func-
tions of passive earth pressure oould be developed. Basing on the approach
of the boundary it has been also possible to solve the problem of beams re-
sting on flexible supportts.



