
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Seriat ELEKTRYKA a. 115

_______ 1991
Nr kol. 1045

Marian FASKO
Instytut Elektrotechniki 
Teoretycznej i Przemysłowej 
Politechnika Śląska

KOMPENSACJA SKŁADOWYCH PRĄDU ODBIORNIKA TRÓJFAZOWEGO ZASILANEGO 
PRZEZ SYMETRYCZNE ŹRÓDŁO NAPIĘCIA ODKSZTAŁCONEGO

Streszczenie. W artykule wskazano na możliwość skuteczniejszej 
kompensacji składowej reaktancyjnej prądu liniowego odbiornika trój­
fazowego zasilanego przez symetryczne źródło napięcia odkształconego 
niż to przedstawiono w pracy [9j (dla dowolnych napięć zasilających 
odbiornik trójfazowy).
Wykazano, że dla dowolnego liniowego odbiornika trójfazowego ze 
sprzężeniami istnieje możliwość całkowitej kompensacji składowej 
reaktancyjnej prądu za pomocą dwójników LC.
Ponadto w pracy przedstawiono możliwość kompensacji składowej ( i )  
wyodrębnionej ze składowej (si) związanej z asymetrią fazową przewo­
dności odbiornika dla danej harmonicznej za pomocą układów LC, dla 
wybranej skończonej liczby harmonicznych h ■ 3 n + 1.

1. Wstęp

W pracach [i] , [2j , [4] ,[5] przeprowadzono analizę teoretyczną (ja­
kościową) właściwości energetycznych obwodów wielofazowych z przebiegami 
odkształconymi. Analiza ta umożliwiła uzyskanie nowych rozkładów ortogo­
nalnych prądów odbiornika w przestrzeniach Lg (0,T) oraz l|(0,T) na wza­
jemnie ortogonalne składowe. Tylko składowa czynna (fli) jest odpowiedzial­
na za przesył mocy czynnej do odbiornika, pozostałe składowe powodują nie­
potrzebne zwiększenie wartości skutecznej, prądu, a tym samym obniżają 
możliwości optymalnego wykorzystania źródła.
Kompensacja zbędnych składowych prądu, które nie uczestniczą w przesyle 
mocy czynnej oraz symetryzacja, prowadzi do lepszego wykorzystania źródła.. 
Ujawniona składowa reaktancyjna (r £) może być skompensowana całkowicie 
lub częściowo za pomocą środków zaproponowanych dla obwodów jednofazowych 
[3] , [8] dla dowolnych okresowych przebiegów napięć zasilających odbior­
nik trójfazowy. Natomiast składowa (gl) nie jest w ogólnym przypadku kom- 
pensowalna za pomocą układów pasywnyoh tak dla obwodów jednofazowych, jak 
i wielofazowych \j}~\ , [i] .

Jeżeli jednak dopuścić założenie, że źródło napięcia odkształconego za­
silające odbiornik trójfazowy jest symetryczne np. kolejności zgodnej, tzn. 
spełniające zależność
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u b(t) - ^  (t - T/3), U(J(t) - Ua (t + T/j), (1)

to wykorzystując zależność (1) można przeprowadzić diagonalizację pełnej 
macierzy Yh, h e(3 n + 1), n e{0,1,2, ...,m} wyróżniając diagonalną 
macierz rzeczywistą i urojoną. Składową urojoną macierzy Y h odpowiedzial­
ną za składową reaktancyjną prądu można całkowicie skompensować metodami 
i środkami opisanymi w pracy [9] , opierając się na twierdzeniu przedsta­
wionym w pracy [8] .
Ponadto możliwa staje się kompensacja składowej (aai) związanej z asyme­
trią fazową przewodności odbiornika dla danej harmonicznej, (powodująca 
tzw. zjawisko nierćwnomierności obciążenia) za pomocą obwodów LC. Elimi­
nacja składowej (_ i) oraz ( i ) prowadzi do pozostania składowej („i )r 8B 8
odpowiedzialnej za całkowity przesył mocy czynnej do odbiornika, która je­
dnocześnie minimalizuje straty mocy czynnej na symetrycznym doprowadzeniu 
oraz składowej (dgi ) związanej z dyspersją częstotliwościową, która nie 
przenosi mocy czynnej i jest w fazie lub przeciwfazie z napięciem fazowym 
danej fazy. Składowa ta nie wpływa na asymetrię obciążenia.

Celem niniejszego artykułu jest właśnie wskazanie na te możliwości kom­
pensacyjne dla symetrycznego źródła zasilającego odbiornik trójfazowy.

2. Rozkład ortogonalny prądu odbiornika trójfazowego w przestrzeni

Rozkład ten dokonano opierając się na pracach [i] , [[2] , [4] . Rozpa­
trujemy obwód trójfazowy czteroprzewodowy (rys. 1), który posiada pełną 
macierz admitancyjną dla każdej harmonicznej o elementach

Napięcie u - (ug, û , uo) oraz prąd i » (ig, î , ic) eL2 (0,T) odbiornika 
spełniają warunki

(0,T)

Y < *p h *  °oeph+  ^ Bctph’  cC>Pe { a » b » ° } »  h e H t  G ctp h ” G<*ph“G paeh» B<*ph”B |3och * (2)

OO
(3)

h -1

ub ^  ” ua ^  " T/V *  uc(t) “ ua(t + T/3̂ * 

wówczas prąd w danej fazie możemy zaspisać w postaci

(4)
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oo C

i*(t) - Y ?  R e ^  2 H  (S*ph + 3 B h) u ph exp (Jhut) (5)
h«1 jł »a

‘SP 6 {a.1».0}*

Rys. 1

W pracach £l] , £2] , opierając się na pracy [3] , przeprowadzono rozkład 
odbiornika na trzy składniki oraz wykszano ich wzajemną ortogonalność wOsensie iloczynu skalarnego w przestrzeni Lj(0,T) zdefiniowanego następu­
jąco!

(uJ ł)3 * Ż  ! /  «  - R«y] U *  I*- P. (6;
oc aa 0 h« 1

Natomiast normę (np. napięcia) w przestrzeni Lj(0,T) określa wzór

i m 3 -\/xi T I  u * (t) odt*
! d:»a 0

(7)
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Poszczególne składowe prądu są określone wzorami 
Składowa czynna

(t) «V? Re G exp (jhwt). (8)
h=1

Składowa reaktancyjna

oo w

M t )  = W « * E  2 ]  3 B h U e*p (jhcut). 
h=1 p -a r

Składowa rozrzutu (rozproszenia)

iA(t) --V21 ** E  E  (0*6h - G< V  V  exp <***>•
h-1 |ł»a r r

ji e {a, b, c}
\

gdziet

f (w[i>3 p

(9)

( 10 )

(11)

Wielkość (11) jest tak samo zdefiniowana jak w pracy [63 • Jeżeli zdefi­
niować wielkość i Ph’ jak to uczyniono w pracach [i] , [4] , [Y]



Kompensacja składowych . 139

to prąd (si) można rozłożyć na dwa składniki wzajemnie ortogonalne

Składniki te określone są przez następujące wzory:

oo c
a,i*(t) --V? Re X I  S  (G<*(łh - « ¿ V  U

c
(Gocph “ °hóV  u |5h exp (jhwt) (15)

h«1 p »a

OO C exp (jhwt). (16)
delocit) X ]  Ś  (<łh “ G)<W V

h=1 p«a

Składnik ( _i) związany jest z asymetrią fazową przewodności odbiornika 
88

dla danej harmonicznej.
Składnik (dal ) związany jest z dyspersją częstotliwościową przewodności. 
Składnik (r i ) można skompensować całkowicie za pomocą układćw LC, gdy ma­
cierz Bjj odbiornika jest diagonalna lub częściowo, gdy macierz jest 
pełna i dla dowolnych napięć u^it), jak to przedstawiono w pracy [9] . Je­
żeli założymy, że źródło napięcia odkształconego jest symetryczne (3), (4), 
to można wykazać, że kompensacja prądu (ri ) będzie oałkowita dla dowolnej 
skończonej liczby harmonicznych. Ponadto istnieje możliwość skompensowania
prądu ( _ i ) określonego wzorem (15) związanego z asymetrią fazową prze- 

88
wodncści, za pomocą obwodów LC.
Zagadnienia te poruszane są w dalszej części pracy.

3. Diagonalizacja macierzy i kompensacja składowej reaktancyjnei . 
r Ł

Prąd odbiornika dla każdej fazy dany wzorem (5) można zapisać w postaci 
maoierzowej

ia(t)

exp (jhwt). (17)
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gdzie i

Xh “ Yh U h’ (18)

Zespolone wartości skuteczne prądu odbiornika dla danej harmonicznej. 
Macierz 3^ można zdiagonalizować osobno dla harmonicznych h » 3n + 1 (ko­
lejności zgodnej), h ■ 3n - 1 (kolejności przeciwnej) ne{o,1,2 ... m} . 
Diagonalizacją dla harmonicznych 3n (kolejności zerowej) nie będziemy się 
zajmować. Wykorzystując fakt, że dla symetrycznego źródła, dla harmonicz- 

c
nych h ■ 3n + 1, «• 0, tzn., że dwa sąsiednie napięcia są wzglę-

cC s=a
dem siebie przesunięte o f lub f 2, gdzie

f » exp (j 120°) = - ̂  + j , (19)

exP (-3 120°) - - \  - j Ę  . (20)

Równanie (18) dla harmonicznych 3n + 1 można przedstawić w postaci

Xah - [Gaah + 1* Gabh + TCach + ^(Baah + ł  Babh + t W l  Uah •'

Xbh =[tGbah + Gbbh + i2°boh ♦ ^ T ^ a h  + Bbbh + / Bbch}] Ubh. > <21>

Xch “ [ A * h  + tGcbh + Gcch + 3 ( r 2Boah + TBcbh + Bcch)] Uoh, 

Wstawiając wzory (19) i (20) do (21) otrzymujemy:

Iah-[Gaah " ? (°abh+Gach> + Uah^[Baah * ?<Babh+Bach> +

+ ̂ Gach-Gabh)] Uah* <22>

xbh ” [Gbbh " ?(0bah+Gcbh^ + T ^ c ł T ^ a h * ]  Ubh + -1 [Bbbh " l (Bbah+Bbch) +

+ ■T(Gbah“Gbch)] Ubh’
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Ich “ [Gcch " ? (Gcah + Gcbh) + 4 (Bcah " Bcbh}J Uch + 3[Bcch _

- 2(Bcbh + Bcah) + ̂ l (Gcbh " Gcah^ U<5h*

Postępując analogicznie dla harmonicznych h ■» 3n - 1, ne {l,2,...m} (ko­
lejności przeciwnej) otrzymujemy

abh “ ach'J ahI ah * [ Gaah "  ? (Gabh + Gaoh) _ ^ l (B,

+ ¿[Beah - ^ b h  + Baoh) - ̂ |(0aoh - 3abh)] Uch

I bh = [Gbbh “  ? * Gbah + Gbch^ “  ^ (Bbch "  Bbah^] Ubh + 

+ ^[Bbbh "  2 (Bbah + Bbch^ "  " T 'Gbah “  Gbch^]Ubh’

Xoh -LGcch -  ? (Gcah + °obh> “  % Boah *  Bcbh>] Uch +

>

+ 3[b,cch “ 2^Bcbh + flcahB„ - ̂ Gcbh * Gcah^] Uch*

(23)

Analizując wzory ^2) i (23) można zauważyć, że różnią się tylko znakiem 
przed czynnikiem -tj tak dla części rzeczywistej, jak i urojonej. Wyko­
rzystując ten fskt dalsze rozumowania będziemy prowadzić dla harmonicznych 
h ■ 3n t 1. Dla harmonicznych h ■ 3n - 1 rozumowanie będzie analogiczne. 
Zapiszmy wzór (22) w zwięzłej postaci i przyporządkujmy mu równoważny ob­
wód elektryczny bez sprzężeń przedstawiony na rys. 2.

Y' U . = (g '*. + j B' ) U ,ob ab ah J ah ahJah " Yah Uah

Jbh = Y'bh Ubh

OH “ Y ch Uch

(24)

Wykorzystując uprzednio podane definicje dla posczególnych prądów otrzymu­
jemy
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00
ji^t) ni? Re ]>] G U oth exp (jhoJt)

h»1
(25)

piÄ(t) ni? Re ] T  i exp (Jhwfc),
h-1

(26)

3± J t )  n i? Re X ] ( Q'cCh - °h> U ̂  exp (Jhttit), 
h-1

(27)

4,1* (t) -V? Rey](Gh - G) Udth exp (jhut) 
h-1 ote{a,b,e} , h e n .

(28)

gdzie i

ph Gáh + ®¿h + Góh S  0(11
* " i 5 T ------ 3------

(29)

Rye. 2
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Problem kompensacji składowej ri - (ria, rib, ric) sprowadza się do synte­
zy trzech niezależnych dwójników LC, każdy kompensujący prąd okre­
ślony wzorem (26). Syntezę każdego z tych dwójników można sformułować na­
stępująco.
Wyznaczyć funkcję reaktancyjną Br(w) określoną wzorami:

A F I  (w2 - w gi ± -j)
Br(o>) m — iiL--------------, A e R, <*e{a,b,c} , (30)

u[]((i)2 - W 2i^ 
i-1

która dla zadanych częstotliwości przyjmuje wartości:

Br(cV  “ " B^ h )* h G Ns* Ns c H* (31)

Procedurę syntezy należy przeprowadzić tak jak w pracach [8] , [9] .

4. Kompensacja składowej aQi

Układ przedstawiony na rys. 2 po skompensowaniu składowej reaktancyj- 
nej (ri) jest obwodem czysto rezystancyjnym i możemy mu przyporządkować 
schemat zastępczy przedstawiony na rys. 3 przy wykorzystaniu wzorów (25), 
(28).
Składowa przenosząca moc czynną Jest reprezentowana na rys. 3 przez 
trzy identyczne równoważne przewodności G. '
Składowa (ggA^) jest reprezentowanana przez przewodności

°ih - V

Rys. 3



144 M. Pasko

Składowa jest reprezentowana przez przewodności

Gh * 0 *

Ponieważ dwie ostatnie nie uczestniczą w przenoszeniu mocy czynnej, co 
jest równoważne, że odpowiednie przewodności odpowiedzialne za te składo­
we nie pobierają mocy czynnej. Zachodzi zatem pytanie, czy składowych tych 
nie można skompensować za pomocą układów również nie pobierających mocy 
czynnej, a mianowicie układów LC.
Z literatury wiadomo, że każdy niesymetryczny obwód trójfazowy zasilany 
z symetrycznego źródła sinusoidalnego można zsymetryzowaó za pomocą obwo­
dów pasywnych [jo] .
Spróbujemy przeprowadzić symetryzację obwodu przedstawionego na rys. 3 
poprzez kompensację obu niepożądanych składowych (^i) i (¿g*-)*
Rozważania przeprowadźmy dla jednej wybranej harmonicznej h « 3d + 1, wów­
czas P^ = P, co pociąga za sobą, że G^ =■ G i wówczas w takim układzie nie 
ujawnia się składowa dyspersji (¿gi^)»
Ujawnia się składowa (ggi^) gdy tylko GJch - )( 0 i tę składową spróbu­
jemy skompensować poprzez symetryzację.
Rozłóżmy prąd ( przy założeniu, że źródło zasilające ma tylko skła­
dową zgodną =* 0, UQh = 0).
Korzystając z teorii składowych symetrycznych otrzymujemy

as^oh

asX1h

as1^

1 1 1

1 i  i 2

1 i 2 i

GAh 0 0

0 °Bh 0

0 G„

1 1 1 0

1 -¡r2 i u1h

1 i t *2_ 0

gdzie i

°Ah “ Gah " °h *  SBh ” Gbh ' Gh» GCh “ Gćh “ \  

stądi

Ioh “ 3 (GAh + GHh + U1h’

I1h “ j (GAh + °Bh + HCh^ U1h’

(32)

(33)

(34)

(35)

as1^  * 3*GA + ̂ GBh + i2(łCh) U1h* (36)
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Warunkiem symetryzacji będzie 3pełnienie warunków

GAh + ^ B h  + *GCfa " 0 

brak składowej zerowej i

(37)

GAh + 5TGBh + Ch (38)

brak składowej przeciwnej.
Przeprowadźmy kompensację składowej zerowej, wpinając pomiędzy daną fazę 
a przewód zerowy układy kompensacyjne złożone z elementów LC. Musi być 
spełniony warunek

+ °Ah + *2(G Bh +Ybkh^ + tf(GCh + Y ckh^ 3 0akh Ah (39)

i jednocześnie narzucamy warunek, że elementy kompensujące nie mogą pobie­
rać mocy biernej, zatem

Yakh + Ybkh + Yckh " °* (40)

Spełnienie warunków (39) i (40) prowadzi do układu trzech równań o trzech 
niewiadomych B^^, i Po rozwiązaniu otrzymujemy

(41)
Bakh "Y31 ŜBh " Gch^’

^kh m yji' ̂ GCh “ ‘W *  

®bkh “ ĜAh - GBĥ  *

Spełnienie warunku (33) przy jednoczesnym spełnieniu warunku (37) nie jest 
możliwe poprzez połączenie elementów kompensacyjnych w gwiazdę jak poprze­
dnio. Należy je włączyć na napięcie międzyprzewodowe i narzucić warunek, 
że

Y abkh + Yabkh + Y bckh 3 °* (42)

TJkład kompensujący zarówno składową zerową jak i przeciwną przedstawiony 
jest na ryo. 4.
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Rys. 4

Wyrażając prądy w poszczególnych fazach dla rys. 4 poprzez napięcia od­
powiednich faz otrzymujemy.

as^ah ” [GAh + ^Bakh + ^Babkh^“ **> - .1Babkh(ir- lil Uah “ Y Ah Bah (43)

asYbh “ [°Bh + ^ k h  + ^ c k h ^ -  - JBabhk(*- 1)]I Ubh “Y 'Bh Ubh (44)

i' = Faa ch L8Ch + 3Bckh + JBcakh(l-TT2) * JBbckh^- 1)"I Uch “Y Ch Uch (45)

Spełnienie warunku

y>Ah + *YBh + * 2 Y Ch 3 0 (46)

i warunku (42) prowadzi do wyznaczenia szukanych wartości suaceptancji 
układów kompensujących .połączonych w trójkąt poprzez wartości G^, G^,
GCh*
Otrzymujemy

Babkh ” (0Ah “ °Bh^ ]
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Bbckh “ (GBh " GCh^ V

Backh " ~^jf (GCh ” ‘W * ^

Po eliminacji składowej zerowej ggl^ 1 przeciwnej aal£h w układzie pozo­
stanie składowa zgodna prądu aeX ^  określona wzorem (35). Wykorzystując 
wzór (29) można zauważyć, że dla każdej harmonicznej

°Ah + GBh + GCh * °. (48)

co powoduje, że składowa gg1^  “ 0/h''*

Zatem składową ( i) można skompensować za pomocą elementów reaktancyjnych ss
włączonych jak na rys. 4 dla dowolnej liczby harmonicznych.
Jeżeli źródło zawiera więcej niż jedną harmoniczną, to 3^ G i wówczas 
pojawia się składowa (¿sł)» która nie może być skompensowana za pomocą 
elementów wyznaczonych poprzez wzory (41) i (47).
Natomiast, czy istnieje możliwość jej skompensowania za pomocą elementów 
bezstratnych wymaga dokładnego przeanalizowania.

5. Zakończenie

Przedstawiony sposób kompensacji składowej reaktancyj nej (rD  oraz skła­
dowej (aał) związanej z asymetrią fazową przewodności został przeprowadzo­
ny przy założeniu symetrycznego źródła napięcia odkształconego zasilają­
cego odbiornik trójfazowy, co w praktyce jest zazwyczaj spełnione.
Włączenie kompensatorów służących do kompensacji składowej (ri) i (agł) 
przedstawione jest na rys. 5.

R y s. 5
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Wydaje się celowe zastąpienie jednym kompensatorem połączonym w trójkąt 
służącym zarówno do kompensacji składowej (ri), jak i (a3*).
Niemniej jednak przedstawiony sposób nie jest ogólny i wymaga dalszych ba­
dań zarówno nad syntezą układów kompensacji składowej reaktancyjnej (ri), 
jak i składowej (dai) oraz (aai) przy dowolnych napięciach zasilających 
odbiornik, trójfazowy (wielofazowy).
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KCłDIEHCAUHH. COCTABffiUQIKHX TOKA TPËX4A3H0F0 nPH£MHHKA I3HTABl!(ErOCH OT CHMMEÎPH- 
HHOrO HCTCHHKKA HBCHHY COMJIĄJIŁHOrO HAnPHKEKHH

P e ł D K 9
B csaxbe nonasaHa bo3moxhoctb Cojiee a$$eKTHBHOtt KOMneHcauaH peaKTHBHO# 

cocTaBjwnmea toks jraHetaoro *pex$a3Horo npaëuHHKa, naiamnerocH ot cmnieipH-
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Horo HCio'iHHKa HecHHyconnaniHoro HanpaxeHHa, 'ten ksjc sto npe«ciaBjieHO b  pa- 
6oie [9] / Aim- j i i >(5h x  i i p o h b b o j i l h h x  HanpaaceHH*, nHiammax Tpex$a3Hna naeuHHK/. 
AoKa3aHO, vto hum anCoro jimetHoro xpexÿasHoro npHSUHHica c saeKspoiiaEHHTHOit 
a Baa wo cymecxByei boskozhocxb uomott KOMnencanag peaxiHBHot cooiaBxxsqet 
/ri/ TOKa c nououBB AByxnojnocHHKOB LC » Kpoiie xoro b paCoTe npê ciaBjieHa B03- 
MOJtHOCTfc KoMneHcauHE cociajsjuuMiet / ggi / BmeaeHHOt hb cociaBxarmei cBssa- 
bhoS c JaaonoE acBiateipiieit npoBOAxxocxH npHeuHHKa ajih flaHoï rapiiohhxh c no- 
uomMO CHCieu LC BHÛpaHHoro KOHevHoro 'JBCjia rapuoEHK h = 3n + 1.

COMPENSATION OP THE CURRENT COMPONENTS OP A THREE-PHASE LOAD SUPPLIED 
WITH*A SYMETRICAL NONSINUSOIDAL VOLTAGE SOURCE

S u m m a r y
A possibility of more efactive compensation of the reactive part of 

current of a linear, three-phase load supplied with a symmetrical, nonsi- 
nusoidal voltage source than it was presented in [jîj (for any voltages of 
a three-phase load) has been shown.
It has been proved that for any linear, three-phase load with mutual in­
ductances there is a possibility of total compensation of the reactive part
(ri) of current by means of two-terminal LC networks.
Moreover, a possibility of compensation of the component (asi) (separated 
from the component si) connected with phase-a3ymmetry of the load conduc­
tance for a given harmonic by means of LC networks for finite number of
harmonics, h = 3n + 1 has been presented in the paper.


