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Bernard BAROH

ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH DO ROZWIAZYWANIA
PROBLEMU DIRICHLETA DLA DWUWYMIAROWEGO ROWNANIA LAPLACE*A

Streszczenie. W pierwszej czesci pracy sformutowano problem Di-
richleta dla dwuwymiarowego réwnania Laplsce’a w postaci réwnowaz-
nego ukdadu roéwnan catkowych pierwszego rodzaju opierajac sie na
teorii potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej. Zgodnie z
ideg metody elementéw brzegowych dokonano aproksymacji potencjatu
logarytmicznego zadanego na dowolnych konturach. Elementy macierzy
otrzymane w wyniku aproksymacji wyrazono w postaci kombinacji funk-
cji standardowych zaleznych od wspétrzednych punktéw wezdowych kon-
turéw. Otrzymano w ten spos6b og6lng procedure dla numerycznego roz-
wigzywania pol elektrycznych w uk#adach dwuwymiarowych.

1. Sformudowanie problemu Dirichleta dla dwuwymiarowego réwnania
Laslace’a w postaci roéwnowaznego roéwnania catkowego pierwszego

rodza.iu

Obecnie duzo uwagi zwraca sie na rozwigzywanie pdol elektrycznych quasi-
- statycznych metoda réwnan catkowych. Szerokie zastosowanie tej metody
podyktowane jest wieloma zaletami, z ktérych gtéwna polega na mozliwosSci
obliczenia pola w nieograniczonej przestrzeni. Do innych zalet nalezy réw-
niez zaliczy¢ mozliwos¢ konstruowania najbardziej prostych i ogélnych pro-
graméw, pozwalajacych obliczy¢ pole elektryczne przy dowolnych ksztattach
powierzchni granicznych z rozdzielenia osrodkéw, jak réowniez mozliwosé
otrzymania rozwigzan zagadnien polowych w przejrzystej zwartej formie,
tj. w postaci potencjatow [4, 10, 13, 14j.

Do obliczenia po6l elektrycznych generowanych przez natadowane przewod-
niki bardzo czesto wykorzystuje sie réwnanie catkowe pierwszego rodzaju
[?> 8]. co zapewne podyktowane jest bezposrednim stosowaniem potencjatow
warstwy pojedynczej +adunkoéw.

Dwuwymiarowy model pola elektrycznego mozna stosowa¢ w przypadku roz-
patrywania uk#adéw przewodéw prowadzonych roéwnolegle wzgledem siebie oraz
przy zatozeniu, ze odlegtosci miedzy przewodami sa dostatecznie mate w po-
réwnaniu z ich diugoscia.

Z praktycznego punktu widzenia zewnetrzny problem Dirichleta dla dwu-
wymiarowego roéwnania Laplace’a ma bardzo duze zastosowanie. Poszukiwanie
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rozwigzania tego problemu bedzie prowadzone w postaci potencjatu logaryt-
micznego warstwy pojedynczej .

Niech na ptaszczyZnie R dany jest uktad D”~i =0, 1,...N) rozkacz-
nych obszaréw ograniczonych jednospdéjnych, ktérych brzegi 1" sg krzywymi
zamknietymi klasy C1l. Poszukuje sie rozwigzania V(X) zagadnienia Di-
richleta dla dwuwymiarowego réwnania Laplace’as

N
AV(X) =0 dla XER2 - [J Dj (D)
i=0
z warunkami brzegowymi
v(X) =V1 dla XeE.1 @G=0, 1, 2 N) (@)

znikajacego w nieskonczonosci w postaci potencjatu logarytmicznego warstwy
pojedynczej:
Np

v(x) =m ’|2<=0 $I6k(Y)m LTkrIdIY:" jﬁ(Y)In[iW 1dly (3)

gdzie:
N_
- Cu Zo.ocp,

1/2
IXY I =k ™ y_j) + (X2 ™ /\2/\ J *

dly - miara konturu £ ze wzgledu na wspétrzedne punktu Y.

Azeby jednak potencjat okreslony wzorem (3) znikat w nieskonczonosci po-
trzeba i wystarcza, aby Jb]:

Np
f 600)dIx = Tokoodiz = o. @
c k=> tk

tatwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy punkt X zmierza do nieskonhczonosci
(rys. 1) to funkcja V(X) zmierza do zera (wynika to z wystepowania ekra-

nu).
W przypadku braku ekranu podczas badania pola elektrycznego linii
trojfazowej zaktada sie dodatkowo, ze roziaczne obszary znajduja sie

w potptaszczyznie x2 > 0 (rys. 2).
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_XF

Rys. 2. Obszary w okdtadzie wspodrzednych x1 0 x2
Pig. 2. The Di regions in the coordinate systea x1 O
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W tym przypadku warunki brzegowe (2) pozostaja bez zmian, natomiast dla
x2 = 0 przyjmuje sie potencjat V(x1, x2) réwny zeru:

V(xr 0) =0 . ®

Kozwigzanie tak postawionego zagadnienia Dirichleta dla dwuwymiarowego
réwnania Laplace*a mozna otrzyma¢ stosujgc metode obrazéw elektrycznych
wzgledem prostej x2 = 0. N
Nalezy wiec tak okresli¢ funkcje 6(Y) na brzegu fc= £°u L1u.. .utp, aby
potencjat V(X) spedniat warunki brzegowe (2) (i ewentualnie (5) w przy-
padku braku ekranu £°), a na to potrzeba, by spedniony byt nastepujacy
uktad roéwnan catkowych pierwszego rodzajus

NP
S J 6k(yl* y2>In -T-- =T dIY - 2tvic )
k=0 tk 1/(yl-y1)2+(y2-x2)2

X(x™, x2) R 1 -0, 1, 2,---NP

(W szczeg6lnosci Np = 3).

Znajomos¢ rozktadu gestosci powierzchniowej #+adunkéw zapewniajgcych sta-
+o$¢ potencjatéw na konturach pozwala, zgodnie ze wzorem (3), na roz-
wigzanie réwnania (1) z warunkami brzegowymi (2).

Przyjmujac dla operacji catkowej typu potencjatu logarytmicznego ozna-
czenie:

NP
Y. Cig 1l oe'mi» [~ ] ai, )

mozna ukdad roéwnan catkowych(6) przedstawi¢ w zwartej postaci operatoro-
wej:

YL6 =W ®)

gdzie:
W = 2LV1 dla XeCl @ =0, )-

Problem Dirichleta dla dwuwymiarowego réwnania Laplace’a jest réwnowazny
rozwigzaniu réwnania (8) z operacja liniowg okreslong wzorem (7)*

Jak tatwo zauwazy¢, operator (wzér (7)) jest operatorem liniowym
i do badania réwnania (8) mozna zastosowa¢ teorie Banacha z analizy funk-
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cjonalnej [jl, 9"« W zagadnieniach elektrostatyki dziedzina i przeciwdzie-
dzina operatora Y~ sa przestrzenie funkcji rzeczywistych wspétrzednych
punktu X, np. przestrzen funkcji ciagtych C, catkowalnych L1 i catkowal-
nych z kwadratem Lg odpowiednio na powierzchni S i konturze t. Jezeli
jednak rozpatrywa¢ pole elektryczne guasi-statyczne sinusoidalnie zmien-
ne, woéwczas nalezatoby dziedzine i przeciwdziedzine operatora Y” rozpa-
trywa¢ w przestrzeniach zespolonych funkcji punktu na konturze , np. w
przestrzeni funkcji catkowalnych z modutem L* 1lub z kwadratem 1*. Jak
wiadomo z analizy funkcjonalnej, rozpatrywane przestrzenie C*, L*, L*
sa przestrzeniami Banacha QI].

Jadro operatora catkowego (7) ma skaba osobliwos¢ w przypadku, gdy punk-
ty X 1Y pokrywajag sie. Jezeli jednak operator Y~ jest okreslony w prze-
strzeni funkcji 6 catkowalnych z modudem (6eL*), to - jak wiadomo z teo-
rii potencjatu [10] - operatory te przyjmuja wartosci przestrzeni funkcji
ciggtych C* odpowiednio na konturach C.

Mozna wykaza¢, ze operacja Y~ jest ograniczona z C* w C*,a jako
taka jest ciagta. Ponadto dowodzi sie £8], ze liniowa operacja Y L jest
réwnoczesnie operacja ograniczona z Lg () w L* (D).

Operacja Y~ zdefiniowana wzorem (7) spednia warunek:

Y160 O 6=0. (©)

Warunek (9) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby operacja
liniowa Y I by#a odwracalna. Z warunku (9) wynika jednoznacznos$¢ rozwig-
zania (8), [i, ).

2. Aproksymacja operatora catkowego

Konstrukcja uktadéw roéwnan catkowych, sformutowana w punkcie 1 jako
réwnowazna problemowi Dirichleta dla réwnania Laplace’a, bazuje na opera-
torach catkowych typu potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej. Przy-
blizone rozwigzywania tych uktadéw réwnan catkowych wymagaja okreslenia
operacji przyblizonych do operacji podanych wyzej tak, azeby normy tych
operacji w Lg ro6znity sie mozliwie mato.

Do aproksymacji potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej zadane-
go na dowolnym konturze zastosowana bedzie aproksymacja #adunkéw w opar-
ciu o funkcje sklejane.

Centralnym zagadnieniem w przyblizonym rozwigzywaniu uktadu réwnan
catkowych pierwszego rodzaju (6) jest aproksymacja potencjatu logarytmicz-
nego (7). W aproksymacji tej nalezy przede wszystkim dokona¢ podziatu kon-
turow tk na elementy i dla kazdego z nich wybra¢ odpowiednia funk-
cje aproksymujaca Wykonujac nastepnie catkowanie po kazdym z ele-
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mentow %j i sumujac uzyskane wyniki, otrzymujemy operacje orzyblizong

operacji (7). Jezeli kontury sa zadane w postaci parametrycznej i wy-

nik catkowania po da sie przedstawi¢ w postaci kombinacji funkcji

standardowych, to tzw. funkcje ksztaktu mozna przedstawi¢ w postaci goto-

wych wzoréw. Otrzymanie gotowych wzoréw jest tym trudniejsze, im wyzszy

jest stopien funkcji aproksymujacych. W takich przypadkach nalezatoby sto-

sowa¢ catkowanie numeryczne.

Jezeli jednak punkt X6c”, to catka po elemencie jest catka niewtas-

ciwg i jej numeryczne obliczenie jest utrudnione.

Poniewaz jednak catki te decyduja o doktadnosci aproksymowanego operatora

T, nalezy je wyznaczy¢ mozliwie najdoktadniej metodami analitycznymi.

Jezeli kontury przewodéw nie sa zadane analitycznie, lecz w posta-
ci ciagu punktéw YN =1, 2,...,Nk) k=0, 1,...,N ), to w konstrukcji
operacji bliskiej dla operacji (3) nalezy réwniez dokona¢ aproksymacji
konturéw.

Formalnie rzecz bioragc, catkowanie po elementach Gj mozna dokonac
Jjakakolwiek metoda kwadratury [M1] - Jednakze przy catkowaniu na duzych
odcinkach metody te daja duze btedy. Sa one uwarunkowane stabg osobliwos$-
cig jadra operacji typu potencjatu logarytmicznego "W, ktdére maleja dosta-
tecznie szybko przy oddalaniu sie od rozpatrywanego punktu.

Zwiekszenie doktadnosci aproksymacji potencjatu (7) moze by¢ osiagniete
przez zastosowanie tzw. Ffunkcji sklejanych do aproksymacji funkcji gestosci
+adunkéw 67(X) na elementach podziatu konturoéw Ofl-

2.1. Potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej zadanej na dowolnych
konturach

Punktem wyjs$cia dla dyskretyzacji potencjatu logarytmicznego jest

okreslenie dla zadanych punktéw Y~e”ii =1, 2..... Nk) poszczegélnych

konturoéw przewodéw, funkcji aproksymﬂjacych ksztatt tych konturéw.
Ir

Najprostsza aproksymacja danego konturu C polega na zastgpieniu go

krzywa +*amang sktadajaca sie z odcinkéw *gaczacych sasiednie punkty Y
podziatu konturu fck. W ten sposéb zbidér punktéw (ylt y2) konturu
zostat zastgpiony zbiorem punktéw (rys. 3)*

C?ij <

=1

gdzie:

Lis{(y1*y2>syl=yl, i+ (yit,+1%y1, i y2=y2, i+<*2, i+1"*2, i>Ex

db
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X2

—-»
X1

Rys. 3« Oznaczenie wektoréw wodzacych
Fig. 3- Designation of the radius-vectors

Tak przedstawione funkcje sklejane pierwszego stopnia (11) interpolujace
wspodrzedne y*~, yk i punktéw YkE£«k(@ = 1,2....Nk) (k =0,1,...W)
s3 dane jednoznacznie £5].

W przypadku interpolacji konturéw -& w postaci zbioru (10) funkcje
gestosci tadunkéw beda aproksymowane funkcja sklejang stopnia pierwszego
interpolujaca dane wartosci 6k w punktach podziatu Yk konturu Ck.
Podobnie jak we wzorze (11) w zapisie funkcji interpolujacej zastosowany

1 bedzie parametr tj-s

=<6” + (6™M1 - 6*)E dla (yl,y2)elcti  0< £ < 1

dla (yl.y2)4",i
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gdzies
=6 (YJ) - gestos¢ tadunku w punkcie podziatu Y~ konturu zwana
zmienng wezdowg.

Uwzgledniajac podstawienie (11) na wspodrzedne y», y2 wystepujace w ja-
drze operacji (7) oraz zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 3 otrzymu-
je sie:

ta pL-r - 4 in 1 a3
N NIV B (g2
dla  16tf,Qy
gdzies
XYi m (yl,i © X1} *1 + (y2,i " x23 A2 14
Yi Yitl * 1,i+1 " yl,i> K1 + 92+l " y2,i3 k2 as

Dla przyjetej interpolacji (10) konturéw £k i aproksymacji funkcji ge-
stosci tadunkéw (12) oraz zgodnie ze wzorem (13) operacja okreslana
wzorem (7) przyjmie postac¢ przyblizong;

A-kZ Z iHILd

1«1l

X in Nl ulm de . (6)

i yF 2 o+ Vo o+ 2 p(xi 3e(yi o yi+id 4 o+ ixvyi Q2

Dyskusje catki wystepujacej we wzorze (16) jako funkcji wspodrzednych
punktu X mozna ograniczy¢ do nastepujacej cakki;
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Catke (17) mozna obliczy¢ stosujac caltkowanie przez czesci w zaleznosci

od usytuowania punktu X o wspodrzednych (x1, Xg)-
Jezeli punkt X(x1, xg) nie lezy na elemencie » to catka (17) wyra-

za sie wzorem W*(X) _ aE(X)6”N + b*+1 (X)6"N+1 a3)

gdzie:
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Jezeli punkt X lezy na elemencie C1 if to obliczenie catki (A7)
znacznie sie upraszcza, nalezy jednak zauwazy¢, ze staje sie ona catka
niewkasciwg, gdyz dla 08~ 4 1 wyrazenie wystepujgace pod logarytmem
przyjmuje dla pewnego £ wartos¢ zerowa. Zbieznos¢ tej catki wynika z
og6lnego twierdzenia [jo] dotyczacego potencjatu logarytmicznego.

Jezeli punkt X(x*, x2) lezy na koncach elementu £k ~ (tj. *-y{, y*+1),
to catka (17) wyraza sie wzorami:

WACYA) a aE(YK)QE + bi+1(Yi) 6k+1 (€i))
gdzie:
ak(Y*) =i |y | +11-4 1In IYFif+11l + F) 22)
br+i(Yk) = 1 JYAYKiI+1 |*<- \\In|YiYi+1 1+ 4>
oraz:
W (Yitl) = ai+L1(Yi+1)61  + bi+l (Yi+1)6i+l (24i
gdzie:
ai<Yi+i> - D14 <—1 A 1YiYis | +1) 25)

HM3>meYYH*- \HBHL |- Y o

Uwzgledniajgc wynik catkowania (17) we wzorze (16) otrzymuje sie:

PNk N K
Y Lp6 - e S [ ai(X)6i + bi+i(xX)6i+J - S _ S ° i (X)6i @7
= =1 k:O i=1
gdzie:
ck (O = ak () + bk QO . 28)

W ten spos6b otrzymano ogélne wyrazenie (27) naoperatorprzyblizony dla
operatora typu potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej (7). Funkcje
ksztattu ck(X) dla tego przyblizenia wyrazaja sie poprzez funkcje In,
arctg o argumentach bedacych funkcjag iloczynéw wektorowych oraz skalarnych
na odpowiednich wektorach (14), (15). Ta ogélna procedura obliczania
sprowadza sie tylko do podania wspoédrzednych punktcw Y~ podziatu kontu-
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row C*1 (k=0,1, oraz odpowiadajacych im zmiennych wezdtowych 67 be-
dacych gestosciag #adunkéw w rozpatrywanych punktach, azeby zgodnie ze wzo-
rami (27), (28), (19) i (20) otrzyma¢ potencjat logarytmiczny w dowolnym
punkcie.

3- Algebraizac.ia uktadu roéwnan catkowych pierwszego rodza.iu

Zastosowanie metody elementéw brzegowych pozwala na dyskretyzacje ukta-
(dow réwnan catkowych sformutowanych w rozdziale 2. Stosujac mianowicie
i aproksymacje operatorow catkowych, wystepujacych w tych réwnaniach, doko-
i nang w punkcie 2 na bazie elementdéw brzegowych oraz zapisujac te uktady
3 réownan catkowych w tylu punktach, ile jest zmiennych wezdowych ustalonych
( do aproksymacji tych operatoréw, otrzymuje sie algebraiczne uktady réwnan
1 bedace przyblizeniem ukdadu réwnan catkowych.

Przyblizajac operator typu potencjatu logarytmicznego warstwy pojedyn-
cczej (punkt 2, wzor (27)), a nastepnie zapisujac uk¥ad réwnan (6) w tylu
I punktach X = Y~, ile jest zmiennych wezdtowych (najwygodniej jest wybrac
1te punkty Y~, ktore postuzyty do przyblizenia operacji VL (7)), otrzy-
nmujemy nastepujace przyblizenie réwnania catkowego uktadem réwnan linio-
vwych:

N Hk
E X Ci(Yi)Bi = 2Evl (1=°,1.— .Np) 29)
= 1= 1-1,2,...,~).-

U Uk#ad (29) nalezy do Zzle uwarunkowanych, tj. nieduze odchylenie elementéw
mmacierzy c¢;(Yj) prowadzi do znacznych odchylen w elementach macierzy od-
wwrotnej. Paradoksalno$¢ sytuacji przy rozwigzaniu ukdadu (29) polega na

ttym, ze im mniejsze elementy podziatu konturéw tym wiekszy moze
b by¢ btad rozwigzania przy stosowaniu niedokdadnych metod przyblizenia ope-
r ratora (np. stosujac catkowanie numez"~rczne). Praktycznie rzecz biorac,

n nalezy przyja¢ dostatecznie gruby podziat konturéw, natomiast dostateczng
d doktadno$¢ rozwigzania nalezy zabezpieczy¢ duza doktadnoscig w obliczeniach
w wspotczynnikoéw (Yj) uk#adu (29). Otrzymane w pracy wzory na elementy
CC* (1) macierzy uktadéw rownan (29) zapewniaja zachowanie doktadnosci ob-
1liczen, co potwierdza ponizszy ekspezyment numeryczny.
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4» Obliczenia testu.iace
Opracowany algorytm przetestowano na przykdtadzie obliczeniowym dla da

nych z rys. 4, tj. dla przewodnika umieszczonego wewngtrz ekranu. Do dli-
czen przyjeto*

Rj =0,2m
Rg = 0,4 m

~ liczba punktow wezdowych podziatu
Kg = 16 przewodoéw

V1 * 10000 V

v2 =0V
k=1,2 - numery przewodoéw
1=1,2,...,16 - numery punktéw wezdowych

“ punkty wezdtowe podziatu konturéw przewodow.

Rys. 4. Aproksymacja konturéw ukdadu dwéch wspétsrodkowycb przewodéw szes-
nastokatem foremnym

Fig. 4. Approximation of the circuit of two concentric conductors with
a regular sixteen,
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Dla dwoch wspotsrodkowych przewodéw walcowych rozkdad skkadowej Er
wektora natezenia pola elektrycznego (R1$ r < Rg) dany jest doktadnym

wzorem analitycznym:

v. -v2
ir JT- - (30)
r In 57

Natomiast potencjat V(r) dla R1 " r R, wyraza sie wzorem analitycznym:

1> ?%‘
GD

V() = (¢, -V2) g- -
In Iff

Obliczenia zrealizowane wg algorytmu (29) na minikomputerze IBM poréwna-

no z obliczeniami otrzymanymi na podstawie wzoréw analitycznych (30) i (31)»
liyniki obliczen sktadowej normalnej wektora natezenia pola w punktach we-
ztowych podziatu konturéw Y* zestawiono w tabeli I.

Tabela 1

Poréwnanie rozktadow natezenia pola na powierzchni przewodéw o danych
z rys. 4 obliczonych zgodnie z algorytmem (29) oraz w oparciu o wzOr ana-
lityczny (30)

k=1,2 En (r) B+ad wzgledny
E ()
n 1 1-1,2,...,16 wg wzoru (30) . B (N-E (Y|
5 (" [ 100ia
v v 0
m m %
Bd ¢J) = 72613,396 En (R1) = 72139,662 0,66
dla
En(¥®) = 36058,288 En (R2) = 36069,831 0,03

dla 1-1,2,...,16
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5* Uwagi 1 wnioski

Opracowany algorytm do numerycznego rozwigzania uk#adu réwnan catkowo-
-brzegowych po6l elektrycznych pozwala wyznaczyd rozkdady natezenia pola
elektrycznego na powierzchni przewodéw (6 = &En) jako wynik bezposrednie-
go rozwigzania ukdadu réwnan algebraicznych (29).

Wyznaczone w pracy ogélne wzory (28) na funkcje ksztattu CN(X) pozwala-
ja zgodnie ze wzorem (27) wyznaczy¢ potencjat, a tym samym wektor nateze-
nia pola elektrycznego w dowolnym punkcie X rozpatrywanego ukdadu. Ponadto
wyrazenie funkcji C~N(X) jako wspodrzednych punktu X poprzez kombinacje
funkcji standardowych wyeliminowato potrzebe wielotysiecznych odwotan do
procedury catkowania numerycznego na poszczeg6lnych elementach brzegowych,
co w bardzo istotny sposéb skrécito czas obliczeniowy oraz zapewnito bar-
dzo duzg dok*adnos$¢ generacji macierzy dyskretyzujacej operator catkowy,
co z kolei jest warunkiem koniecznym efektywnosci stosowanej metody.
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MPJMEHEHHS METOM KPAEBNX 3JIEMEHTOB JOIH PEffIEHHH IIPOEJIEMH fIHPHXJIE
[UJIH "ByXMEPHUX yPABHEHHii jIAHJIACA

P e3p LJe

B pafioie b ee nepaoS naciH, cq&opuyjiiipoBaHa npoCxeua .JhipHxxe Ran RByx-
MepHoro ypaBHeHHa Jlamaca b bhas paBHOcroibHoit cHcxeim HHxerpo—KpaeBux pe-
meHHii 1 po”a onapaacb ua leopaa aorapaijaiHaecKoro noreHgaaJdia npocxoro cxoa.
CorJiacHO a”ea MeTOaS Kpaestoc sjreueHXOB AaHa annpoKcaaauaa aorapH$UHaecKoro
noieHuaaaa 3a#aHHoro Ha npoii3BOJibHtfx KOHxypax. 3aeaeHTbi iiaTpauu nojtyaeHae
b pe3yjibTaie annpoKcauaiiaH npe~cTaBjiaKTca b burq KouOaHauaa cxaHxapiHux
(pyHKnafl 3aBacanux ox KoopsHHai ysaoBux xoaeK KOHiypoB. Taaau o06pa30M nojiy-
aeHa oCnap npone”ypa Alist aacaeHHoro pemeHHH aaeKipHaecKax nojiefi b AayxMep-
hhx ypaBHehhhx e

APPLICATION OP THE BOUNDARY ELEMENTS METHOD POR SOLVING THE DIRICHLET
PROBLEM OP THE TWO - DIMENSIONAL LAPLACE EQUATION

Summary

The Dirichlet problem for the twordImensional Laplace equation has
been formulated on the basis of the theory of singular layer logarithmic
potential in the Part 1 of the work in the form of equivalent set of the
first kind integral equations.

In accordance with the idea of the boundary elements method an approxi-
mation of the logarithmic potential given along some arbitrary contours
has been done.

Elements of a matrix obtained in consequence of the approximation have
been shown in the form of a combination of standard functions dependent
on the coordinates of the contour nodes.

A general procedure for solving numerically two-dimensional electric

fields has been obtained in this way.



