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Streszczenie. W pracy zdefiniowano nowy wskaźnik jakości prądów 
odkształconych dla odbiorników dwuzaciskowych.
Wskaźnik ten ustala zadany kompromis pomiędzy oceną własności ener­
getycznych (strat mocy czynnej na doprowadzeniu do odbiornika) i od­
kształceń przebiegu prądu (zawartością wyższych harmonicznych). 
Proponowany wskaźnik określono jako kwadrat normy odpowiednio zde­
finiowanej przestrzeni Sobolewa. Minimalizacja tego wskaźnika ja­
kości przy ograniczaniu równościowym na noc czynną dostarczaną do 
odbiornika umożliwia wyróżnienie składowej prądu odbiornika, odpo­
wiedzialnej za całkowity przesył mocy czynnej do rozpatrywanego od­
biornika.

1. T/step

Problematyka obejmująca zagadnienia energetyczne obwodów z przebiegami 
odkształconymi wiąże się ściśle z różnymi definicjami wskaźników jakości 
energii elektrycznej oraz możliwościami ich minimalizacji.
Dotychczasowe prace z elektrotechniki teoretycznej £3]]. DDD 00» CO* 
[1U] dotyczyły wskaźników energii elektrycznej o charakterze energetycz­
nym. Wskaźniki te dotyczą prądów odbiornika i umożliwiają ocenę strat mo­
cy czynnej na doprowadzeniach do odbiorników, tok jeanofazowycn, jak i 
wielofazowych. Techniczne warunki określające jakość energii elektrycznej 
energetyce zawodowej dotyczą właściwości energetycznych obwodu lub też 

cech jakościowych (odkształceń przebiegów elektrycznych prądu i nazięcia)
DO. DO* DO*  DO*  DO* D O .  DO-

Brak jest wskaźników jakości przebiegów odkształconych ujmujących rów­
nocześnie ich właściwości energetyczne i jakościowe.

Korzystne będzie wprowadzenie wskaźnika jakości przebiegów odkształco­
nych, :tóry umożliwiałby równoczesną ocenę właściwości energetycznych i 
ocenę odkształceń przebiegów oraz umożliwiałby ustalenia zadanego kompro­
misu między wymienionymi ocenami.
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Wydaje się, że wskaźnik taki można by zaproponować w postaci wzoru:

I <l ‘r)<*>>2 «•' <’>¥ r=0 0

gdzie:
oCr - współczynniki wagi ustalające kompromis pomiędzy oceną właś­

ciwości energetycznych i jakościowych funkcji prądu i,(I* )i - r-ta pochodna funkcji prądu względem zmiennej czasu t,
r e{o,1,2,...,1^.

Pierwszy składnik wzoru (1) dla r=0 jest proporcjonalny do strat mocy 
czynnej na doprowadzeniu do odbiornika. Pozostałe składniki wzoru (1)
(r > 0) ujmują cechy jakościowe (odkształcenia) funkcji prądu, ponieważ 
wyższe pochodne funkcji prądu uwypuklają silnie wpływ odkształceń wyższych 
harmonicznych w tym prądzie.

Całkowa postać wprowadzonego wskaźnika jakości (1) ma dodatkowo zale­
tę z punktu widzenia metrologicznego, gdyż - jak wiadomo - pomiarowe roz­
różnienie dwóch wielkości różniących się na zbiorze miary zero jest nie­
możliwe.
Konstrukcja zaproponowanego w sposób intuicyjny wskaźnika jakości (1 ) wy­
maga uzasadnienia, co uczyniono poniżej.

2. Konstrukcją przestrzeni Sobolewa

Oznaczmy przez Wg ^ (0}T) zbiór prądów (napięć) opisanych funkcjami
rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej (czasu).
Przyjmujemy w dalszym ciągu, że funkcje prądu oraz funkcje napięcia jako 
elementy zbioru Wg ot 84 pozbawione wymiarów fizykalnych, można je
więc traktować jako elementy tego samego zbioru [_£}•
Funkcje te winny spełniać warunki:
- winny być funkcjami okresowymi o tym samym okresie T,
- posiadać na przedziale <0;T> prawie wszędzie pochodne (rozumiane w 
sensie klasycznym) do rzędu 1-tego włącznie,

- być mierzalne w sensie Lebesgue’a na przedziale <0}T> ,
- posiadać całkowalny kwadrat w sensie Lebesgue’a,
- ich pochodne do rzędu 1-tego włącznie winny spełniać wyżej wymienione 
warunki.
Ściśle biorąc, elementami zbioru Wg ^ (OjT) są klasy funkcji:

- różniących się na zbiorach miary zero,
- takich, że ich pochodne do rzędu 1-tego włącznie różnią się na zbiorach 
miary zero.
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W oelu uproszczenia zapisów wzorów, operując właściwie klasami funkcji, 
do ich zapisu używać będziemy tego samego symbolu, który określa daną 
funkcję.

Zbiorowi V/~ . (0}T) nadajemy strukturę przestrzeni liniowej nad ciałem 
liczb rzeczywistych R0 definiując w nim działania:
- dodawania "+" funkcji

f + g 4 , ot gdy 2,oC (0sT) (2)

- mnożenia przez liczby rzeczywiste

c . f = cf Wg>ot (OjT), gdy f6 Wg.ot c 6 R. (3)

llożna wykazać, że działania dodawania "+" i mnożenia są wewnętrzne w
zbiorze Wg ^ (0}T), tak więc uporządkowana czwórka (Wg A (0}T), R0, +, .)
tworzy przestrzeń liniowa nad ciałem liczb rzeczywistych Rc« V/ przestrzeni
liniowej (wi (0}T), R„, +, .), wprowadzamy operator iloczynu skalarne-c
go zgodnie ze wzorem:

(l)w8 —2 ,<* (0{T) x S2 ,et (0jT)  R • (4)
gdzie:

T
_  J
k=0 0

(f|g)w = Ż * k T  J f (k)(t) g(k)(t)dt (5)

f, g 6 W ^  (OjT)| otk ^ 0  dla k ^ 1 j  <*Q > Oj 

f(k). g(k) .. k-te pochodne funkcji f, g,

f(°^ = fj g ^  = g

Tak więc uporządkowana para ((Wg ^ (0}T), R0, +, .), (|)w) tworzy prze­
strzeń unitarną, która oznaczamy przez Wg ^ (O5T).
W wymienionej przestrzeni liniowej operator określony wzorem (4) indukuje
normę:



U. Brodzki i inni

Zupełność przestrzeni Wg <* (0|i) wykazuje się w sposób podobny jak dla 
klasycznych przestrzeni Sobolewa (dla ot = 1) C O ­
MO żna sprawdzić, że zbiór elementów określonych wzorem:

{ejJ = {a  q, A 1 coso>(.), '^21 sin<o(

, A kY ?  cos kuj(.), Â . Y 21 sin kw(. )»•••}
(3)

gdzieś

=  ("^  <*0  +  ot1 (kcu )2  +  ot2 (k cu )4  +  . . .  +  o t-j^k w )2 1 ')  ,  ( 9 )

ou = 2Tt
9T *

1 - maksymalny rząd pochodnej występującej w normie przestrzeni 
ń2,ot CO,T). stanowi bazę (układ ortonormalny) przestrzeni
Wg A (0}T), a więc dowolny element f 6Wg A (OjT) tej prze­
strzeni można przedstawić w postaci szeregu Fouriera:

OO
f = ^ ek\r ’ ek * 

k=0

zbieżnego w sensie normy przestrzeni Wg ^ (0;T) do funkcji f. 
Y/prowadzając metodę symboliczną, wzór (10) nożna zapisać w postaci:

f = l ^ Q +Y F R e  ̂ ! k V  exp(jkco(.)), (1 1 )

gdzie:

f(t) exp(-jkart)dt (1 2 )
8 " A k -1 O

T
p0 - _ L  i f ?(t)dt . (13)
s _ A_ T i
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Z uwagi że Wg A (OjT) C  Lg(0{T), to każdy element f  e Wg ^ (OjT) posiada 
w przestrzeni Lg(OjT) rozwinięcie w szereg Fouriera określone wzorem:

OO
f = F0 +Y2 1 Re Y  Pjj exp( jkoo(.)), (14)

k=1

g d z ie :

T

Fk =^njr J f(t) exp(-jkwt)dt (15)

Po = ? J  • (16)
0

Z porównania wzorów (12) i (15) uzyskujemy zależność pomiędzy współczynni­
kami szeregu Fouriera funkcji f w przestrzeniach Wg ^ (0;T), Lg(0;T):

|k = Pk = V k Pk * V k " ° 7)

Na podstawie wzoru Farsęvala:

i i .
k=0 k=0 8

oraz prostych przekształceń można wykazać wzory

(f |g)w = Re f ]  !k <£ • <19)
k=0 8 8

" Re 2  Pk «£ * (20)
Ł k=0

00

(f|g)w = Re Y  V k Pk Gk ’ (21)
k=0



gdzie:

F, , Gk określa wzór (1 2 ),
3 3
F. , G. określa wzór (15)«&

Symbol G* oznacza liczbę zespolona sprzężona z liczbą G,,.¿w K
Wzory (13), (20), (21) zapisane dla funkcji f ,3 6 Y.'J (0}T) sa oczywiście

ć  9 CC

słuszne dla dowolnych funkcji prądu i napięcia spełniających warunki poda­
ne na początKU rozdziału i należące do przestrzeni Y.’̂ ^ (0;T).
Rależy zauważyć, że zaproponowany we wstępie pracy wskaźnik jakości (7 ) 
(por. (1)) stanowi kwadrat normy skonstruowanej powyżej przestrzeni Sobo­
lewa.
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3. i.iinimalizac.ia 'wskaźnika .jakości

Załóżmy, że funkcje prądu i oraz napięcia u odbiornika jednofazowego 
przedstawionego na rys. 1 należą do przestrzeni Y/| ^ (0}7) oraz, że od­
biornik znajduje się w jednym stanie prądowo-napięciowym i jest opisany 
ciągiem admitancji:

Yk = 3k + 3 Bk* k€{o,1 ,2,...} . (2 2)

Przyjmujemy ponadto, że moc czynna P do­
prowadzana do odbiornika jest stała i równa 
wartości zadanej.
Sformalizujmy następujący problem optymali­
zacyjny.

Wyznaczyć minimum funkcjonału:

<l II w)2 > (23)
przy ograniczeniu równościowym stwierdzającym, że moc czynna doprowadzona
do odbiornika winna być stała i równa wartości zadanej ?:

P - (u|i)L2 = 0 . (24)

Funkcjonał Lagrange’a dla omawianego problemu posiada postać:

L(i,A0 = ( || i || w)2 - fc((u i)L - P). (25)

Rys. 1 
Fig. 1
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Ponieważ przyporządkowanie funkcjom omawianej przestrzeni Sobolewa ich
współczynników Fouriera jest bijekcją, więc problem optymalizacyjny może-

1 2 my przenieść z przestrzeni Wg ^ (Oj?) do przestrzeni 1 operując funk­
cjonałem.
Wyznaczyć minimum funkcji et względem zmiennych Ak, Bk, A  określonej 
wzorem:

ot((Ak) ,  (3k) .  M  = £ v . 2 ( a 2 +B2) -  M 2 < V W > k )  "  P ) ’ (26)
k=0 k=0

gdzie:

T
Ik = Ajj - jBk = -jrf Kt) exp(-jkcot)dt , (27)

i
Uk = Ck - jBk = j u(t) exp (—jk t)dt, k ̂  1 (26)

Z twierdzenia Lusternika [jt5], [is], określającego warunki konieczne ist­
nienia ekstremum warunkowego, wynika, że warunki te są zawsze spełnione,
jeśli tylko wszystkie współczynniki Uk funkcji napięcia u są różne od
zera.
Wykorzystując wymienione twierdzenie, uzyskujemy:

2 V k Ak - AUk = 0 , (29)

2 V 2 Bk -ADk = 0 , (30)

P = 2  < V k  + Bk V ’ <31)
k=0

k 6 { 1 , 2 , . . . , }  5 Bq = Dq = 0 ; A, 6  R .

Można wykazać, że warunki wystarczające istnienia minimum funkcji (26) są 
spełnione (js].

Po przekształceniach wzorów (29-31) uzyskujemy:

P = oo .'2"■"'2 =  -- ¡TTT2-’ (32)
v  ° k  +  V 5 " i u ic r
Z —l p V 2 ' o Y7 2”k=0 k k=0 2 V k
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oraz

\  - ¿Bk = ----      (°k ~ JDk) = Jk * (33)1w  2̂ -p.2

b=° v h
czyli

Jk = a^k = Ak “ 3Bk “ £k^Ck " JDk^ = °k Uk* (34)

gdzie:

^k = -----£ - ■■g + d2 --------- ^ - T u " i5 (35)

h=0 h h=0 h

Wielkość Gk określona wzorem (35) nazwiemy konduktancją zastępczą k-tej 
harmonicznij.

Minimum funkcjonału (23), przy warunku (24), wystąpi wtedy, gdy prąd
zawierać będzie wyłącznie składowe _It transportujące moce czynne P wy-

as
dzielające się na konduktancjach zastępczych Gv. Ze wzoru (34) wynika,

e
że poszczególne harmoniczne prądu aIk oraz napięcia Uk są proporcjonal­
ne, natomiast funkcje u, ai j-j-j nia są proporcjonaXnet jak t0 był0 w
przypadku przestrzeni L2(0;T) [[33» [V], [9],

Prąd aktywny określony wzorem:

O O

a1 " aIo V 0 2 V k Uk Gk exp(jk<n(.)) =
s s fcl s 0

O O

“ aJo +~f?Re 2  uk Gfc «P(jku(.)) (36)
k=1 8

stanowi element minimalizujący funkcjonał ( || ||w)2 •
Ponadto na podstawie wzoru (36) mamy:

(uli)
as L2 Re 2  uk(®k v *

k=0 0 Zk=0
= P (37)

a więc prąd ai transportuje całkowitą moc czynną do odbiornika.
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Rozkład widmowy mocy czynnej transportowanej przez poszczególne harmo­
niczne funkcji prądu _i (minimalizującego funkcjonał (25)) zasadniczo 

as
różni się od rozkładu widmowego mocy transportowanej przez prąd ai będą­
cy elementem minimalizującym funkcjonał w. w«

Widmo mocy czynnej transportowanej przez prąd ai jest proporcjonalne do 
widma kwadratu napięcia zasilającego odbiornik, natomiast moc czynna tran­
sportowana przez pierwszą harmoniczną prądu gi jest zawsze większa (przy 
założeniu, że przebieg napięcia u jest odkształcony i nie zawiera skła­
dowej stałej) od mocy czynnej transportowanej przez pierwszą harmoniczną 
prądu gij wynika to z nierówności:

G1 >  G 
e e

gdzie:

G = ' P„ n , a Gv określone jest wzorem (35). 
e

Tak więc w przypadku prądu „i następuje przesunięcie widma mocy czynnej
as

o wyższych amplitudach w kierunku niższych częstotliwości.
Powyższe stwierdzenie zostanie zilustrowane przykładem.

£sl Odbiornik przedstawiony na rys. 2 zasilany jest z idealnego źró­
dła napięcia o znormalizowanej pulsacji cn = 1 rad/s i napięciu u okreś­
lonych wzorem:

u = 100V?sin (.) + 5 0 ^  sin 2w(.) + 30\[? sin 3ou(.).

Admitancje odbiornika dla poszczególnych harmonicznych wynoszą:

Y1 = G1 + jB1 = (0,02749 - j 0,007419)S, | Y1 | = 0,007912 S,

Y2 = G2 + jB2 = (0,001231 + j 0,009060)S, | Yg | = 0,09143 S,

Y3 = G3 + jB3 = (0,04264 + j 0,26819)S, | Yj | = 0,2715 S .

W celu wyraźnego uwypuklenia zalet i efektów uzyskiwanych za pośrednictwem 
nowego wskaźnika jakości energii elektrycznej dane do powyższego przykładu 
zaczerpnięto z pracy [[93*
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0,5 H 0,5 a

Rys. 2 
Fig. 2

Wykonując obliczenia, otrzymujemy:

13 400

Moc czynna odbiornika P = ^  ' Gk|UjJ
3
V
k=1

344,23 W

Konduktancja równoważna G (dla przestrzeni IP(0jT)):
e *

G = —r— 7---P = 0,02568 S.
® < N l /

Moc czynna transportowana przez poszczególne harmoniczne 1P1 = g|u,
= 256,8 V/, ,P2 = G | u212 = ^  _ g|u3 |2 = 23,1 W.

Udział procentowy mocy czynnej transportowanej przez pierwszą harmoniczną 
wynosi:

1P116 = —p- = 74,6#

Prąd aktywny odbiornika określa wzór:

i = G u = 2,568V21sin(.) + 1,284^2' sin 2(.) + O J T ^ s i n  3(-). e
Natomiast moc czynna transportowana przez poszczególne harmoniczne prądu
i uzyskanego drogą minimalizacji funkcjonału (25) przy założeniu, że 
s

<*0 = ot, = otg = 1 wynosi:

2P1 = 0,1 uJ 2 = 331 W, 2P2 = G2 |u2 | 2 = 11,82 W, 2P3 = G3|u3 | 2 = 0,98 W

gdzie: Gk obliczamy na podstawie wzoru (35). Udział procentowy mocy
czynnej e transportowanej przez pierwszą harmoniczną wynosi:

2Ó = 96,15i.
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Prąd aktywny odbiornika określa wzór:

0i = 4,68 sin(.) + 0,3346 sin 2(.) +• 0,0462 sin 3 (•)• 
as

Rozkład widmowy składowych ai i gi przedstawiono na rys. 3, natomiast 
rozkład widmowy mocy czynnej na rys.s4.

Hys. 3 Rys. 4
Fig. 3 Fig. 4

llając na uwadze, że składowa aktywna prądu odbiornika i (36) posiada
as

inna postać w porównaniu ze składową czynną prądu i (wyróżnioną w wy­
niku minimalizacji wskaźnika jakości ( || ]| L )2 por. W. W. korzystne
byłoby rozłożenie prądu odbiornika na dalsze składniki (oprócz składnika 
i) oraz zbadanie ich właściwości.3
Problem ten rozpatrzono w oddzielnej pracy.
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HOBNił nOKA3ATEJIb KAHECT3A SJIEKTPHHECKOM SHEPHiH jyiH HECHHyc OHMJIbHŁEC 
ÏAPAKTEPHGTHK HA 3 ASHMAN AByxnCUHÛGHHKOB

P e 3 d u e

B paOoTe Aaeica onpe^eaeHHe HOBoro noxa3aieza xaaecxBa HecHHycohasjibhhx 
t ok Ob npaeuHXKa b b b a s AByxnojccHaxa. IloxaaaieAk b i o* onpeAeaaex 3axaHKutt 
Kounpoiuc Meixy npaBHJibHoft oueHxofl oHepreiaaecxaz o b o ü c t b (noxepa axTHBaofi 
MOHHOCIH Ha npHBoAe k npaeMHaxy) a xaaeciBeHHHZ aep* (rapuoHHaecxae AK$op- 
aanaa zapaxxepacxax HecaHycoaASUibHoro xoxa). UpeAJiaraeuHft nona3aieab npez- 
cxaBzaeica b b k a b h o pan cooiBexcxseHHO onpeAejieHHoro npocxpaHCXBa CoOozeBa. 
UaEBUHsaMxH sxoro noxa3axeza xaaectBa npa paBeaciBeHHou orpaBaaeHaa a*a
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aKTHBHOtt moąhocth P noflBeAeHHoft k npaeMHHKy jtaei bo3uo*hoctb o$opiuieHHH 
laKOfl cjiaraeuo2 toks npaeuHHKa, Koiopaa cooTBeTCTByeT Bce8 aKiHBHoft mchkoo- 
ia npHBeAeuHoa k npaeMKHKy.

THE PROPOSAI OP THE NEW QUALITY COEFFICIENT OF ELECTRICAL ENERGY FOR 
THE TWO-TERMINAL NETWORKS WITH N0N3IUUS0IDAL PERIODIC CURRENTS

S u m m a r y
The new quality coefficient of the nonsinusoidal periodic currents for 

two-terminal receivers has been defined. This index establishes the given 
compromise between the estimation of the energetistic properties (active 
pover loss at the lead to the receiver) and the current deformation (con­
tents of higher harmonics).
The proposed coefficient has been qualified as the second power of the 
standard of properly defined Sobolev’s space.
Minimization of this quality coefficient at the invariably limited active 
power being supplied to the receiver, enables to distinguish the receiver 
current component which causes entire transmission of the active power to 
the considered receiver.


