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MODEL MATEMATYCZNY ROBOTA DWURAMIENNEGO
UWZGLEDNIAJACY ODKSZTALCALNOSC RAMION

Streszczenie. Zaproponowano kolejne etapy tworzenia modelu matema-
tycznego ugiecia 1 drgan konstrukcji mechanicznej robota przemystowego
przenoszgcego +4adunek. Opis zjawiska z warunkami brzegowymi dotyczy ma-
nipulatora dwuramiennego o dwéch przegubach obrotowych. Kolejno w pracy
prezentowane sa: kinematyka robota, roéwnanie rézniczkowe czastkowe typu
parabolicznego oraz zwiagzany z nim liniowy operator A, warunki brzegowe,
wartosci whasne i funkcje whasne operatora A. Przedstawiono takze pro-
pozycje wykorzystania zjawiska w celu korekcji sterowania.

1. WPROWADZENIE

Dotychczasowy opis dynamiki robotéw przemystowych zakdtadat sztywnosé
konstrukcji. Jednakze w uktadach rzeczywistych, zwkaszcza gdy robot przenosi
znaczng mase z maksymalng mozliwg predkoscia, w fazie hamowania moga wystagpic
drgania, pogarszajace dokotadno$¢ pozycjonowania. Sg one wynikiem odksztatcen
konstrukcji mechanicznej ramion robota. Uktad nie moze by¢ wtedy opisywany
uktadem réwnan roézniczkowych zwyczajnych lecz czgstkowych. W najnowszej pracy
dotyczacej tego =zjawiska [3] przperowadzono analize dynamiki robota typu
"pantografowego” uwzgledniajac elastycznos¢ jednego ramienia. Podano w niej
rowniez koncepcje pomiaru odksztatcen. GFoéwnym celem niniejszej pracy jest
zaprezentowanie opisu tego zjawiska dla innego rodzaju robota, o dwdch
stopniach swobody. Rozwazana konstrukcja to manipulator dwuramienny o dwdéch
przegubach obrotowych, uktad mechaniczny czesto stosowany w robotach
przemystowych i maszynach przenoszacych +adunki . W podrozdziale 2
prezentowana jest kinematyka robota wzgledem bazowego uktadu odniesienia,
ktéorym jest mocowanie pierwszego przegubu. Podrozdziat 3 opisuje kolejne
etapy tworzenia modelu robota w formie réwnania roézniczkowego typu
parabolicznego. Ponadto =zaktada sie, ze materiat 2z ktérego wykonana jest

konstrukcja mechaniczna spednia dostatecznie doktadnie model reologiczny
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Kelvina-Voigta. W kolejnych podrozdziatach prezentowane sg etapy wyznaczani
rozwigzania r.r.cz. dla podanych warunkéw brzegowych. W zakoriczeni;
zaprezentowano wykorzystanie mierzonego sygnatu wystepujacego odksztakceni;
dla celéw korekcji® sterowania i diagnostyki robotoéw przemystowych
Przedstawione w pracy rezultaty sa modyfikacja wynikéw przedstawionych >

publikacji [2] oraz [3]-

2. OPIS MANIPULATORA, UKLADU ODNIESIENIA 1 KINEMATYKI

Rozwazmy prosty manipulator dwuramienny, o dwéch przegubach obrotowych
wyposazony w silniki pradu statego 1 przektadnie harmoniczne o przetozeni;
1:84 (rys. 1). Ramiona maja odpowiednio d¥ugosci i In, przy czym satcC
odlegtosci pomiedzy osiami obrotu oraz osiag obrotu i1 konhcem ramleniij
(lg > 1j). Rzeczywista d#ugos¢ belki ramienia pierwszego jest jeszcii
krétsza, bo sktada sie na nia mocowanie ramienia drugiego.

W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze odksztatceniu podlega ramie druie,
pierwsze traktujemy jako konstrukcje sztywnga. Proponujemy réwniez pen;
uproszczenia w rozktadzie masy, polegajace na tym, ze mase przegubu (silnik,;
przektadnia, tachometr, przetwornik) traktujemy jako skupiong w osi duot;
M, m2). Podobnie traktujemy obciazenie (dadunek) przymocowane do kit
ramienia drugiego (mo). Uktady odniesienia zwigzane z manipulatorem (rys. 2
sg zaczepione w osiach obrotu przegubéw manipulatora. Wielkosci 0j 16
oznaczaja katy obrotu a i, J o, 12 J2 wektory jednostkowe ukladds
odniesienia. Oznaczamy przez WjU) = 0M(t), o2(t) = 02(t) predkosci katom
ramion, pierwszego i drugiego. Rozwazmy obecnie Kkinetyke mechanizmu pzy
uwzglednieniu odksztatcen drugiego ramienia. Wprowadzmy zmienna przestrzenni
r oznaczajaca podozenie dowolnego punktu drugiego ramienia (0 s r £ 1.,) ax
w(r,t) opisujaca ugiecie konstrukcji spowodowane dziatajacym na elementarny
fragment ramienia momentem zginajacym M(r, ©). Przez S(r,t) 1 Qr,[
oznacza¢ bedziemy odpowiednio site $cinajaca oraz site wzdtuzng (rys. 3,
(rys. 4). Na ramie drugie oddziatuje (w przegubie) sita pochodzaca d
ramienia pierwszego, oznaczmy Ja przez Fq a jej sktadowe przez i i1
Wyznaczmy potozenie dowolnego punktu potozeniowego na ramieniu drugim wzglad:
punktu 0 traktowanego jako poczatek bazowego uk#adu wspédrzednych. #

zapisie wektorowym:

X(F,tr= " o il(D) + r = i2(t) - w(r, ) = J2(t). O
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Rys. 1.a) Manipulator dwuramienny, b) przegub manipulatora

Fig. 1. Two arm manipulator

Predko$¢ tego punktu wyznaczamy positkujgc sie zaleznos$ciami

5t TL(t) - V t} * 3t(1)

at i2(t) = “2() = J2(D
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Rys. 2. Model manipulatora dwuramiennego i ukdtady odniesienia z nim 2zwigzane

Fig. 2. Two arm manipulator model and coordinates systems connected with it

Rys. 3. Ugiecie elastycznego ramienia manipulatora

Fig. 3. Elastic bending of the manipulator arm
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at 3i{t) =ui() * Ti(
(©)

ai VB = w2() - T2(0

Rézniczkujac (1) i podstawiajac (2), (3) otrzymujemy:

x(r, t)=11-W (t) jj (t)+ re2(t)jO(t)+ (r, t)u2(t) 17 (t)-w(r, t)30(t) ()

lloczyn w(r,t)u,,(t) 127) mozemy pomingé¢ ze wzgladu na matg jego wartoscé.

Zatem réwnanie (4) zredukuje sie do postaci:

x(r,t)= 1jUj (O)jj(ti+runrit)J2 (t)-w(r, )jrit) o)

Rézniczkujac powtérnie réwnanie (5) wyznaczamy przyspieszenie

x(r, ©)=11«1 () jj (t)-11 Ct)ij+r Cct) J2 (t)-ru2 (t)i? () -

®
- w(r, t)J2 (t)+w(r, t)o2 (tji~tt)
Wykorzystujac relacje pomiedzy uktadami odniesienia:
jj(® = -sin(0 - 02-i2~t" + cos(01 " @2~ 2"~ (€LY)
iJ() = cosCOj - 02)i2(t) + sin (01 - 02)j2 (D) 7b)

aozemy ostatecznie opisa¢ przyspieszenie nastepujaca relacja:
x(r,t) = (t)cos(e, - 02)-11c4 (t)sin(01-02)-rw2 () +
+ w(r, tHu2 (£)jl12 (&3 +
[- y 2 (Dsin(0,-02) + 11{t)cos(0.-0,) + 2 (D) - w(r.v) J2(® ©®

Rownania (5) oraz (S) opisuja, przy pewnych uproszczeniach, kinematyke

badanego robota.
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3.MODEL DYNAMIKI ODKSZTALCONEGO RAMIENIA

Zajmiemy sie obecnie dynamikg elementarnego fragmentu drugiego ramienia.
Zgodnie 2z zatozeniami poczynionymi w p. 2 mase jednostkowga oznaczong przei

p(r) mozemy zapisac¢ jako:

p(r) = p + m2 B + mQ 6(r-12) (©)]
gdzie:
p - $rednia jednostkowa masa ramienia,
m~ - masa "przegubu” drugiego,
mO - masa +adunku na koncu ramienia,

5(* )>» delta Diraca, wektorowe réwnanie sit liczone wzgledem bazowego

uktadu odniesienia jest nastepujgce (patrz rys. 4):

S

Rys. 4. Uktad sit i momentéw dziatajacych na elementarny fragment ramienia
drugiego
Fig. 4. The system of forces™ and moments acting onto the elementary piece of

the second arm

p(r)x(r,t)dr = S(r) - p(r)gsin(02) dri2(t) +
(10)

+ <G +V oir) ~ p(r)gcos(02) drJ2(t)
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Wykorzystajmy rownanie kinematyki (8 do otrzymania roéwnania opisujacego
zachowanie sie elementarnego fragmentu ukdadu kinematycznego w kierunkach i2

oraz J2-

Podstawiamy (8) do (10) otrzymujac:

ptrjdr~-12 (t)cos(01-e2)-11ul(t)sin(01l-e2) -

r>2 ()+w(r, t)u2 ()jl2 ()+p(r)dr|*-11unr(t)sin(01-e2) +

+ llul(t)cos(el-e2)+ru2 (t)-w(r,t)jj2() = (11)

drj”™~ || + CQ5(r)-p(r)gsin(e2)jl2(t) +

+

ar Ml + + p(r)gcos(02)j 32 (t)

co po rozdzieleniu sktadowych wektora oraz przeniesieniu wyrazéw tworzy uktad

réwnan (12)

p ()= M1*Wj(t)cos(01-02)+I11*wl (t)sin(el-e2) +
(12a)

+ r-o2 (t)-w(r, o2 (t)-gsin(02) + eo*6(r)

p(r) - t)sin(e,-02)+11wl (t)cos(01~02) +
(12b)

+

ru2 (t)+w(r, t)+g*cos(02)j - 7No>6(r)

Réwnanie momentéw dziatajacych na rozwazany elementarny fragment ramienia

(rys.4) ma postac:

SO = LMD L w0 (s

Moment M(r,t) moze by¢ przedstawiony w formie [1] nastepujacej:

M(r,t) = E = I = w(r,t) as
gdzie i1loczyn El nazywany jest w mechanice "wspékczynnikiem sztywnosci
zginania™, E - modudu Younga, 1 - poprzeczny moment inercji a symbol "

oznacza rézniczkowanie wzgledem zmiennej r.
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Podstawiajac (14) do (13) otrzymujemy:

S(r,t) = (Bl w(r,t)’+ Q(r,t) = w’(r,t)

Zrézniczkowanie wzgledem zmiennej r réwnosci (15) prowadzi do wyznaczeni;

(12b) w formie:

5gpr=~ = El w (r,t) + (Qr, D*w(r, t)); 1I,p = const @

Przyréwnujac (12b) i (16) oraz grupujac wyrazy otrzymujemy romani;

rézniczkowe czastkowe opisujace dynamike elastycznego ramienia.

El w(r, €)+ Q(r, ©) *w(r, t))" +pw(r, t)=p <« (tJsiniOj-0,,) +

+ ijtJj (t)cos(01-02)+ru2 (t)+gcos(92)J- 4q5(r)

dla t >0 w przedziale 0 < r < 19.

Skdadnik QCr,t)*w(r,t))’ mozemy zaniedba¢ ze wzgledu na jego mata waga*
poréwnaniu do innych elementéw réwnania (17).

Rozwazmy obecnie zachowanie sie uktadu wuzgledniajacego tarcie wiskotyczR
wystepujace w uktadach rzeczywistych.

Do dalszej analizy przyjmujemy model Teologiczny Kelvina-Voigta dokladni;
przedstawiony w [4],

Jest to czesto stosowany model ciata liniowego lepkosprezystego. Model wi2)
réownolegte potaczenie sprezystosci i thumienia wiskotycznego. Dla tego modeli

zwigzek pomiedzy odksztatceniem a naprezeniem jest nastepujacy:

<r(r,t) = Ew (r,t) + 2 p w(r,t) @l
gdzie:
<r(r,t) - naprezenie,
w(r,t) - odksztatcenie,
2p - wsp. lepkosci.

Uwzgledniajac tarcie wiskotyczne, roéwnanie opisujace uktad mechaniczny

-m
poszerzy sie o sktadnik 2 El < p = w (r,t) dajac:

_ im y . »Nu - - f 9
Elw (r,t)+2E1*p w (r,t) + p w(r,t)= p -1jO, (t)sin(e.-0,,) +
(191

+ X AUL(t)c°s(01-e2) + ru2(t)+gcos(e2)] - Tps(r)
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* -
Podstawiajac a = EI oraz z(r, t)=g cosie+l ~ (t ) c o s +
P
—IJw%(t—)sl—n(Ol—OZ)+r«2 ® - Vo 5(r) dochodzimy do koricowej postaci:
a w (r, +i(, H+2jra w (r,t)=z(r,t) 20)

Réwnanie (20) jest liniowym roéwnaniem rézniczkowym czastkowym drugiego rzedu,

opisujacego dynamike odksztatconego ramienia robota przemysdowego.

Wyznaczanie warunkéw brzegowych i wartosci wtasnych
Warunki brzegowe dla réwnania (20) wyznaczamy kolejno dla punktu
zamocowania ramienia a nastepnie dla jego swobodnego konca. Poniewaz ramie

jest zamocowane przegubowo wiec dla r=0 mamy:
w(0, ©) =0, a takze w(, t) =0 1

Drugi koniec Jest swobodny, nie dziata na niego zaden zewnetrzny moment

zginajacy, tj. S(12+0, t) = 0, stad
w(l2,t) =0 22)

Kolejne warunki brzegowe wyznaczamy catkujac roéwnanie (11a) i (1lb) wzgledem
zmiennej r w otoczeniu punktu (12-0," 12+°)

Otrzymujemy:

-Q(12-C)=mo  |\1>"(t)cos(01-02)+11ul(t)sin(0j-02) +
23
-w(l2,t.)u2(t)-gsin(02)j N Jg(l2-0)

oraz

-S(12-0)=mo ~-11<jj(t)sIn(0F02)+11wl (t)cos(01-02) +
(24)
1-1n 1 12-0)
1- 1‘ r

Przepisujac réwnania (23), (24) w formie
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s U2-0) =0 )

dochodzimy do koricowej zaleznosci:

nu 1
EIW(12-0,t)+Q*W(l -0,t)+ EIW(12-0,t)+

@)

Z roéwnan (25) oraz (22) wynika, ze suma sktadnikéw podkreslonych jest réwa

zero, dlatego (27) zredukuje sie do postaci:

W@ -0,t) =0 @

Ze wzgledu na wystepowanie pochodnych wzgledem zmiennej r rozwigzanie
réwnania (20) jest zadaniem dos$¢ skomplikowanym. Postuzymy sie tutaj metodg
przedstawiong w pracach (@) i @). W celu rozwigzania réwnania @)
wprowadzimy za Sakawag [2] i [3] liniowy nieograniczony operator A zdefinio-

wany nastepujgco:
[ ]
Aep()=a$@®, (€]

ktéreg dziedzina: D(A) = j=(=) e L7(0,12):

(30)

Rozwazmy problem wartosci wiasnych operatora A
AP M =X M 0<r<1, Q@D
W tym celu zdefiniujemy pomocniczy parametr B taki, ze
A

(€]
oraz

(€9)

vm=&um



Kodel matematyczny robota. 117
tatwo zauwazy¢, ze FTunkcje sin(3 r), cos(|3 r), sh(3 r), ch(3 r) bedg szcze-
glnymi  rozwigzaniami réwnania rézniczkowego (33), a roéwnanie ogoélne
otrzymamy w formie sumy:
* * * K

u@®@ =a sin3r) +b cos(3r) +c sh(Br) +d ch(3 n), (G4)
ktorg mozemy przeksztatci¢ do wygodniejszej postaci

u (N = a(cos(3r) + ch(3 r)) +b(cos(3 r) - ch(3r)) +

+ c(sin(83 r) + sh(3 r)) +d(sin(3 r) - sh(I3r))

Wspékczynniki  a,b,c,d oszacujemy z roéwnan opisujacychwarunki brzegowe. Dla

koca ramienia mocowanego przegubowo u(o) = u(o) = 0, stad

u = b 3 (-sin(3 0) - sh(3 0)) + c 3(cos(p 0) + ch(3 0)) +

d 3(cos(p 0) - ch(3 0)) =0, stad (35)

0=c 3 (@+1). Poniewaz 3 >0, wiec c = 0.

Dla swobodnego konica ramienia (r=12) rozpatrzymy dwa przypadki, pierwszy -

raaie jest nieobcigzone na koncu, czyli = 0, wtedy u (12) = 0, u (12)=0,
orez drugi przypadek - ramie jest obcigzone masag m , wtedy u (t )= 0 i
u(l2)y + f _£ 1 . u ) = o0
‘p

Dla warunkéw u (@») = O, u (12) = Ootrzymujemy nastepujacezwigzki:

0=b 32(-cos(312) - Ch(3 12))+d 32(-sin(3 12) - sh(3 12)) (36a)

0 =b 33(sin(3 12) - sh(3 12)) + d 32(-cos(3 12) - sh(3 12>) (36b)
czyli

sin(3 1 +sh(3 1 )
b = -d i- (€D)
cos(3 12+sh(3 12)

dla pierwszego warunku oraz
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cos(|3 I12+ch(g 12)
b =-d (38)
sIn(/3 12+ch(P 12)
dla drugiego.
Poréwnujac zaleznosci (37) i (38) otrzymujemy wyrazenie, z ktdérego wyliczany

kolejne wartosci I3, i=1,2,3,...

cosO 12)ch(0 12) + 1 =0 (39
P 1%2 P 2%2 P 3*2 P 4*2 0 5%2
1.875 4.694 7.855 10.996 14. 137
Stad wartosci whasne = (@ - i=1,2,3,... a odpowiadajgace im funkcji

wkasne ~(r) (przyjmujac b=-1) okresla wzér

0i (N

- (FE) -- (-¥1-4 - () -- (b

dla 1 = 1,2,3,... gdzie

cosOjI~ + chOju2)

sin0O”™) + sh0il2)

Gdy ramia jest obciazone, wartosci whasne wyznaczamy wychodzgac z zaleznosci
u(lz)=0 1 mY (12) + 0 =" (1z)=0,
gdzie ) = - _ Dla pierwszego warunku przepisujemy (37)

sin(/S 12) + sh(p 12)
b = -d (41)
cos[fi 12) + ch(0 12)

za$ drugiego warunku otrzymujemy
(costp 1 ) + eh(p 1)) + >« /3(-sin(/3 1_) + sh(|3 1.))
A i + t

b=d ---oeree A [ GEte T L L L e L LS _
(sin(0 12) - sh(0 12)) + ii = 8(cos(]3 12) - ch(0 12))

(42j
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Podstawiajac analogicznie jak poprzednio proponujemy (41) i1 (42). Wynikiem

Jest bardziej ztozona jak (39) nastepujaca reakcja,
N(cos0>12)*sh0-12)-sIn0"1;9ch(p"12))+cos(P"12)ch(/3*12)+1=0, (43)

4
z ktérej wyznaczamy kolejne @, i+1,2,3,... oraz = (fi . Funkcje wkasne
$J(r) okresla wzér (40).

Potozenie dowolnego punktu w chwili t s 0 bedzie opisane zaleznoscia [2],

Bl

44

gdzie symbol <.,.> oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta 12(0, 1.
Wielkos¢  w(r,t) mozna mierzy¢ posrednio za pomoca czujnikéw naprezenia
(naklejanych na ramieniu w punktach rQ). Pomiar ten mozna wykorzysta¢ do
poprawy pozycjonowania :robota poprzez kompensacje sterowania, wykorzystujac
ma  biezgco sprzezenie zwrotne od mierzonego napiecia na mostku
tensometrycznym [2], [33, badz tworzac rozktad odksztatcen w pewnych
obszarach trajektorii roboczej, dla kilku #adunkéw.

Na podstawie powstatej “mapy” naprezen korygujemy nastawy regulatora dla fazy
pozycjonowania. W celu weryfikacji podanej powyzej koncepcji opisu modelu
przewiduje sie wykonanie eksperymentéw dla manipulatora dwuramiennego

opisanego w p. 2 konstruowanego obecnie w ramach ZAil PRz
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MATEMATOTECKAh MONEJIb ABYXIIJUHHOrO POEOTA,
YHHTHBAKi inAii AE4>0PidAAIIIO ITHilEH

Pe3» me

B cTaiBe npeAHOKeHU ncowepeAHHe aiarm co3Aa.HHH MaTeMaTHwecKo#
Ae$opMapHH h BiidpaUHH MexaHHaecKoii KOHCTpyKUHH npoMbim”~eHHoro po-
UOTa, nepeHOCHi"ero rpy3. OnHcaHiie DToro flBjieHH.a b rpaHHHHHx
ycjioBKax KacaeTca AByxmiewHoro MaHsmyjiHTopa ¢ AByua BpamaTejiBHiam
napHHpaMHo llocaeAOBaTeatHO b pa(30Te npeACTaBjieaa KHHeMaiHKa
pofioTa, AH$$epeHmiajibHoe ypaBHeane napafojiAHwecKoro Tana,
B3aHMOCBB3aHHHfi ¢ 3THM ypaBHeHHeu - JiMHeSKHH onepaTop A, rpa—
HaaHHe ycjioBHH h $yHKpiiH onepaiopa A. Hcno.ni>30BaHne 3Toro aajieHHH
npeAJdioseao b Xxieaax koppeKTapobkh ynpaBJieHHH.

MATHEMATICAL MODEL OF TWO LINK MANIPULATOR
WITH REGARD TO FLEXIBLE ARMS

Summary

In this paper there were presented succesive stages of generation
methematical model of bunding and vibration for mechanical construction of
industrial robot carrying a heavy end - efector.
Description of this phenomenon with boundury conditions refers to the two -
link manipulator with the revolute joint. There were described robot
kinematics, partial differential equation of parabolic type with boundary
conditions, linear operator A connected with the PDE, eigenvalues and
eigenfunction of A operator.
In the final part of this paper there was proposed application of this

phenomenon to correct systems control.



