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WARUNKI POZWALAJACE NA ROZWIAZYWANIE OBWODOW
MAGNETYCZNYCH PRZY WYKORZYSTANIU ZASTEPCZYCH OBWODOW
ELEKTRYCZNYCH O ROWNOWAZNEJ STRUKTURZE TOPOLOGICZNEJ

Streszczenie. Wykazano, ze istniejg obwody magnetyczne, ktére moga by¢ analizowane
przy wykorzystaniu zastepczych obwoddw elektrycznych, majacych taki sam graf, jak rdzen
iobwody magnetyczne, w ktorych graf zastepczego obwodu elektrycznego musi byc
rozszerzony. Dla obu powyzszych przypadkéw sformutowano warunki matematyczne,

a nastepnie rozwazono odpowiednie przykiady.

CONDITIONS ENABLING SOLUTION OF MAGNETIC CIRCUITS
BASING ON EQUIVALENT ELECTRICAL CIRCUITS
OF ANALOGOUS TOPOLOGICAL STRUCTURE

Summary. It is shown that there exist magnetic circuits which can be analysed basing on
equivalent electrical circuits with the graph similar to the graph of a core and magnetic
circuits for which the graph of equivalent electrical circuits must be extended.
The mathematical conditions for both cases are formulated and some examples are

considered.

YCQIOBHH nPE40CTABIJIfIK)mHE BO3MO5KHOCTh AHAJIH3A MAITIHTHbIX
UHIEH HA BA3E 3KBMBAJIEHTHUX 3J1IEKTPMMECKHX CXEM
¢ AHAJiormHon TonojiorHiEcicon CTpyierypon

Pe3ioMe. PoKa3hiBae TCH hto cymecreyioT Manurmue uerin, Korapue MoacHo
aHann3npoBaTb Ha 6a3e SKBHBajieitTHtix SJieKTpuiecKkHX ueneti, HMeioutHe tukom ace rpatjt
icaic cepaetHHK - h  MarHHTHue uenH, xoTopux rpaty» 3KBHBaneHTHOR  sjieKTptt’tecKOH uerin
jonaceH Gutl paciunpeHHufi. Jifin xaaytoro cjiyian c$opMynHpoBaHuU MaTeMaTtmecxue
yotoBHfl, 3aTeM paccyacaeHU cooTBeTCTByiomne npuMeptJ.
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1. WPROWADZENIE | CEL

Obwody magnetyczne (przy pominieciu pragddéw wirowych i zjawiska histerezy)
analizuje sie, wykorzystujac ich podobiefAstwo do obwodow elektrycznych. W ramach
tej analogii obwodowi magnetycznemu przyporzadkowuje sie obwdd elektryczny
o grafie identycznym z grafem obwodu magnetycznego, a nastepnie wykorzystujac
odpowiednio$ci pomiedzy wielko$ciami magnetycznymi i elektrycznymi rozwigzuje
sie obwdd wykorzystujac prawa teorii obwodow elektrycznych [1], Podejscie takie,
prezentowane w literaturze dotyczacej teorii obwodoéw magnetycznych, nie jest jednak
stuszne dla wszystkich obwoddw magnetycznych, a mozliwo$¢ analizowania
obwodéw magnetycznych na podstawie obwodow elektrycznych o analogicznej
strukturze topologicznej jak rdzehA jest uzalezniona od spetnienia okre$lonego
warunku, Ictéiy - jak pokazemy - jest zwigzany z liczbg uzwojen i ich
rozmieszczeniem na rdzeniu, a w przypadku |>ewnej klasy obwodoéw magnetycznych
réwniez z warto$ciami wymuszen przytozonych do uzwojen.

a) b) d)

6 CP O ©0 0 ©

c) e)

Rys.l. 3-fazowy 3-kolumnowy transformator ;
a) rdzen b), c) zastepczy obwad elektryczny ijego graf przy zasilaniu
i obcigzeniu symetrycznym
d), e) zastepczy obwdd elektryczny ijego graf przy obcigzeniu niesy-
metrycznym

Fig. 1. 3-phase 3-lamb transformer,
a) core b), ¢) equivalent electrical circuit and its graph under balanced
conditions
d), e) equivalent electrical circuit and its graph under unbalanced conditions
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a) b)

Rys.2. 3-fazowy 5-kolumnowy transformator;
a) rdzen, b), c) zastepczy obwdd elektryczny ijego graf

Fig. 2. 3-phase 5-lamb transformer;
a) core, b), c) equivalent electrical circuit and its graph

Problem ten jest dostrzegany przy rozwigzywaniu réznych zagadnien
technicznych i tak na przyklad przy analizie 3-kolumnowego transformatora
3-fazowego (rys. la), zasilanego symetrycznie i obciazonego symetrycznie, przyjmuje
sie zastepczy obwod elektryczny 3-gateziowy, przedstawiony na rys. b, przy analizie
tego samego transformatora w przypadku asymetrii, zwigzanej z obcigzeniem
przewodu zerowego - zastepczy obwod elektryczny 4-gateziowy, przedstawiony na
rys. Id, za$ przy analizie 5-kolumnowego transformatora 3-fazowego (rys.2a)
niezaleznie od tego czy transformator jest zasilany i obcigzony symetrycznie, czy tez
niesymetrycznie - zastepczy obwdd elektryczny 5-gateziowy, przedstawiony na rys. 2b
[2], W pierwszym i trzecim przypadku graf zastepczego obwodu elektrycznego (rys.
Ic i 2c) jest zgodny z grafem rdzenia, za$ w drugim przypadku (rys. le) - rozszerzony
o dodatkowg gatgz.

Przedstawiony problem, mimo ze znany i zauwazany w réznych szczegolnych
przypadkach technicznych, nie zostat dotychczas teoretycznie uogélniony, a warunek
okreslajacy, kiedy graf zastepczego obwodu elektrycznego jest zgodny z grafem
rdzenia, a kiedy wymaga rozbudowania, nie zostat formalnie w sposéb matematyczny
sformutowany. Sformutowaniu tego wtasnie warunku jest poswiecona niniejsza praca.
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2. FIZYCZNA ISTOTA ZJAWISKA

Fizyczng przyczyng zjawiska, ktdrego istote ilustrujg przytoczone trzy przykiady,
jest fakt, ze w drugim z omawianych przypadkéw cze$¢ strumienia magnetycznego
jest "zmuszona" do opuszczenia rdzenia i zamkniecia sie poprzez otaczajgce
srodowisko (powietrze, a w przypadku transformatorow olejowych - przez olej i kadz),
jak to przedstawiono na iys.3.

Cze$¢ strumienia gtownego, zamy-
kajgca sie poprzez otaczajgce S$rodo-
wisko pomiedzy jarzmami transfor-
matora, nosi nazwe strunuenia jarzmo-
wego, a jego uwzglednienie w obli-
czeniach - chociazby w przyblizony
spos6b - wymaga rozszerzenia grafu
rdzenia o dodatkowg gatgz. Okresle-
nie permeancji tej dodatkowej gatezi
jest zagadnieniem ziozonym, albo-
wiem poza rdzeniem w otaczajacym

Rys. 3. Strumien jarzmowy w przypadku  ransformator $rodowisku mamy  do
asymetrii zwigzanej z obcigzeniem . .
przewodu zerowego czynienia bardziej z przestrzelmyu
Fig. 3. Yoke magnetic flux in the case rozkiaden} pola magnety.cz.nego n?z
of asymmetry due to loading z wyraznie  wyodrebniajacg  sig
of neutral conductor w przestrzeni “"skupiong" drogg dla
strumienia magnetycznego.

To wiasnie zjawisko wyptywania w okreslonych warunkach czesci strumienia
magnetycznego poza rdzen, wynikajgce z tego, ze obwod magnetyczny nie moze by¢
izolowany od otaczajagcego S$rodowiska, a S$rodowisko otaczajagce rdzen jest
magnetycznie przenikliwe, stanowi zasadniczg r6znice pomiedzy obwodami
magnetycznymi a obwodami elektrycznymi i jest przyczyng tego, ze - ze wzgledu na
konieczno$¢ uwzglednienia strunuenia magnetycznego, zamykajgcego sie przez
otoczenie - zastepczy obwdd elektryczny moze posiadaé wiecej gatezi niz obwdd
magnetyczny. Nalezy rowniez podkresli¢, ze w przypadku, gdy strumief magnetyczny
zamyka sie czeSciowo poza rdzeniem, obliczenia oparte na zastepczym obwodzie
elektrycznym, w ktdrym pole magnetyczne przenikajace przez S$rodowisko jest
uwzgledniane za pomocg dodatkowych, sztucznie wprowadzonych gatezi, moze by¢
obarczone znacznym btedem.
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Strumien magnetyczny wyptywa poza obreb rdzenia, jeSli wymuszenia przytozone
do uzwojen powodujg powstarue strunueni magnetycznych, nie spetniajgcych rownan
wynikajacych z | prawa Kirchhoffa. O ile w odniesieniu do obwodéw elektrycznych
mamy w takich przypadkach do czynienia z reakcjg wiezdw, zmieniajgcg rozptyw
pradéw na zgodny z réwnaniami weztéw, o tyle w obwodach magnetycznych -
ze wzgledu na wspomniany brak izolacji od otaczajgcego Srodowiska - nastepuje
"zerwanie" weztéw i wydostanie sie czesci strunuenia magnetycznego na zewnatrz
poza obreb rdzenia.

Zasadnicze znaczenie dla rozwigzania postawionego problemu ma wiec znalezienie
takich weztow dla strumieni magnetycznych, ktorych zerwanie jest mozliwe
zapomocg nieodpowiednich wymuszen przytozonych do uzwojen.

3. MATEMATYCZNE SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwazmy ptaski obwdd magnetyczny o g- gateziach, w- weztach i 11-uzwojeniach,
rozmieszczonych pojedynczo na réznych gateziach rdzenia. Oznaczmy uzwojenia
numerami |....n, a strumienie magnetyczne w gateziach rdzenia, na ktorych nawinieto
uzwojenia, indeksami rownymi numerom uzwojen. Tak wiec uzwojenia o numerach
1,2,...n wytwarzajg odpowiednio strumienie magnetyczne O, , 02 Oon.
Strumienie te nie mogg by¢ dowolne, musza przyjmowa¢ wartosci zgodne
zréwnaniami utozonymi na podstawie | prawa Kirchhoffa dla wszystkich dajacych sie
wyodrebni¢ czesci rdzema, tgczacych sie z reszta obwodu wytacznie poprzez gatezie
uzwojone [3], [5]. Przykladowo, w obwodzie magnetycznym, ktorego graf
Zzaznaczonym rozmieszczeniem uzwojer przedstawiono na rys. 4, mozna wyodrebnic¢
trzy takie kontury. Dwa spo$rdd trzech rownan odpowiadajagcych tym konturom
s liniowo niezalezne:

[‘% '11_01 '0 1_ 01 [0, 020j 040 T=0, (1)
ato oznacza, ze przestrzen strunueni magnetycznych ptynacych przez gatezie rdzenia,
ua ktérych roznueszczone sg uzwojenia (przez gatezie z wymuszeniami), ma wynuar:

dimO=n-2=3 2

W ogolnym przypadku, jesli liczba liniowo niezaleznych rownan typu (1) wynosi k:
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[Ci Ca Ci®. ®2 ®JT=0
)]

dlai=12 k zachodzi:
dimO=n-k . @
Jesli zatozymy, ze obwdd magne-
tyczny jest nienasycony (liniowy), a
wiec, ze permeancje poszczeg6lnych
gatezi rdzenia sa stale, mozemy
przeksztatcenie A (ktérego dziedzing
jest n-wymiarowy zbior wymuszen
przytozonych do uzwojen W, a obrazem
(n-k)-wymiarowy zbi6r strumieni magne-
tycznych, ptynacych przez gatezie rdze-
nia z rozmieszczonymi uzwojeniami O)

uwazac za liniowe:

Oonmk= A W* . )
Konsekwencjg nieréwnosci:

Rys. 4. Graf przyktadowego obwodu dimw >dim O ©)
magnetycznego z zaznaczonym jest istnienie przestrzeni zerowej (jadra)
rozmieszczeniem uzwojen WO przeksztatcenia liniowego A 0 wy-
(g=6,n=5 k=2, s=3) o

miarze:
Fig.4. Graph of exemplary magnetic dimw - dim® = k )

circuit with distribution of windings L o
oraz mozliwo$¢ przedstawienia prze-

strzeni wymuszen W™ w postaci sumy
prostej dwoch podprzestrzeni - przestrzeni zerowej Wk oraz jej ortogonalnego
dopetnienia Wk :

wit=wjewji. 8)
Baze przestrzeni zerowej WUk stanowig wektory [C,, C2 Cj (dai=1 K
z ukiadu réwnan (3). Relacja (8) oznacza, ze dowolny wektor wymuszen
M = [ woow, %]T
mozna przedstawié w postaci sumy dwdch wzajennue ortogonalnych wektorow:
H =[w0]+[w]J, 9)

gdzie:
[w0] e Wk , KleW T\
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Wektor [w_J jest sktadowa, wywotujgcg rozptyw strumieni magnetycznych
zgodnych z réwnaniami weztow (3), za$ wektor [w0] - skladowg nalezacg do
podprzestrzeni wektoréw, niezgodnych z weztami (3), a wiec skiladowa, ktorej
przytozenie do uzwojen spowoduje “zerwanie" weztow i "wyplyniecie" czesci
gtownego strumienia magnetycznego poza rdzen. Uwzglednienie tej czesci strumienia,
zamykajacej sie przez otoczenie, wymaga dodania do grafu zastepczego obwodu
elektrycznego dodatkowych gatezi.

Mozna wykazaé, ze wezty typu (3) (k >0) istniejg we wszystkich obwodach
magnetycznych, w ktorych liczba uzwojen n przewyzsza liczbe gatezi dopetnienia
grafurdzenia s (liczbe strun rdzenia), a wiec w obwodach, dla ktorych:

n>s. (10)

W obwodach, w ktérych liczba uzwojen jest nizsza od liczby galezi dopetnienia

grafu rdzenia s:

s<n (11)
wezty typu (3) istniejg tylko wtedy, jesli nie mozna znalezé drzewa grafu rdzenia,
skfadajacego sie wytgcznie z gatezi bez uzwojen.

4. PODSUMOWANIE

W obwodach magnetycznych, w ktérych nie istniejg wiezy typu (3), a wiec k =0,
obwéd magnetyczny mozna analizowa¢ na podstawie zastepczego obwodu
elektrycznego o identycznym grafie z grafem rdzenia. W obwodach magnetycznych, w
ktorych istniejg wiezy typu (3), a wiec k >0, obwoOd magnetyczny mozna analizowaé
przy wykorzystaniu zastepczego obwodu elektrycznego o identycznym grafie z grafem
rdzenia wtedy i tylko wtedy, jesli:

[w] eW “' k. (12)
Jesli:

[w] e Wi , (13)
gtowny strumieri magnetyczny zamyka sie czeSciowo poza rdzeniem poprzez
otoczenie i graf zastepczego obwoduelektrycznego musi by¢ uzupetnionydodatkows
gatezig lub dodatkowymi gateziami, oile chcemyprzeprowadzi¢ przyblizong analize
woparciu o teorie obwodow, a nie korzysta¢ z rownan pola elektromagnetycznego.
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5. KOMENTARZ DOTYCZACY CHARAKTERU WYMUSZEN

W obwodach magnetycznych pradu statego strumief magnetyczny jest wymuszony
przez wektor sity inagnetomotoiycznej (przeptywu):

[w] =[N, ij, N2i2.....Nnin], [w]eW* 14
gdzie:

Nj - liczba zwojow i-tego uzwojenia,

i; - prad w i-tym uzwojeniu.

Odmiennie przedstawia sie sytuacja w obwodach magnetycznych, zasilanych
napieciami sinusoidalnymi o pulsacji ¢0. Jesli zatozymy, ze wartoSci rezystancji

i indukcyjnosci rozproszen sg pomijalnie mate, wowczas:

ui(t) = -v/2Uisinco0t = coONiOisin(o0t , (15)
gdzie:
Ui(t), e/t) - napiecie zasilajgce i-te uzwojenie oraz sita elektromotoryczna
indukowana w i-tym uzwojeniu,

a wiec przytozone do uzwojen napiecia wymuszajg wartosci strumieni magnetycznych
w tych gateziach rdzenia, na ktdrych sg nawiniete.Mozna wiecuwazaé, ze
w poszczegblne gatezie rdzenia z uzwojeniami sgwigczonesinusoidalnie  zmienne
"sity strumieniomotoryczne" o amplitudach proporcjonalnych do amplitud
przytozonych napiec, czyli ze:

[(w]=[u]=[u,, uz un], (16)

W odniesieniu do obwodéw magnetycznych pradu statego warunek (12) i (13)
odnosi sie do sit magnetomotorycznych (wzor (14)), zas w odniesieniu do obwodow
magnetycznych o przebiegach sinusoidalnych, w ktérych uzwojenia charakteryzujg sie
pomijalnie matg rezystancjg i indukcyjnoscig rozproszenia, do napie¢ zasilajgcych
uzwojenia (wzoér (16)).
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Abstract

According to the theory of magnetic circuits, a magnetic circuit can be analysed
basing on an equivalent electrical circuit, which graph is identical to the graph
ofacore. On the other hand it is known, e.g. from theory of transformers, that this
principle is not fulfilled in all cases. For instance: symmetrically-fed 3-phase 3-lamb
transformer (Fig. la) is analysed basing on the equivalent electrical circuit presented
inFig. 1b, asymmetrically-fed 3-phase 3-lamb transformer -basing on tire equivalent
circuit presented in Fig. Id, and synnnetrically- or asynunetrically-fed 3-phase 5-
lanrb transformer (Fig. 2a) basing on the equivalent circuit presented in Fig. 2b.
In the first and the third case the graph of equivalent electrical circuit corresponds
to the graph of a core (Fig. Ic and 2c¢) and in the second case - the graph of equivalent
electrical circuit is extended by inserting an additional branch (Fig. le). The reason
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for that is the magnetic flux which leaves the iron core and passes through the air
(Fig. 3). This phenomenon can be explained by means of the example presented
in Fig. 4. The magnetic fluxes in the branches with wound windings must satisfy
the equations of constraints resulting from the | Kirchhoffs Law (equ. (3)).
Consequently, input vector related to the windings can be divided into two mutually
orthogonal components  (egn. (9)): the vector [wj which is the reason for
the distribution of magnetic fluxes according to the equations of nodes (equ. (3)),
and vector [w0] which forces magnetic flux to leave the core and to break the nodes.
Sununing up, all the magnetic circuits can be divided into two groups.

In the first group the equations of constraints analogous to eqn.(3) do not exist
and these magnetic circuits can be analysed basing on equivalent electrical circuits
with the same graph as the graph of a core.

In the second group, it depends on the form of an input vector. If the hiput vector
satisfies the condition (12), the graph of the core and the graph of the equivalent
electrical circuit are identical. Otherwise, when the condition (13) is fulfilled,
the graph of the equivalent electrical circuit should be extended by inserting the new
additional branches which enable us to take into account the magnetic flux passing
through the air.



