ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1994
Seria: ELEKTRYKA 1z 141 Nr kol. 1249

Krzysztof KLUSZCZYNSKI

PRZESTRZEN ZEROWA ZRODEL NAPIECIOWYCH W LINIOWYCH
OBWODACH ELEKTRYCZNYCH

Streszczenie. Wykazano, ze obwody elektryczne liniowe mozna podzieli¢ na dwie klasy:
obwody, w ktérych wymiar przestrzeni liniowej praddw Zzrodet jest réwny liczbie zrodet i
obwody, w ktdrych jest mniejszy. Zalezy to od grafu obwodu, liczby sit elektromotorycznych
oraz ich rozmieszczenia. W obwodach klasy pierwszej dany rozptyw pradéw jest wymuszony
przez jeden i tylko jeden wektor sit elektromotorycznych. W obwodach klasy drugiej istnieje
nieskoriczenie wiele takich wektoréw.

ZERO SPACE OF VOLTAGE SOURCES IN LINEAR ELECTRICAL CIRCUITS

Summary. It is shown that electrical circuits can be divided into two classes: circuits in
which the dimension of linear space of the currents of sources is equal to the number of
electromotive forces - and circuits in which it is less. It depends on the graph of the circuit,
the number of electromotive forces and their distribution. In circuits of the first class a current
vector i and e.m.f. vector e are in one- to one correspondence, in circuits of second class there
are infinitely many of e.m.f. vectors which produce just the same current vector i.

HYAEBOE nPOCTPAHCTBO HCTOMHUKOB HANPfIZKEHMfl B AWHTfIfiHblfi
3AEKTPWL1ECKMX UEITIX

Pe3|OI\/b AoKa3biBaeTcn, hto SAeKTpmecKHe AUHezHbie uenn mo~ho
pa3AeAWTb Ha ABa KAacca: uem, b kotopux - oh MeHbtne. 3to 3aBncwr
ot rpaeca uem, mhcab 3AeKTpoABnx<yujnx cha, h hx pacnoAoateHHR B

ueriRx nspBoro KAacca a3hho3 pacnpeAeAeHue tokob HBAaeTca BUHy>K AeHHbiM
OAHHM H TOAbKO OAHHM BeKTOpOM SAeKTpOABWKYUJIMX CHA. B uenBX BTOpOrO
KAacca cyuiecTByet hhcao t3khx BeKTopoB.
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1. WYMIAR PRZESTRZENI, PRADOW | ZRODEL

Rozwazmy ptaskg, mocno spOjng i rozwigzalng liniowg sie¢ elektryczng o
g gateziach, zawierajagcg n autonomicznych idealnych Zrodet napieciowych:
e,(t), e(t),....en(t). Posrdéd pradéw gateziowych ij (i=1, 2, @) mozna wyrdzni¢
n pradow zrodet, a wiec pradéw, plynacych przez galezie, zawierajgce zrédia
napieciowe, ktére oznacza¢ bedziemy przez iet (k=1 2, n) oraz g-n pradow,
zwigzanych z gateziami nie zawierajgcymi Zrodet energii. Wymiar przestrzeni liniowej
sit elektromotorycznych E, ktorej elementami sg wektory [e(t)] = [e,(t), e2(t),....en)],
jest rowny liczbie Zrddet i wynosi n:
dimE =n )
tatwo zauwazy€, ze wymiar przestrzeni pradéw Zrodet le, ktorg tworzg wektory
tU =i Li> ieZ>—*eJ. moze by¢ w og6lnym przypadku nizszy od wymiaru przestrzeni E,
albowiem prady zrodet nie moga by¢ dowolne: muszg przyjmowac¢ wartosci zgodne
z rownaniami utozonymi na podstawie | prawa Kirchtioffa dla wszystkich, dajgcych
sie wyodrebni¢ czesci sieci elektrycznej, taczacych sie z resztg obwodu wylgcznie
poprzez gatezie zawierajagce zrodta. Przyktadowo w obwodzie przedstawionym na
rys.1 prady Zzrdédet spetniajg rownania Kirchtioffa dla dwdcli konturéw zaznaczonych
linig przerywana:

Rys. 1. Przykfad obwodu elektrycznego o dim le=2
Fig. 1. Exemplary electrical circuit having dimte=2

@

Jesli w sieci o okreslonej strukturze topologicznej i zadanym rozmieszczeniu zrodet
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napieciowych liczba utozonych w taki sposob niezaleznych liniowo réwnan wynosi K,
woéwczas:
dimlc=n- k 3)
Postepowanie, prowadzace do wyodrebnienia wszystkich czesci  obwodu,
taczacych sie z resztg sieci tylko poprzez galezie, zawierajgce zrédta mozna oprzec
na konstrukcji jednego z drzew sieci.
Z konstrukcji takiej wynikajag nastepujgce wnioski:

jeslin>s, to dimle<n 4)
jeslin>s, to dimle<s (5)
gdzie: s - liczba strun sieci.

Nierdwnos$¢ (4) przechodzi w réwnos¢ tylko wowczas , gdy wszystkie zrodia
mieszczg sie w dopetnieniu jednego z mozliwych drzew sieci. Fakt, ze w obwodach
elektrycznych moze zachodzi¢: dim le=n lub dim le<n, posiada istotne
znaczenie dla ich whasnosci.

2. SKLADOWA AKTYWNA | ZEROWA WEKTORA Sl ELEKTROMOTO-
RYCZNYCH

Oznaczmy przez Y przeksztatcenie liniowe, ktérego dziedzing jest zbidr wektoréw

sit elektromotorycznych, a obrazem - zbior wektorow pradéw Zrédet:
Y(e) = ie (6)

gdzie: e e E, ice le

Jesli tylko dim Ic =k < n,wowczas istnieje przestrzen zerowa Eg przeksztatcenia Y,
czyli zbidr takich wektorow, ktérych obrazem w przeksztalceniu Y jest wektor
zerowy: Y(e0)=0 @)
gdzie: e0eE*“k

Oznacza to, ze przestrzen wymuszen E" mozna przedstawi¢ w postaci sumy prostej
dwadch podprzestrzeni: podprzestrzeni zerowej EJ k oraz jej ortogonalnego

dopetnienia Ek , ktore jest tozsame z przestrzenig le:.

En= BNk © Ek = EJ5k© Ik (8)
gdzie: Ef£~kJL Ek

Z (8)wynika, ze kazdy wektor e e E°moznaw kazdejchwili czasowej t  roztozy¢
na dwa wzajemnie ortogonalne wektory skiadowe, zktdiych pierwszyprzynalezy do
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podprzeslrzeni Ex, a drugi - do podprzestrzeni EE Kk :

e=ex+e0 ©
Nazwijmy sktadowg ex sktadowg aklywng wektora sit elektromotorycznych, a
sktadowa e0 -  skladowg  zerowa. Dla  norm tych wektorow

(gdzie: norma |le|=Je* LerL  +e* ) zachodzi:

IM M kll2 (10)

astad: [lex|[<]lej] , W

przy czym réwnos$¢ ma miejsce tylko wowczas, gdy: e0=0.
Z (7) i (9) wynika, ze: ie =Y(e) =Y(ex +e0) =Y(ex)+Y(e0) =Y(ex) (12)

W Swietle relacji (11) i (12) oczywisty staje sie sens fizykalny obu sktadowych
wektora e. Skladowa aktywna ex wektora e jest to wektor o najmniejszej normie,
wywotujacy taki sam  rozptyw pradéw sieci jak rzeczywisty wektor e. Skiadowa
zerowa e0 wektora e jest to wektor sit elektromotorycznych wzajemnie
réwnowazacych sie, nie wywotujacych przeptywu pradu w obwodzie.

3. KLASY OBWODOW ELEKTRYCZNYCH

W zaleznosci od wymiaru przestrzeni Ic obwody elektryczne mozna podzieli¢ na
dwie klasy - obwody, dla ktérych: diin le=n oraz obwody, dla ktérych: dim le<n.
To, czy obwdd nalezy do pierwszej czy drugiej klasy, zalezy od topologii sieci, liczby
zrodet napieciowych oraz od ich rozmieszczenia. Zgodnie z (5) do klasy drugiej
nalezag m in. wszystkie obwody, w ktorych liczba Zrédet przewyzsza liczbe strun.
Obwody Klasy pierwszej i drugiej réznig sie wiasnosciami energetycznymi.
W obwodach elektrycznych klasy pierwszej ( dim le=n) dany rozptyw pradow jest
wywotany przez jeden i tylko jeden wektor sit elektromotorycznych. W obwodach
klasy drugiej, spetniajacych warunek: dim le<n, istnieje nieskoriczenie wiele
wektoréw sit elektromotorycznych o réznych normach, wywotujgcych identyczny
rozptyw praddw. Jesli zadany rozptyw pradéw jest wymuszony prez wektor e, to jest
rowniez wymuszany przez kazdy wektor o postaci e + Ae0, gdzie : Xe R. Stad tez,
w obwodach klasy drugiej celowe jest zbadanie, czy wektor sit elektromotorycznych,
wymuszajagcy dany rozptyw pradéw jest wektorem o minimalnej normie. Jesli nie -
nalezy znalez¢ taki wektor, czyli wyznaczy¢ sktadowg aktywng ex .
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4. WYZNACZANIE SKEADOWEJ AKTYWNEJ]

Zatézmy, ze rozwazamy obwod Idasy drugiej (dim I,=u - k , dim Eg=k),w ktérym

prady zrédet spetniajg k niezaleznych liniowo réwnan typu (2) o og6lnej postaci:
[cu c1 cmita Kl e dengr o dla i=1 -

Powyzszy uktad jest jednorodnym ukfadem réwnarn liniowych. Jego rozwigzanie,
zalezne od (n—k) parametrow prowadzi do wyznaczenia bazy podprzestrzeni aktywnej
E fk. Baze podprzestrzeni zerowej Ek stanowig wektory: [cu, ci2, ... ,cin]T dla
i=1,2, k. Ostawiajagc baze podprzestrzeni aktywnej E” k z bazg podprzestrzeni
zerowej Ej otrzymujemy nowg baze przestrzeni E". Rozklad wektora sit elektromo-
torycznych e w nowej bazie pozwala na wyznaczenie sktadowych: exi e0. Sktadowa ex
jest wektorem o najmniejszej normie, wymuszajagcym w obwodzie dany rozptyw pradow.

5 PRZYKLAD

Jako przyktad rozwazmy obwod, przedstawiony na rys. 1. Zatézmy, ze  wartosci
sit elektromotorycznych sa state i wynosza  [e]T=[e,, e2,e3,e4]T=[2,2,4, 11T (13)
Prady Zrdédet spetniajg uktad rownan (2), tak wiec: dim EO=k=2 oraz dim E+t=u- k =2 .
Baze podprzestrzeni zerowej Ep stanowig wektory: [-1, 1, 1, O]T i [-1, O, O, 1]JT.
Rozwigzanie jednorodnego uktadu réwnan liniowych (2) ma postac¢

Ki, eX2]T=*,0,-1,1,0f +X2[l, 10, If (14)
gdzie: X,,z.2eR. Wektory: [0, -1, 1, OJT i [1,1, 0, 1]T stanowig baze
podprzestrzeni Ex. Rozktad wektora e (13) ma w nowej bazie nastepujaca postac:

[e, e2,e, edf =[2,2, 4 1]T=+~[0,-1,1,001T- y[4, 1,0, {}JF+-{-1,1, 0, Iif --{~1,0,0, 1]

sktadowa aktywna T sktadowa zerowa (15)
Ostatecznie: [e ]JT=[ex]T+[ e0]T= 2 1112 y 2 99 7T (16)
5’55757, 5’5’5 57,

(13) wynosi |, y=5. Skladowa a
2 H _ , o
tata g.go5o 5o 0 |ej =0,2d410 = 4,05 jest wektorem o0 najmniejszej
nonnie, wymuszajagcym taki sam rozptyw pradow jak wektor e. Sity elektromo-
toryczne, okreslone przez sktadowg zerowa: [e0]= 299 7 wzajemnie si¢

'5*5’5* 5

rbwnowazg i me wymuszajg przeptywu pradéw w obwodzie.
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Abstract

It was shown that electrical circuits can be divided into two classes: circuits in
which the dimension of linear space of the currents of the sources is equal to the
number of electromotive forces and - ciruits in which it is less. It depends on the graph
of a circuit, the number of electromotive forces and their distribution. In a circuit of
the first class a current vector i and e.m.f. vector e are in one-to-one correspondence,
which means that the given distribution of currents can be generated by only one set of
electromotive forces. In circuits of the second class there are infinitely many of emf.
vectors which produce just the same current vector i. So, in such circuits, e.m.f. vector
can be divided, in the unique way into two ortogonal components: active component e
and zero component eo(eqn.(9)). The active component e  of an e.m.f. vector e is the
vector of the least norm generating the same currents in circuit as the ral vector e
(eqn.(ll), (12)). The zero component e0 of an e.m.f. vector e does not generate
currents in the circuit (egn.(7)). In the paper the method which enables us to determine
active and zero components of an e.m.f. vector e is presented. The example of a circuit
of second order (Fig.l) is considered.



