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MODELOWANIE MANIPULATOROW Z OGNIWAMI ELASTYCZNYMI

Streszczenie: W artykule przedstawiono wyprowadzenie réwnarn ruchu mani-
pulatora o dwoéch ogniwach elastycznych. Do wyprowadzenia réwnan ruchu za-
stosowano réwnania Lagrange’a, za$ do badania elastycznos$ci wykorzystano metode
elementow skofnczonych. Podano tez koncepcje rozszerzenia algorytmu w przypadku
zwiekszenia liczby elementdw skoriczonych pojedynczego ogniwa. Przeprowadzono
badania symulacyjne zagadnienia prostego dynamiki.

MODELLING OF FLEXIBLE MANIPULATORS

Summary: This paper presents equations of motion for a manipulator with
two flexible links. The equations are derived basing on the Lagrange principle and
flexibility of the links is considered basing on the finite elements method. It is shown
how to extend the results to the case of any number of finite elements for a single
link. Forward dynamics problem simulation results are presented.

MODELLIERUNG DER MANIPULATOREN MIT ELASTISCHEN
GELENKEN

Zusammenfassung: In diesem Beitrag wurden die Bewegungsgleichungen des
Manipulators mit zwei elastischen Gelenken vorgestellt; Fur die Ausfihrung der
Bewegungsgleichungen wurde die Lagrange’schen Gleichung genutzt und fur die
Forschung der Elastizitdt wurde die Finite-Element-Methode angewendet. Es wurde
auch das Verbreitungskonzept des Algorithmus fir den Fall mit mehreren Elementen
einzelnes Gelenkes angegeben. Auch die Simulation der Direktgaben der Dynamik

ist durchgefiuhrt worden.

1. Wstep

W artykule przedstawiono eksperyment symulacyjny dla manipulatora o dwéch ogni-
wach elastycznych. Dla robotéw o ogniwach elastycznych rozwaza¢ bedziemy, podobnie
jak dla sztywnych konstrukcji, zagadnienie odwrotne oraz proste dynamiki. Zagadnienie
odwrotne polega na wyznaczeniu sil uogdlnionych dziatajacych w ztgczach manipulatora
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przy zatozeniu, ze znane sa przyspieszenia uogdlnione, przy czym na przyspieszenia te
sktadajg sie przyspieszenia “zwigzane z elastyczno$cia” oraz przyspieszenia ztagczy mani-
pulatora. Problemem dualnym jest zagadnienie proste dynamiki, ktére polega na wyzna-
czeniu przyspieszen uogo6lnionych przy zatozeniu, ze znane sg sity uog6lnione. Problemami
modelowania elastycznych struktur ramion robotéw zajmowato sie wielu autoréw juz od
blisko 20 lat. Jako kilka reprezentatywnych prac o tej tematyce mozna wskazaé chociazby
[1,6,7,8,9). Do opisu dynamicznych zachowan elastycznych ogniw stosuje sie duzg liczbe
znanych metod, przy czym do najczesciej stosowanych nalezy podej$cie zwigzane z mo-
dami drgan, tzw. analiza modalng [5] oraz metoda sztywnych lub elastycznych elementéw
skoAczonych [3]. Ro6wnania ruchu mozna budowaé, podobnie jak dla ogniw sztywnych,
wykorzystujagc rownania Lagrange’a [1, 8, 9] lub Newtona-Eulera [4j.

W pracy zastosowano réwnania Lagrange’a w potgczeniu z metodg elementéw skon-
czonych. Przeprowadzone badania sa rozszerzeniem wynikéw zamieszczonych w pracy
[9]. W artykule zaproponowano metode analityczno-numeryczng generacji rownan mo-
delu matematycznego dynamiki manipulatora o ogniwach elastycznych, ktéra pozwala
w konsekwencji na uzyskanie rownan w postaci jawnej. W rédwnaniach uwzgledniono
sktadnik Mg, tj. iloczyn pochodnej macierzy mas pomnozonej przez wektor predkosci
uog6lnionych, ktérego nie uwzgledniono w pracy [9]. Ponadto analizowano peine postacie
pochodnych macierzy mas wzgledem wspétrzednych uogdlnionych [2]. Pozwolito to na
przeprowadzenie badan symulacyjnych zagadnienia prostego dynamiki dla rozwazanego
przyktadu manipulatora o dwéch ogniwach elastycznych, z ktérych kazde podzielono na
dwa elastyczne elementy skoriczone. Przeprowadzona analiza ma wszechstronny charak-
ter i nadaje sie do bezpos$redniego zastosowania do réwnolegtego wykonywanie obliczen
zagadnienia prostego oraz odwrotnego.

W rozdziale drugim przedstawiono zatozenia teoretyczne obliczer przez sformutowanie
wyrazen okre$lajacych energie kinetyczng i potencjalng poszczeg6lnych ogniw. Zaprezen-
towano tez og6lng koncepcje obliczen analityczno - numerycznych rozwazanego przyktadu.
Ponadto w rozdziale tym przedstawiono szczeg6towy wykaz oznaczen. W rozdziale trze-
cim przedstawiono wyniki badan symulacyjnych rozwiagzania zagadnienia prostego dla
badanego manipulatora. W kolejnym rozdziale przedstawiono wnioski koncowe.

2. Teoretyczne zatozenia eksperymentu

Eksperyment obliczeniowy opracowano na podstawie pracy [9]. Uktad sktada sie z m
ogniw elastycznych, przy czym i-te ogniwo sktada sie z n, elementéw o dtugosci Kazdy
z elementéw ij (j oznacza tutaj numer elementu w i-tym ogniwie) ma energie kinetycznga
T{j oraz potencjalng Vjy, ktore sg funkcjag wektora (n x 1) wspétrzednych uogélnionych
9 = [iii 92,' «idn]r oraz wektora predkosci q.

Catkowita energie kinetyczng i potencjalng manipulatora okreslimy nastepujaco

(1
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oraz lagrangian manipulatora
A?2,9=T~V, (2)

gdzie m jest liczbg ogniw, zas$ ri; jest liczbg elementéw skonczonych i-tego ogniwa.
Z rébwnania Lagrange’a

dl

mozna, uwzgledniajac warunki brzegowe, uzyska¢ réwnanie opisujace dynamike uktadu

Mg-f =Q, 4)

gdzie M = M(q) jest nieliniowa funkcjg wektora q i nazywa sie macierzg mas. Q repre-
zentuje sity uogo6lnione w przegubach oraz sity dziatajgce pomiedzy dwoma elementami
skoAczonymi, natomiast / reprezentuje wektor funkcji nieliniowych, ktére sg zalezne od
g oraz q. Wspomniana powyzej macierz M jest dodatnio okre$lona.

ug ugt2
Rys. 1. Odksztatcenie manipulatora o dwdéch ogniwach elastycznych
Fig. 1. Deformations of a manipulator with two flexible links

Wyprowadzenie réwnan modelu matematycznego ograniczono do przypadku manipu-
latora o dwo6ch ogniwach elastycznych przedstawionych na rysunku 1. Pierwsze ogniwo
podzielono na elementy o numerach 11,12,---, ly, ---, Ini o jednakowej dtugosci I\, nato-
miast drugie ogniwo na elementy o numerach 21,22, ¢¢¢, 2j, mme, 2n2 0 jednakowej dtugosci

li- Ponadto postugiwaé sie bedziemy nastepujacymi oznaczeniami (niektére z nich zazna-
czono na rysunku 1).

O XY - bazowy uktad wspétrzednych,
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0,XiYi - uktad wsp6trzednych zwigzany z i-tym ogniwem. O$§ 0\Xi jest zgodna z kie-

runkiem nieodksztalconego (traktowanego jako ciato sztywne) ogniwa # oraz o$
0O-iX2 jest zgodna z kierunkiem nieodksztalconego ogniwa 2,

OijXijYij — uktad wspotrzednych zwigzany z elementem ij ogniwa i-tego o poczatku Oij,

przyporzagdkowanym nieodksztalconemu i-temu ogniwu, wynikajagcym z przeciecia
osi 0,X{ w punkcie (j — 1)/t oraz prostej tgczacej ten punkt z punktem wspélnym
miedzy elementami i(j — 1) oraz ij. O$ 0,2Ay lezy na osi O;A'; oraz OtJYt) jest
rébwnolegta do osi 0,Yi,

<, yij - wspotrzedne odlegtosci w uktadzie Ot]X UYtj dla dowolnego punktu j-tego ele-
mentu i-tego ogniwa,

r — wektor okreslajacy odlegto$¢ od punktu O do dowolnego punktu P manipulatora,

I'l. v2 - wektory okre$lajgce odlegtos¢ od punktu Oi (O2)do dowolnego punktu nalezgcego
do elementu 1j w uktadzie 0 JA'IVj (2j w uktadzie O2A212),

"2 - wektor okre$lajacy odlegto$¢ punktu O od poczatku uktadu 0 2A2V2,
ni, ni - liczba elementéw skonczonych odpowiednio 1 oraz? ogniwa,
01. 02 - wspo6trzedne uogdlnione (kat) odpowiednio dla ztgcza 1 oraz 2,
b, /2 — dtugos$¢ kazdego z elementédw skofczonych 1 oraz 2 ogniwa,
¢l L2- catkowita dtugo$¢ ogniw 1 oraz 2,

ni\, tn2- masa-na jednostke diugosci 1 oraz 2 ogniwa (prety, ktére sgogniwami
maja strukture jednorodng),

U2j -1, u’ij-1 - przemieszczenia liniowe elastyczne punktu tgczacego odpowiednio ele-
menty 1(j — 1) oraz 1j dla 1 ogniwa oraz 2(j - 1) oraz 2j dla 2 ogniwa,

u2j, w2 - przemieszczenia kagtowe elastyczne odpowiednio w punkcie tagczagcym elementy
I(j —1) oraz 1j dla 1 ogniwa oraz elementy 2(j — 1) oraz 2j dla2 wmogniwa.
Katy te sa mierzone odpowiedniowzgledem osi 0 \X\ oraz 0 2X 2,

Mi, M2 - macierze mas t oraz 2 ogniwa,
IVi, K2 — macierze sztywnos$ci 1 oraz 2 ogniwa,
E - modut Younga,

li, 12- momenty bezwtadnos$ci figury ptaskiej bedacej przekrojem 1 oraz 2 ;- ogniwa.
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2.1. Lagrangian oraz réwnania ruchu

Postaci wyrazern na energie kinetyczng oraz potencjalng mozna znalez¢ w pracy [2],
W ektor sil uogo6lnionych obliczamy z rownania Lagrange’a:

d dc dE

I d % Qk, k=1,2,...,n, (5)

gdzie
C=T- V- TiAT2-Vi - V2. (6)

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan zwiagzanych z lagrangianem, uwzglednimy wa-
runki brzegowe dla rozwazanego przyktadu. Bioragc pod uwage fakt, ze ztgcze ogniwa
1 jest ograniczone w ten sposdb, ze ma zerowe przemieszczenie oraz obraca sie o kat
di wzgledem bazowego uktadu odniesienia, mozemy zapisa¢: «i(i) = 0 oraz u2(i) = 0.
Podobna sytuacja ma miejsce dla ogniwa 2, wobec tego mamy ugji) = w2(t) = 0.
Uwzgledniajac warunki brzegowe dla energii kinetycznej I\ oraz T2 mozemy zapisa¢ [2]

Ti —~ gj /i qi , Ti—n 2 M292, @)

przy czym
= [0, 'kf]l, 'kf = (U3, «4, 5, «2,,+2], )
g1 = [eN, w2,,+1, U2,,+2, 02, w21, 'kf = [u>3, W4, U5, mWinatj], (9)

gdzie (it oraz 92 oznaczaja odpowiednio pochodne wzgledem czasu wektor6w okres$lonych
wzorami (S) oraz (9), natomiast Mi oraz M2 sg macierzami mas odpowiednio pierwszego
oraz drugiego ogniwa z uwzglednionymi warunkami brzegowymi. W podobny sposéb
nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe we wzorach okreélajgcych energie potencjalng, co
prowadzi do nastepujacych wzoréw okre$lajacych catkowitg energie potencjalng 1 i
2 ogniwa [2]

N33

Vi = mi 0 1] T
: ol 179 Ro 'ki

+ 0 <ki Ki 'Hi , (10)

+1A712%2, (V)

przy czym \ki oraz \k2 zdefiniowane sa za pomocg wzoréw (8) i (9), natomiast Ro oraz R\
sg pewnymi wektorami odlegto$ci [2], K\ oraz I\2 sg macierzami sztywnos$ci odpowiednio
pierwszego oraz drugiego ogniwa.

Biorgc teraz pod uwage wzory (7) do (11) przeksztatcimy lagrangian 1. i2 ogniwa

badanego manipulatora do postaci
NH=Ti+T2—Vi—V2=—f M q—1/(</), (12)
przy czym

q7 = [01, U3, U4, US, ss=, U2n+li U2ri+2: 02i A3, u’4, '" y Ul2n,+2] . (13)
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za$ AJ jest macierzg mas catego manipulatora, ktéra wynika z superpozycji macierzy mus
Miim

W yrazenie (12) jest skalarem, ktérego warto$¢ zalezy od wspo6trzednych uogélnionych
gi oraz ich predkosci 4,. Korzystajac z definicji r6zniczkowania skalara wzgledem wektora
g otrzymamy

fr Mq, (14)

przy czym uwzgledniono fakt, ze energia potencjalna nie jest zalezna od wektora q.
Ro6zniczkujac obustronnie wzgledem czasu wyrazenie wektorowe (14) otrzymamy

7t~ =i m =Nc' +Alii- 15
Rézniczkowanie lagrangianu wzgledem wektora q prowadzi do nastepujgcego wzoru
dc 1.,7TdM . dV 1 -t W 1 .jd™M . dVv 16)
dg 2q dglg dqi ’ 2 qdqi ? %: 2 4 dg\ ™ dgw

przy czym N jest catkowitg liczbg stopni swobody (z uwzglednieniem warunkéw brzego-
wych) manipulatora, tj. N = 2iij + 2ti2+ 2. Wprowadzajgc oznaczenie

oM oM oM oM1]7

. 17)
dq Oqgi ' ' 0qg, ' ' 0q

oraz uwzgledniajagc wzory (14), (15) oraz (16) otrzymujemy nastepujgce réwnanie ruchu
manipulatora

- o 1.,7TOM oV .
Mg+ Mg--a° — e+_ =Q, (1b)

przy czym Q jest wektorem sil uogdlnionych dziatajagcych w uktadzie.
Autorzy pracy [9] rozpatrujg oddzielnie lagrangian C\ dla ogniwa 1 oraz dla
ogniwa 2, a nastepnie obliczajg odpowiednie pochodne lagrangianu wzgledem wsp6t-

rzednych uogo6lnionych. Poza tym nie rozpatrujg oni pochodnej macierzy mas wzgledem

czasu, wystepujacej w réwnaniu (15). W artykule zaproponowano obliczenie lagran-
gianu w standardowy spos6b dla catego manipulatora oraz wigczono sktadnik zwigzany
z pochodng macierzy mas wzgledem czasu. Z uwagi na duzy rozmiar problemu, tj.
znaczng liczbe stopni swobody manipulatora, rownanie (18) jest dogodne na potrzeby
symulacji, poniewaz w sposéb jawny nalezy wyznaczy¢ macierz mas uktadu, a nastepnie
dokona¢ formalnego rézniczkowania macierzy mas wzgledem czasu oraz wspétrzednych
uog6lnionych. Zgodnie z réwnaniem (18), lepiej zastosowa¢ algebre macierzy pomimo
ze pochodne macierzy wzgledem wektora wspdétrzednych uogélnionych zawierajg wiele
zer. W takim przypadku proponuje sie programowe wykrywanie zer w tych macierzach
w celu uzyskania efektywnie mniejszej liczby operacji matematycznych.

Z réwnania (18) mozemy wyznaczy¢ wektor przyspieszed wspo6trzednych uogolnionych
wedtug nastepujgcego wzoru
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ktory jest podstawga do rozwigzania zagadnienia prostego dynamiki przy zatozonych po-
staciach wymuszen potozen, predkosci oraz sil uogdlnionych dziatajgcych w ztgczach ma-
nipulatora i w potaczeniach elementéw skonczonych.

3, Wyniki badan symulacyjnych

Badania symulacyjne przeprowadzono dla dwéch manipulatoréw: o jednym oraz o
dwoéch ogniwach elastycznych. Analizowano konfiguracje manipulatorow typu pojedyncze
oraz podwoéjne wahadto fizyczne, zgodnie z rys. 1. Dtugos$¢ kazdego z ogniw wynosi
(1 = ¢2 = 1m, masa na jednostke dtugosci ni] = m-i = 5 kg/m, momenty bezwtadnosci
A = A —5+10~9 mAoraz modut Younga jest jednakowy dla kazdego z ogniw i wynosi
Ei = Ei = 2-10u N/m2.

Y

2 ogniwo

02(0) =5

Rys. 2. Manipulator o dwéch ogniwach elastycznych
Fig. 2. Manipulator with two flexible links

Dla rozwigzania zagadnienia prostego dynamiki postuzono sie réwnaniem (19), do
ktérego zastosowano procedure catkowania Rungego - Kutty 6 rzedu ze zmiennym
krokiem catkowania. Dla manipulatora o jednym ogniwie przyjeto warto$¢ poczatkowg
kata 0i(O) = —80° przy zatozeniu, ze sity uogdinione wystepujace po prawej stronie wzoru
(18) sa ré6wne zeru. Badano zatem przypadek zachowania sie uktadu poddanego dziataniu
jedynie sity grawitacji. Ogniwo podzielono na dwa elementy skoriczone o jednakowej
dtugosdci li = 0.5 m. Warunki poczatkowe dla pozostatych wspdtrzednych uog6lnionych
oraz wszystkich predkosci uogélnionych przyjeto réwne zero. Czas obserwacji przebiegu
przyjeto réwny 5 s przy kroku dyskretyzacji Al = 0.01 s. Przypomnijmy w tym miejscu,
ze krok dyskretyzacji nie jest krokiem catkowania. W czasie At procedura catkowania jest
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wywotywana wielokrotnie ze zmiennym krokiem catkowania. Przebiegi potozeA oraz ich
predkosci mozna znalez¢ w pracy [2].

Nastepnie przebadano rozszerzenie zagadnienia prostego dla manipulatora o dwoéch
ogniwach elastycznych. Dla wspo6trzednych uogélnionych przyjeto nastepujace warunki
poczatkowe: ~(O) = -90°, 02(0) = 5° u3(0) = u.((0) = u5(0) = u6(0) = tu3(0) = tu4(0) =
u)s(0) = uig(0) = 0. Przyjeto zerowe predkosci poczatkowe wszystkich wspétrzednych
uogblnionych. Podobnie jak poprzednio przyjeto, ze w uktadzie dziata tylko sita grawitacji.
Czas obserwacji przebiegu wynosit 5 s przy kroku dyskretyzacji At = 0.1 s. Przyktadowe
przebiegi zaprezentowano na rysunkach 3.1 do 3.6. Na rys.3.1 przedstawiono przebieg
wspbtrzednej uogdlnionej Oh natomiast odpowiadajacg predkos$é na rys.3.2. Na rys.3.3
oraz rys.3.4 przedstawiono przemieszczenie liniowe oraz jego predko$¢ dla pierwszego ele-
mentu skoficzonego pierwszego ogniwa, natomiast na rys.3.5 oraz rys.3.6. zobrazowano
przemieszczenie katowe pierwszego elementu drugiego ogniwa. Zwréémy uwage na fakt,
ze przemieszczenie liniowe oraz kagtowe u3 oraz w5 sg bardzo mate.

Przy rozwigzaniu zagadnienia prostego dla dwéch ogniw elastycznych pominieto drugi
oraz trzeci sktadnik w nawiasie kwadratowym, wystepujagce we wzorze (19). Takie ograni-
czenia nie miaty miejsca dla jednego ogniwa. Okazato sig, ze niemozliwe byto wykonanie
procedury catkowania w takim przypadku z uwagi na przepeinienie zmiennych rzeczywi-
stych podwojnej precyzji wewnatrz procedury catkowania (nie miato to miejsca jedynie w
przypadku.gdy At = 0.01 s przy doktadnos$ci 50% !). Podobnie nie mozna byto zmniej-
szy¢ kroku dyskretyzacji przy zachowaniu doktadnos$ci obliczen rzedu kilku procentéw.
Dlajednego ogniwa ograniczenia te byty znacznie mniej drastyczne. Przy doktadnosci 3%
mozna byto uzyskaé czas Ai = 0.01 s. Dalsze zwiekszanie kroku, powyzej 0.05 s, przy
doktadnos$ci okoto 10% powodowato “przepetnienie” procedury catkujacej. Procedura ta
okazata sie bardzo wrazliwa i trudno byto uzyska¢ maty krok At przy duzej doktadnosci.

Dopiero zastosowanie metody catkowania Geara [10] pozwolito na uzyskanie bardzo
matych krokéw catkowania rzedu 0.001 przy jednocze$nie duzej doktadnos$ci ponizej 1
%. Zastosowanie tej metody pozwolito na uzyskanie petnej reprezentacji,to jest wszyst-
kich sktadnikéw wystepujacych we wzorze (19) zaréwno dla jednego oraz dwéch ogniw i
wiekszej niz dwa liczby elementéw skorficzonych dla ogniwa. We wszystkich przebiegach
zakresy zmian wspo6trzednych uogélnionych elastycznych sg rzedu 0.05 do 0.25 mm lub
0.01° do 0.1°, co jest zgodne z wynikami zawartymi w pracy [9].

Badania symulacyjne rozszerzono na wiekszg liczbe elementéw skofnczonych pojedyn-
czego ogniwa (liczba ich jest ograniczona jedynie pojemnos$cig pamieci operacyjnej). W
tym celu wykorzystano elementy programowania obiektowego. Stworzono obiekt typu
macierz. Zastosowanie obiektu typu macierz pozwolito na zreczny zapis wielu skompli-
kowanych wzoréw macierzowych,za pomoca ktérycli buduje sie rGwnania modelu mate-
matycznego dynamiki robota. Na stworzonym obiekcie mozna wykonywaé¢ wiele operacji
matematycznych, podobnie jak na zwyktych liczbach. Oprécz standardowych operacji,
takich jak dodawanie, wprowadzono réwniez operacje, ktére majg specjalistyczne zasto-
sowanie. Przyktadem moze by¢ operacja sum macierzy mas poszczegdlnych elementéw
skoniczonych, ktéra umozliwia obliczenie macierzy mas catego ogniwa i dalej manipula-
tora. Uzyskano zadowalajgce wyniki takich konstrukcji,co potwierdzono w badaniach

symulacyjnych.
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Fig. 3. Simulation results
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4. Wnioski koncowe

Przy rozwigzywaniu zagadnienia prostego zastosowano metode catkowania Rungego
- Kutty 6 rzedu ze zmiennym krokiem catkowania. Okazuje sige, ze metoda ta nie
daje dobrych wynikéw w badaniach symulacyjnych w przypadku, gdy do réwnan ru-
chu dotgczymy sktadniki typu Mq oraz qT"j-q. W takich przypadkach nie jest mozliwe
catkowanie réwnan ruchu z uwagi na wystepujace przepetnienia zakreséw predkos$ci oraz
potozen "wewnatrz” procedury catkujacej. Dla pojedynczego ogniwa elastycznego nie za-
obserwowano takich efektéw. Dopiero zastosowanie metody catkowania Geara pozwolito
na rozwigzanie poszczegdlnych problemoéw dla dwdch ogniw elastycznych.

Zaproponowane algorytmy nadaja sie wprost do przetwarzania réwnolegtego, co réwniez
jest planowane w dalszych badaniach. Ponadto, badany uktad jest uktadem o wielu stop-
niach swobody, co wymaga bardzo duzych naktadéw obliczeniowych. Interesujaca bedzie
zatem planowana optymalizacja tych obliczen.
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Abstract

This paper presents a finite element/Lagrangian approach to the mathematical mo-
delling of flexible manipulators. Each link of the manipulator is considered as a number
of finite elements. For each element, kinetic and potential energies are calculated, and
next are summed in order to obtain total Lagranglan of the manipulator. Consequently,
equations of motion are derived basing on the Lagrangian principle. In the final equations
of motion components Mg and qT"y~q are included in contrary to the derivation presented
in [9]. This paper presents a new method, based on numerical and analytical considera-
tions, which solves forward dynamics problem for the class of planar manipulators with
elastic links.

Simulation results for forward dynamics problem are discussed for planar manipulator
consisting of two links with two or more finite elements. Simulation results show, that the
solution to the forward dynamics problem is sensitive to the integration procedure. Two
methods have been implemented: Runge-Kutha and Gear. The last one is less sensitive
with respect o numerical errors and thus gives better results.



