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PROPOZYCJA POSTACI OGOLNEJ OPERATORA NIELINIOWEGO
W PRZESTRZENIACH HILBERTA

Streszczenie. Unifikacja postaci ogdlnej operatoréw nieliniowych w sygnatowych
przestrzeniach funkcyjnych, odpowiadajacych dziedzinie czasu, jest na ogot
niemozliwa. W przestrzeniach ciggowych istniejg natomiast pewne mozliwosci takiej
unifikacji. W pracy przedstawiono propozycje postaci ogolnej (kanonicznej) operatoréw
nieliniowych w osrodkowych, ciagowych przestrzeniach I2 . Podano réwniez sposéb
transformacji tych operatoréw do pierwotnych przestrzeni Hilberta, interpretowanych
jako dziedzina czasu. Przedstawiono formuty okreslajgce posta¢ zamknietg operatorow
typu wielomianowego. Operatory te opisujg nieliniowe rezystancje, indukcyjnosci i
pojemnosci przy wymuszeniach niesinusoidalnych.

A PROPOSITION OF GENERAL FORM OF NONLINEAR OPERATORS
IN THE HILBERT SPACES

Summary. Unification of the global form of the nonlinear operators in the function
spaces of signals, conformed to time domain, is generally impossible. In the sequence
spaces there are some possibilities of this unification. In this paper a certain proposition

of canonical form of nonlinear operators in the sequential and separable spaces |2 has
been given. The method of transformation of these operators to primary Hilbert spaces
(time domain) has been presented. The formulae defining close form of nonlinear
polynomial have been obtained. These operators describe nonlinear resistances,
inductances and capacitances during nonsinusoidal excitations.
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1 WSTEP

We wspotczesnej teorii obwodow i sygnatow pojeciu uktadu wielozaciskowego (rys. 1)
przyporzadkowuje sie pojecie operatora H (H') odwzorowujagcego umownie przyjety zbiér
sygnatow wejsciowych uktadu w zbiér sygnatéw wyjsciowych. Czyli:

H:U-»J lub H: J-»U, @
gdzie:
u=(u,,uz2,.,u,) eU,i=(i,,i2,..,in) 6 J,n SN, @)

U, J - przestrzenie funkcyjne sygnatow napieciowych i pradowych.

Jnd

Rys. 1 Ukfad wielozaciskowy
Fig. 1. A multi-terminal system

Zagadnienie wyznaczania postaci ogélnej operatora (1) dla réznych klas obwodéw
wystepujacych w teorii obwodoéw zalezy od:
- wiasciwosci obwodéw nalezacych do tych klas (liniowos¢, stacjonamos¢, przyczynowosc,
pasywnos¢, itp.),
- wiasciwosci przestrzeni funkcyjnych stanowiagcych dziedzine i przeciwdziedzine operacji
(1) (przebiegi state, sinusoidalne, okresowe, nieokresowe, itp.).
Znane sposoby opisu operatoréw liniowych i nieliniowych w przestrzeniach funkcyjnych
opisano w pracy [5], a pewng propozycje postaci ogolnej operatoréw nieliniowych

przedstawiono ponizej.
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2. OPERATOR NIELINIOWY W PRZESTRZENIACH HILBERTA
Niech operator nieliniowy 7 dwdjnika odwzorowuje przestrzenHilberta <¥sygnatow
wejsciowych w przestrzeni Hilberta cX2 sygnatow wyjsciowych 77
W o$rodkowych przestrzeniach <M wyrodznia sie bazy:
ei= {ie0d>le]> le2»" e2 = {270’ 2eP 2e2>"

Operatory 7,.'7 2 odwzorowujg wzajemnie jednoznacznie przestrzenie <H/ eH2 w przes-
trzenie ciggowe ,12, 212 (rys. 2):

Tunii-> 02 N - » [ . ®3)

Wartosci operatorow 7, ,~2 sgokre$lone nastepujaco:

% ={"i ieN .fel,|, ()
72 = {"=(S>2eiW i6JV,ge"2], (5)
gdzie: (v)”™ ,(y)" - iloczyny skalarne w przestrzeniach Operatory <, <k

przyporzadkowujg wiec wzajemnie jednoznacznie elementom fe <, ge e#2 ciagi

wspotczynnikdw Fouriera Ye,/2, {pj}e 2/2 wzgledem bazei,e2.

Rys. 2. llustracja odwzorowan 77,7,,72,
Fig. 2. The illustration of maps
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Odwzorowaniu nieliniowemu 7 pomiedzy przestrzeniami =#, odpowiada odwzo-

rowanie ,12 —> 212 okre$lone nastepujacym wzorem:
t;:{Yn=Jh(X0,X,,...Xn,..A heN . (s)

Jezeli posta¢ operatora G (6) jest znana, to mozliwe jest przedstawienie operatora 7

w postaci kanonicznej:
9(0=h/](0 =X A ((/u )" (/-ici)*>-(/Meh)*."))2ehe ©

Okreslenie generatora 7 sprowadza sie wiec do okreSlenia operatora G dzialajgcego
w przestrzeniach ciagowych 12. W przypadku ogdlnym okres$lenie postaci operatora G nie
jest mozliwe. Jezeli dla konkretnie przyjetych przestrzeni oraz ich baz ei, ei
spetnione sg warunki:

1) operatory liniowe 7, ,*J2 sg petnociagte,

2) operator nieliniowy ” jest ograniczony i zwarty,

3) mozliwa jest aproksymacja (w okreslonym sensie) operatora ~ przy pomocy prostszych
operatorow, np. wielomiandéw,

to okres$lenie postaci kanonicznej operatora 7 jest mozliwe.

Konstrukcje takiego operatora dla obwodow z przebiegami okresowymi opisano ponizej.

3. OPERATORY NIELINIOWE W PRZESTRZENIACH FUNKCJI OKRESOWYCH

Niech dziedzine i przeciwdziedzine operatora 7 (rys.2) stanowi przestrzen Lr przebiegéw
okresowych, catkowalnych z kwadratem. Wsp6tczynniki Fouriera X h,Yh (4),(5) posiadajg w

tym wypadku oszacowania (1]:
\Xn\<Ch~*, IYW<Ch-x, heN.C eR+a>0,5, (8)

operatory 41,72 nie sg wiec pelnociggte. Ograniczenie dziedziny iprzeciwdziedziny
operatora 7 do przestrzeni Soboleva Wj'r ¢ I}T (gdzie przez r > 1 oznacza si¢ maksymalny
rzad pochodnej funkcji / e Wj'r) powoduje, ze wspdtczynniki Fouriera (4),(5) spetniajg

warunki (8) ze wspotczynnikiem a > 1 [1]. Operatory ,U2 odwzorowujg wiec przestrzen
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W fr w kostki Hilberta przestrzeni 12 (rys. 3), sq zatem one zwarte i prawie skonczenie
wymiarowe. Wynika stad, ze mozliwe jest operowanie na skonczenie wymiarowych
reprezentacjach operatoréw 7,,72>a w efekcie tego operowanie na skoficzenie wymiarowej
reprezentacji operatora C, ktérg zgodnie z twierdzeniem aproksymacyjnym Stone’a-

Weierstrassa przedstawi¢ mozna w postaci ciggu wielomianow [5].

Rys. 3. Diagram odwzorowania nieliniowego w przestrzeni Sobolewa W f'r
Fig. 3. The diagram of nonlinear map in the Sobolev Space W fr

Wielomiany aproksymacyjne na zbiorze zwartym (wspétczynnikéw Fouriera sygnatow
wejsciowych) aproksymujaz dowolng doktadnos$cia operator ~ o przeciwdziedzinie obcietej
do zbioru wspétczynnikéw Fouriera sygnatéw wyjsciowych.

Posta¢ operatora wielomianowanego okresli¢ mozna przez:

- eksperyment identyfikacyjny sprzezony z odpowiednim algorytmem aproksymacji funkcji
wielu zmiennych,
- zastosowanie techniki szeregdw Fouriera dla zatozonego modelu operatora 77 dziatajacego

w przestrzeniach <.

Podejscie takie zastosowano ponizej w celu okre$lenia operatora kanonicznego dla
nieliniowych rezystancji, pojemnosci i indukcyjnosci.

Rezystor nieliniowy jest opisany réwnaniem:
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«(0 =/*0'W)=)k(=|V*M , ak eR, u,i eW?'r. 9)

Induktor nieliniowy opisujg réwnania :
= ,M0=SV “(0 ,bkeR, u,ieW?T, (10)
at k=
gdzie: tp- strumier magnetyczny skojarzony w uzwojeniu induktora.

Napiecie na induktorze okresla wiec wzor:
u(t) =Y kb kik-"(t)"-(t). (11)
Kondensator nieliniowy opisuje réwnanie:
u(t) =Y Jdkgk(t), ck €R, u,i eW?'r, (12)
k=
gdzie: g-tadunek kondensatora. Zatem na podstawie (12) obowigzuje:
h(o=2 X ([w o *. (i3)

Napiecia na elementach nieliniowych sg operatorami typu wielomianowego okreslonymi
na pradzie, catce lub pochodnej pradu dwojnikdéw.

Niech prad i napiecia na dwojnikach nieliniowych okreslajg wzory:

A
i(t) =— + 2" AjCoslwgt + Brinlwgt, (14)
2 1=l
C 5, .
u(t) = — +7™ Cnoslwgt + DfSinlwagt. (15)
2 -

Wykorzystujac wzory okreslajace wspotczynniki Fouriera funkcji, bedacej iloczynem

dwoch funkcji wyrazonych szeregiem Fouriera [4], oblicza sie iteracyjnie wspotczynniki
szeregu Fouriera funkcji /*(/) na podstawie znajomosci wspdtczynnikéw Fouriera funkcji
ik~!(t),i(t) . W podobny sposéb mozna rekurencyjnie okresla¢ wspotczynniki Fouriera
funkcji /*(/) i*(t) oraz funkcji (Ji(t)dt)k . Wykorzystujac powyzsze wzory, wzory opisujace

charakterystyki elementéw nieliniowych (9), (10), (12) i przyrownujac wspotczynniki
uzyskanych w ten sposéb szeregéw Fouriera z odpowiednimi wspétczynnikami szeregu (15),

uzyskuje sie analityczny opis rozpatrywanych elementéw nieliniowych.
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W przypadku induktora nieliniowego operator G okreslaja wzory:

(16)

an
gdzie: bt- wspdtczynniki wielomianu (10), / e k,meN; C,,=0, Apk\ B(k)-

wspotczynniki Fouriera funkcji ik (t) okreslone zaleznos$ciami:

) (18)

(19)

indeks p oznacza numer harmoniczne;j.

W podobny sposéb okresli€ mozna wzory opisujace operator G dla rezystora (9)

i kondendensatora (12) [4].
Przedstawiona metoda umozliwia okreslenie analitycznych wzorédw opisujacych operator

e w postaci ciggu wielomiandw. Wspotczynniki tych wielomianéw moga by¢ obliczone

analitycznie z wykorzystaniem symbolicznych jezykéw programowania (np. Mathematica).
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4. PRZYKLADOWE OBLICZENIA OPERATORA ¢ DLA INDUKTORA
NIELINIOWEGO

Operator G moze by¢ wyznaczony poprzez identyfikacje, ktorej idee opisano ponizej.
Na wejscie dwdjnika nieliniowego podawany jest sygnat pradowy o charakterze dyskretnego
biatego szumu, o zmiennej w programowalny sposéb amplitudzie i o widmie obcietym do
czestosci e N). Odpowiedzi napieciowe dwojnika sg rejestrowane i stanowig blok
danych procedury aproksymacyjnej funkcji wielu zmiennych wielomianami wielu zmiennych,
opierajacej sie na algorytmie Levenberga-Marquardta [2], [3] i stuzacej do wyznaczenia
wspotczynnikéw (C, D) (15).

Przyktadowe obliczenia przeprowadzono dla induktora nieliniowego o charakterystyce

(10), aproksymowanej wielomianem 3 i 9 stopnia (rys. 4), przy wymuszeniu pradowym:
/(1) = 2Aq+ A, coscoOf + A2 cos2ralt, coo=1. (21)

Obliczenia wykonano na podstawie wzoréw rekurencyjnych (16), (17). Na rys. 5 i 6
przedstawiono przebiegi czasowe i prazki interferencyjne pradu wymuszajgcego oraz
odpowiedzi napieciowe przy aproksymacji wielomianem 3 i 9 stopnia.

Nastepnie przeprowadzono identyfikacje operatora G wielomianem wielu zmiennych
metodg Levenberga-Marquardta. Zakfadajac cigg wymuszen pradowych (poprzez zmiane
amplitud harmonicznych pradu (18)) wyznaczono odpowiednie wielomiany aproksymacyjne
(opisujace operator £) dla uzyskanych odpowiedzi napieciowych induktora. Nastepnie
obliczono i poréwnano odpowiedzi napigciowe induktora metoda doktadng (wzory (16), (17)
oraz metodg Levenberga-Marquardta dla wymuszenia pragdowego (18). Biad obliczen dla

omawianego przyktadu okresla wzér :

(22)

gdzie: - indeks "1" odnosi sie do harmonicznych odpowiedzi napigciowych (C/,£5/)
okreslonych na podstawie wzoréw rekurencyjnych,
- indeks "2 " odnosi sie do harmonicznych odpowiedzi (C?,D?) operatora G

okreslonego metodg Levenberga- Marquardta.
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Rys. 4. Aproksymacja charakterystyki W=f(l) induktora nieliniowego.

- wielomian 3 stopnia, - wielomian 9 stopnia
Fig. 4. Approximation of the characteristic V =f(l) of the nonlinear inductor.
- 3 degree polynomial, - 9 degree polynomial

5. WNIOSKI

Przy wielomianowym opisie skonczonego rzedu nieliniowych rezystorow, induktorow
i kondensatoréw mozna uzyska¢ w dziedzinie widmowej opis tych nieliniowo$ci w postaci
zamknietej. Dla ograniczonego widma pradu opis wielomianowy nieliniowosci prowadzi
w spos6b naturalny do operatora G opisanego ciggiem wielomianéw. Wspotczynniki tych

wielomianéw mozna oblicza¢ rekurencyjnie lub tez metoda eksperymentu identyfikacyjnego.

Rys. 5. Przebiegi czasowe pradu wymuszajaceg (------- ) oraz odpowiedzi napieciowe na induktorze

nieliniowym przy aproksymacji wielomianem 3 (------- ) i 9stopnia ( ......... )
Fig. 5. Time plots of the forced current (------ ) and voltage outputs on the terminal of nonlinear
inductor with the polynomial approximation the 3 ( ------- ) and 9( ........... ) degree
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Rys. 6. Prazki interferencyjne pragdu wymuszajgcego oraz odpowiedzi napieciowe na indu-
ktorze nieliniowym przy aproksymacji wielomianem 3 i 9 stopnia

Fig. 6. Interference striae of the forced current and voltage outputs on the terminal of non-
linear inductor with the polynomial approximation of the 3 and 9 degree
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Abstract

Representations of linear and nonlinear operators defined in the time and frequency
domains have been discussed. The operators have various applications in the electrical circuit
theory. Unification of the global form of the nonlinear operators is generally impossible. If

these operators are regular, their local form is known (for instance Fredholm or Volterra
operators). In the sequence Hilbert spaces 12 there are some possibilities of this unification. A

certain proposition of canonical form (Egs. (6), (7)) for nonlinear operators in the space 12 has
been given. Determination of this form is based on maps of nonlinear operafors between
primary spaces (time domain) and sequence spaces l2 (Egs. (4), (5)). The method has been
applied to identification of the form of nonlinear operators in the Hilbert cube of Sobolev
space of nonsinusoidal signals. Then the method has been considered for nonlinear operators
G in the form of polynomial of arbitrarily finite rank. The operators G describe nonlinear
resistances (Egs. (9)), inductances (Egs. (10)) and capacitances (Egs. (12)). A recurrence
method of determining of these operators in the space |2 has been given. The operators have
been obtained in the closed form (Egs. (16),(17) for inductance). More over, an identification
algorithm based on Levenberg-Marquardt approximation of functions of several variables has

been also given. An illustrative example to compare both methods has been presented too.



