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APROKSYMACJA POTENCJALU LOGARYTMICZNEGO WARSTWY
POJEDYNCZEJ ZADANEJ NA OKREGACH

Streszczenie. W pracy skonstruowano funkcje ksztattu, pozwalajagce na
aproksymacje potencjatu logarytmicznego zadanego na dowolnie usytuowanych
okregach ptaszczyzny. Dla funkcji tych opracowano analityczny opis w postaci
jednostajnie zbieznych szeregdw funkcjonalnych, co pozwala na ich obliczanie
z dowolnie zadang doktadnoscig. Daje to podstawe do dyskretyzacji rownan catkowo-
brzegowych, réwnowaznych problemowi Dirichleta dla dwuwymiarowego rdéwnania
Laplace'a.

LOGARITHMIC POTENTIAL APPROXIMATION OF SINGLE LAYER GIVEN
AT THE CIRCLES

Summary. The construction of the shape function allowing the approximation of
logarithmic potential given at arbitrary situated surface circles [3] has been made in the
paper. The analytical description of these functions by means of monotone convergent
series has been elaborated which allows for their calculation with the arbitrary chosen
accuracy. It makes possible to get discrete form of integral - boundary equations
equivalent to Dirichlet problem for two dimensional Laplace equation possible.

1 WSTEP

Dwuwymiarowy model pola elektrycznego mozna stosowaé w przypadku rozpatrywania
uktadéw przewodow prowadzonych rownolegle wzgledem siebie oraz przy zatozeniu, ze
odlegtosci miedzy przewodami sg dostatecznie mate w poréwnaniu z ich dtugoscig. Model ten
mozna z powodzeniem stosowac przy poszukiwaniu maksymalnych warto$ci natezenia pola

elektrycznego na powierzchniach przewodéw, jak réwniez przy powierzchni ziemi
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w miejscach maksymalnego zwisu przewodoéw, a wiec z dala od ekranujgcego wptywu
konstrukcji stupow.

W pracy podana bedzie szczegétowa konstrukcja rozwigzania zewnetrznego problemu
Dirichleta dla dwuwymiarowego réwnania Laplace'a dla linii o przewodach walcowych
dowolnie usytuowanych w przestrzeni. Ze wzgledu na nieograniczono$¢ przestrzeni jako

prototyp rozwigzania przyjeto potencjat logarytmiczny warstwy pojedyncze;j.

2. MODEL MATEMATYCZNY POLA ELEKTRYCZNEGO LINIl TROJFAZOWE]

Niech na ptaszczyznie R2 dany jest uktad Ck (k=I,2,..Np) przewodéw o promieniu r"
o0 zadanych potencjatach v
0k(t) = V2 Vk sin(cot + gKk) (D
oraz zerowym potencjale na powierzchni ziemi. Dla p6l wolnozmiennych, tj. dla matych
pulsacji to w dowolnym punkcie X na zewnatrz przewodéw potencjat V(X,t) spetnia rownanie
Laplace'a:
AV(X,t) =0, 2
gdzie: V(X ,t) = >/2V(X)sin[<Dt + v (X)] 3)
z warunkami brzegowymi na powierzchniach przewoddw:
v (xi,x2,t)|xeCk = v (X,t)|xeCk = "k(t) 4)
oraz na powierzchni ziemi (X2 = 0):
V(x,,0,t) = 0.
Poniewaz w kazdym punkcie X rozpatrywanej przestrzeni potencjat (3) ma identyczng
pulsacje to, do dalszej analizy zastosujemy metode liczb zespolonych.

Dla potencjatu zespolonego:

V(X) = V(X)ejp*(X) ®)
réwnowazny problem Dirichleta dla dwuwymiarowego rownania Laplace'a ma postac:
AV(X)=0, (6)
V(X).Ct.Y k.V la*'>, 7
Y (xi,0)-0, (8)

przy czym w nieskonczonosci potencjat jest rowny zeru.
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W celu zapewnienia warunku brzegowego (8) stosuje sie metode odbicia zwierciadlanego
wzgledem osi Xj (rys.l). Polega ona na wprowadzeniu do rozwazan dodatkowych przewodoéw
Ck (k=1,2,..Np), bedacych odbiciem zwierciadlanym przewodéw Ck wzgledem osi Xxj.
Ponadto przyjmuje sig, ze potencjaty przewodéw Ckwynoszg -Vj,, czyli r6znig sie znakiem
wzgledem potencjatébw przewodéw Ck. W takim przypadku gesto$¢ powierzchniowa
tadunkoéw na przewodach C'k wynosi:

21k(Y") =-2k (Y ): Y=Y(y,y2); Y'=Y'(y,-y2), 9)

gdzieok(Y) jest gestoscig powierzchniowgtadunkéw na powierzchni przewodu Ck.

Rys.l. Odbicie zwierciadlane przewodu Ct wzgledem osi xi
Fig.l. Mirror reflection of the conductor Ck in X axis
Dla tak sformutowanego problemu poszukuje sie rozwigzania réwnania Laplace'a w

postaci potencjatu logarytmicznego warstw pojedynczych ak(Y), okreslonych na

przewodach Ck i Ck w postaci:
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Latwo zauwazyé, ze gdy X2 = 0, potencjat (10) jest réwny zeru, ponadto gdy punkt X
zmierza do nieskonczonos$ci, to potencjat (10) rowniez zmierza do zera. Z og6lnej teorii
potencjatu wynika [9], ze funkcja (10) spetnia réwnanie Laplace'a (6) dla funkcji gestosci
o k(Y) , bedacych funkcjami ciggtymi. Istnieje jednak problem wyznaczenia tych funkcji.

Funkcje CIk(Y) nalezy dobraé tak, aby funkcja V(X) okreslona wzorem (10) spetniata

ekwipotencjalno$¢ na powierzchniach przewodow Ck:

(V)
dla xeC,, 1=1,2,..,Np.

Oznacza to, ze problem Dirichleta dla dwuwymiarowego réwnania Laplace"a sprowadza sie
do wyznaczenia rozwigzania rownania catkowego pierwszego rodzaju. Jak wiadomo z teorii
potencjatu [4], rownanie catkowego pierwszego rodzaju (11) posiada jednoznaczne
rozwigzanie. Poniewaz przy rozwigzaniu cyfrowym tego typu réwnan catkowych moga
wystgpi¢c pewne problemy, zwigzane ze stabilno$ciag rozwigzania, dobér wielkosci
dyskretyzacji réwnania catkowego (11) dobrany bedzie eksperymentalnie na uktadzie

testujacym.

3. APROKSYMACJA POTENCJALU LOGARYTMICZNEGO ZADANEGO NA
OKREGACH

Oznaczmy przez Yk (yiky2k) wspotrzedne punktu Yk potozenia osi przewodu Ck o
promieniu rk. Wprowadzajac lokalny walcowy uktad wspotrzednych dla kazdego przewodu,
wspotrzedne dowolnego punktu Y 6 Ck moga by¢ zapisane w postaci:

Ck={Y(yi,y2):y, = Yik+rkcoscp; y2=y2k +rksintp}. (12)

Z mys$lag o dyskretyzacji réwnania catkowego wprowadza sie podziat okregéw Ck
poszczegblnych przekrojow poprzecznych przewodéw na tuki Ck,p

Ck,i = {Y (yi,y2):Y (yi,y2)eC k; <kJ < Pp< Kkji+l} (13)

Niech Yk;i bedg punktami podziatu tych okregow. Przyporzadkujmy tym punktom tzw.

zmienne weztowe:
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e ”

stanowigce sktadowa normalng natezenia pola elektrycznego w punkcie podziatu Ykj (gdzie
°k,i gestos¢ powierzchniowa w punkcie Ykj).

Aproksymujemy nastepnie natezenie pola na powierzchni przewodéw Ck (Y eC*j) funkcja

sklejang stopnia pierwszego:

1
Ek.j(tp) = Ek(y.,,y2) i =
(yi.y2)eCKkii e, 5k(y|>y2>
ALK+ Ek.i+lI*k.i | Bk,i+1 Ek,:
-*p  dla (yi-y2)ec ki;cpkd <(p<tpkii+l
‘Pk.i+1 _(Pk,i Pk.i+1 - (Pk,i
0 dla (yhy2)iC ki
(15)
gdzie:
Ek,i(<Pk,i) = Ek,i i Ek,i+I(<Pk,i+l) = Efci+i .

Uwzgledniajac nastepnie walcowe, lokalne ukiady wspo6trzednych do opisu konturéw

przewoddéw Ckw postaci wzorow (12), dla ktérych miara catkowania wynosi:

d*Y|YeCki = rkdip ° (16)

potencjat logarytmiczny (10) mozna przyblizy¢ nastepujaco:

Np Nk <Pk,,>|

Bk.ivk,i+i —£&ii+i . Ekii4 , - E ki
i-l K] <Pk,i+|-<P 10 (Pt - (PKii

i Vi - yik - rkeestp)2 + (x2+y 2kt rksintp)2

dtp =
V(xi-ylk- rkcos(p)2 +(x2-y 2k~ r ksincp)2
NP Nk
~ Ntk rk T (P PKGi+HDEK T + E (XL, Y K, rk,Cpki, (pkj+1) E Ki+|1
k=l i»l

an

gdzie: Nk- liczba punktéw podziatu przewodu Ck; natomiast funkcje ksztattu A(-) i B()

wyrazajg sie catkami:
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A(X,YO0,r<p,,<p2) =

r V(xl~yio -rcos<p)2 +(x2 +y20 +rsincp)2
------------------- j(<p2 -<p)In ,( y p)z ( y p)z dtp

271(92 91) P V(xi-Yio-rcostp)2+(x2-y 20 -rsincp)2

(18)

B(X,Y0,r.(pl(p2) =

<2 r [ - 7
V<x |- Yio - rcoscp) + (x2- y20+ rsintp) . (19)

V (X.-y.0o-r cos<p) + (x2-y 20-rsm<p)

Funkcje ksztattu (18) i (19) sa to funkcje ztozone ze wzgledu na: wspétrzedne (x|, x2)
dowolnie usytuowanego punktu X, wspo6trzedne (yio, y20) punktu YO, potozenie osi przewodu
0 promieniu r oraz granice catkowania tpi, (p2.

Potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej (10) jest catka niewtasciwg w przypadku,
gdy punkt X e Q lezy na powierzchni przewodu Ck (k=1,2,.. Np).

W pracy pokazane bedzie, ze niezaleznie od potozenia punktu Xfunkcje ksztattu (18) i
(19) sa wyrazalne za pomocg kombinacji funkcji standardowych, co ma istotnie znaczenie dla

doktadnosci aproksymacji potencjatu (10).

4. FUNKCJE KSZTALTU DLA PUNKTOW X LEZACYCH NA ZEWNATRZ
PRZEWODOW

Jezeli punkt X nie lezy na powierzchni przewodu, to wyrazenia wystepujace pod

logarytmem w catkach (18) i (19) mozna zapisa¢ w postaci:

V(Xi-yio~rcos<p)2+(x2-y 20 -rsin(p)2 =
1 (20)

= IXYol[l- 23(X,Y0)cos(cp - a(X,Y0)) +32(X,Y0)]2

gdzie | xyO|=al(xi-yio)2+(x2_y20)2 "’ (21)
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(22)
AYo

cosa(X,Y0)=~ =~ f; sina(X,YJ=~L "2 . (23)
XY Q| 0 XY Q|
Mozna wykaza¢, ze jezeli £ <1, to funkcja logarytmiczna In 11-2ecosP+”21ma nastepujgce

rozwiniecie na szereg Fouriera ze wzgledu na p:

® tu
In 11-2%casPHE\2) = -2 4 . cosmp .. (24)

n
n=1 1

Jezeli » < 1, to szereg > jest zbiezny, wobec czego szereg funkcyjny (24) ze

n
n=1n

wzgledu na p jest jednostajnie zbiezny.

Uwzgledniajac wiec rozwiniecie (24) oraz wzor (20) i (21) otrzymuje sie:

In-v/(x, - y10- rcoscp)2+ (x2- y2- rcostp)2 =
» L ( \V (25)
=InXYo r S r™~n cosn[<p-a(x >Y0)]-

n=l MmN XYol|l

Postepujac analogicznie z drugim pierwiastkiem wystepujgcym pod catkami (18) i (19)

otrzymuije sie:

y/(xi-y,0- reoscp)2+(x2+y 20+ rsintp)2 =

(26)
= X Y |[1-2a(X,Y )cos(cp +a(X,Y")) +a2(X,Y")p .
gdzie: Y ~AY ~y.o, - y20)-wspo6trzedne osi przewodu odbicia zwierciadlanego,
XYo |-~ yjo> + (x2+y20) ’
r .
AxL,Yp,r) =, . < 1 (zachodzi zawsze dla dowolnego punktu x ), (28)

XYo
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cosa(X,Y'):,"-"‘; sina(X,Y") = . (29)
XYO| IXY'

Zgodnie wiec z rozwinieciem (24) logarytm funkcji (26) ma nastepujace rozwiniecie:

InV(xi~y,o-rcoscp)2+(x2+y20+rsin<p)2 =

(30)
=H XYo = t cosn[(p+a(X,Y"].
'> v XYoV
Szeregi funkcyjne (25) i (30) sg jednostajnie zbiezne, moznaje wiec catkowaé wyraz po

wyrazie. Podstawiajgc rozwiniecia (25) i (30) do operacji catkowych (18) i (19) otrzymuje sie:
f ‘o
sin(n(cp) +a(X,Y0)))-

f \n
' sin“cp, -a(X,Y "))
(31)
1

[cos(n(cp2-a (X Y 0)))-cos(n(cpl-a(X,Y 0)))]
2 -<Pi £fn XY,,

i \'n
+ --1 -A> % [cos(n((p2+a(X,Y"))- cos(n((pl+a(X,Y")))]
op2 -<P| V| XY6\J

/ \'n

B(X,Yor,cp,<p2) = T XYO by 1 T Gin(nep2-a(X,Y 0)))-
"

2n 2 XY,, tt VIXYo ¥

sin(n(<p2 +a(X,Y0))
(32)
1 A 1

e -y [cos(n(cp2-a (X Y 0)))-cos(n(<p| -<x(X,Y0)))]-
@R -<p, t)$ n XYO0

_1oyis
P2-«Pi ¢in3

[cos(n((p2+a(X, Y0))) - cos(n((p, +a(X,YE))]1 .
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Funkcje ksztattu (31) i (32) mozna przedstawi¢ w bardziej zwartej postaci. W tym celu

zauwazmy, ze uporzagdkowanie sumy ze wzgledu na "i" we wzorze (17) daje:

Np Np
V(X ) = 1 z c o<x > (33)
k=1 i=I
gdzie:
C(X,YO,I’k,<P|,cp2,<pj) _B(XqYOer(pu(pz)+A(XYYO,rk|Cp2|<p3)- (34)
Zaktadajac rownomierny podziat przewodu na elementy
A = ¢p2 -<Pi =93-<P2 (35)

oraz podstawiajac do definicji (34) wzory (31) i (32) po serii przeksztatcen trygono-

metrycznych otrzymuje sie nastepujaca zwartg posta¢ funkcji ksztattu:

F(X,YO,r, Acp,cp) = C (X , Y 0,r,cp - Acp,cp,<p + Acp) =
21 ap f A
. Xy a oo sin (n )
2n Acp In h— cos(n(cp-a(X,Yo0)))- (36)
X Y 1 A ip ti VX Yo\
- I Acp /
4 sin (n -f-) n

cos(n(cp-a(X.Yd)))

Rys.2. Interpretacja geometryczna funkcji ksztattu (36)

Fig.2. Geometrical interpretation of the shape function (36)
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Jezeli punkt X lezy na zewnatrz okregu o promieniu r, a o srodku w punkcie Y<>, to funkcja

ksztattu (36) jest szeregiem jednostajnie zbieznym. Stosujac funkcje ksztattu w postaci (36),

aproksymacja potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej (33) przyjmie postac:

Np Np
Y(X)=S E F(X,Yk,rk,A(pk,cpkii)Ek>i. (37)
k=1 i=l

5. FUNKCJE KSZTALTU DLA PUNKTOW X LEZACYCH WEWNATRZ
PRZEWODOW

Jezeli punkt X nie lezy na powierzchni przewodu, lecz w jego wnetrzu, to wyrazenie

wystepujace w catkach (18) i (19) mozna zapisa¢ w postaci:

V(xi“ylo~rCOS(P)2+ (x2- y20- rsincp)2 =

(38)
=rk[l- 272(X,Y0,r)cos((p- a(X,YJ) +e2(X,YO0,r)p
gdzie:
I XY |
e(X,Y0,r)=L -~ <1, (39)

natomiast | XY 0| i a(X,Y Q) wyrazajg sie wzorami (21) i (23).

Ze wzgledu na warunek (38) logarytm pierwiastka (37) mozna réwniez rozwing¢ na szereg

Fouriera (24). Otrzymuje sig szereg:

InV(x, - y10- rcoscp)2+ (x2- y2- rsincp)2 =

(40)
=Inrk-1£- ~ — cosn[ip-a(X,Yo)] ,
n=Inl rk
ktory jest jednostajnie zbiezny.
Drugi ze skiadnikéw logarytmu wystepujagcych w catkach (18) i (19) ma identyczne

rozwiniecie na szereg dany wzorem (30), gdyz niezaleznie od potozenia punktu X w prawej

potptaszczyznie x j> 0 jest on jednostajnie zbiezny. Podstawiajagc wiec rozwiniecie (39) oraz
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(30) do catek (18), (19) i catkujac wyraz po wyrazie otrzymuje sie zgodnie z definicjg (34) i
(36) nastepujacapostac ftinkcji ksztattu:
F(X,Y rAg?.gj) =

XY" sin2(n-* ) f\ XYOP
Ae?In + cos(n(e>- a(X,YO0)))— i41)
2K r A
sin2(n— )i
cos(n(e?+ a(X,Y"™)))
APS"'

VI XYO,

Jezeli wiec punkt X lezy wewnatrz okregu o promieniu r, na ktérym zadana jest warstwa
pojedyncza potencjatu logarytmicznego, to do jego aproksymacji zastosujemy funkcje

ksztattu (41).

6. FUNKCJE KSZTALTU DLA PUNKTOW X LEZACYCH NA POWIERZCHNI
PRZEWODOW

Jezeli punkt X lezy na powierzchni przewodéw, woéwczas potencjat logarytmiczny (10)
staje sie catka niewtasciwa, lecz zbiezng. Obliczenie tej catki, a doktadniej jej przyblizenie
(17), nie moze by¢ dokonane za pomocg rozwiniecia jej jadra na szereg Fouriera zgodnie ze

wzorem (25). Parametr (22):

Rys.3. Oznaczenia do wzoru na funkcje F() dla punktu X lezgcego na konturze przewodu
Fig.3. Denotations used in the relation describing function F(-) for the point laying on the
contour of a conductior
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£(X.Yc,r) = | -1 (42)
XYO0

jest wéwczas rowny jednosci i nie mozna stosowac rozwinigcia (24).

Oznaczmy przez:
a =a(X,Y0) (43)

kat okreslajacy potozenie punktu X na okregu o promieniu r, a o $rodku w punkcie YO.

Wspo6trzedne punktu X (xj, X2) wyrazajg si¢ wéwczas wzorami:
X, =y,0+rcosa; X2=y2o+rsina. (44)

Podstawiajac wzory (44) pod pierwiastek catek (18) i (19) otrzymuje sie:

V(Xi-yi0-rcos<P2+(x2“YzO-rsintp)2 =ry~"~/l-cositp-a). (45)

Ze wzoru (45) widaé, ze catki (18) i (19) sa niewtasciwe, gdyz dla <p=a wyrazenia pod
logarytmem przyjmujg warto$¢ zerows.
W dalszej kolejnosci wykazana bedzie ich zbiezno$¢ i sposdb ich obliczenia. Podstawmy w

tym celu wzor (45) do catek (18) i (19). Otrzymuje sie wowczas:

A(X,YO0,r,(pL(p2) | =

| XYO|=r
H

=—— - f(tp2 - <) In-y/(Xj - y10- rcostp)2+ (x2+y2D+ rsintp)2 - (46)
2ti(<p2 -<Pi)

- Inrv2-y/l-cos(<p-a) dtp ,

B(X,YO0,r,cp,,(p2)|

XYO0 =r
2
—_— [(cp-tpj) In™(X, -y D-rcostp)2+(x2+yD+rsincp)2 - (47)
2ic(<pd -q>.) J
—Inr-y/2-/l-cos((p - a) dtp,

gdzie a=a(X,Y o) okresla kat potozenia punktu X na okregu o promieniu r.
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Przyjmijmy dla drugich czesci catek we wzorach (46) i (47) nastepujace oznaczenia:

1>2

Ai(r,a,<Pi,<p2)= _ [ r f(cp2 -cp)In|rv 2Jl-cos(cp-a)|dcp (48)
2tc(<p2 -cpi) 4\% 1 1

1

«”
Bi .(Pp<P2) = >~"; 7 f ) Injrv2J\ - <p- dt 49
i(ra.PpsP2) = > 1 7 flep—cp) Infr cos(<p- a)| dtp (49)
H
i stosujgc w catkach (48) i (49) podstawienie:
P-a =2x, (50)

uzyskuje sie przeksztatcenie do nastepujacej postaci:

A 1(r,a,(plcp2) = o M<P2~91i)2In(2r) +2(cp2- a) JIn|sin(x)|dx -
27c(cp2 -cpi)
<P|-a
2
2-~a
2
-4 JxIn|sin(x)|dx
q>.-a
(51)
(P2-0
2
B 1(r,a,<pltqR) = - (92 - Fi)2In(2r) - 2(tp2- a) JIn|sin(x)|dx -

27t((p2 -<P1)
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Z konstrukcji wzoréw (51) i (52) wynika, ze ich stosowanie wymaga znajomosci

nastepujacych catek nieoznaczonych:

clnsin(x) = Jin|sinx|dx, (53)

cxlnsin(x) = JIxIn|sinx|dx . (54)

Caiki (53) i (54) majg analityczne rozwiniecia [5]. Pierwsza z nich dana jest nastepujacym

szeregiem zbieznym dla dowolnego x

E Z

---------------------- , (55)

|

=l n2n+ 1!

gdzie Bnsg to liczby Bemoulliego:
Bn = 2n!

€« 22" % (i+ D) <>
NP. S, 4 ; 8 ,4 ; B4 .

Jezeli podstawi¢ liczby Bemoulliego (56) do szeregu (55), to funkcja cInsin(x) jako catka-

nieoznaczona z InIsinx | wyrazona bedzie za pomocg nastepujacego szeregu:

clnsin(x) = xIn|x|-x- " a nx2n+1, (57)
n=|
gdzie:
i N i =g
n@n+ nazh 7T 2 &8

Wykres funkcji clnsin(x) w przedziale (-27t,+2rt) przedstawiono na rys.4. Z przebiegu tej
funkcji wynika, ze jest ona funkcja nieparzystg tj. cInsin(-x) = -clnsin(x) i w zerze przyjmuje

wartos¢ zero.
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Rys.4. Catka nieoznaczona Jln|sinx|dx

Fig.4. Indefinite integral JIn|sinx|dx

Nie istnieje natomiast pochodna tej funkcji w zerze, gdyz:

(59,

dx
Oznacza to, ze catki wystepujace we wzorach (51) i (52) sg catkami niewtasciwymi, lecz

zbieznymi i dla ich obliczenia nalezy skorzysta¢ ze wzoréw (53) i (57).
Druga z catek (54) moze by¢ obliczona w wyniku catkowania przez czesci oraz na

podstawie funkcji (57). Z catkowania przez czg¢sci otrzymuje sie:

cxInsin(x)= Jx In|sin(x)|dx = xclnsin(x) - j"clnsin(x)dx (60)

Podstawiajagc do wzoru (60) funkcje clnsin(x) dang szeregiem (57), otrzymuje sie po
scatkowaniu wyrazu po wyrazie nastepujacy wynik:

2 2
P X X
cxInsin(x) = — In(x
(x) 2 (x) 4 I2n+2n

v 8

2n +i 2n+2
anx (61)
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Rys.5. Catka nieoznaczona JxIn|sinx|dx

Fig.5. Indefinite integral JxIn|sinx|dx

gdzie wspotczynniki anwyrazaja sie wzorem (58).

Wykres funkcji cxInsin(x) przedstawiono w przedziale (-27t,+27t) na rys.5. Z przebiegu
funkcji wynika, ze jest ona funkcjg parzysta, tj. cxlsin(-x) = cxlInsin(x). W konstrukcjach'
funkcji (57) i (61) wystepujg cztony x InlIxIl, x2 In|x|. Nalezy wiec pamieta¢, ze w
obliczeniach numerycznych wyrazenia te przyjmujg warto$¢ zerowa dla x=0 mimo ze In x|
nie istnieje w tym punkcie. Uwzgledniajac funkcje (53) i (54) dane wzorami (57) i (61) we
wzorach (51) i (52) otrzymuje sie:

Al(r.a,(p,.cp2) = (<P2-<P,)2In(2r) + 2(<Pj - )

2tt((p2-9>,) [Z

clnsin (2 |- cInsini (62)
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Br,a,(p,,cp2) =T~. r - >2-0>,)2In(2r)-2((p, -a
Ar,a,(p,,cp2) S icos - cp) [2(q a>,)2In(2r)-2((p, -a)
clnsin ———1I-clnsinl (63)
+4 cxInsin —— cxinsin! Bi_a
*

Po obliczeniu drugich catek wystepujacych we wzorach (46) i (47) zauwazmy, ze pierwsze
ich catki sg catkami regularnymi dla dowolnie usytuowanego punktu X(xj, x2). Obliczenie
tych catek moze by¢ dokonane sposobem pokazanym w pkt. 2.1 przez podstawienie wzoru
(30) i catkowanie tam szeregu wyraz po wyrazie. Wynik tego catkowania oraz wynik
catkowania catek (48) i (49) danych wzorem (62) i (63) daje nastepujacg posta¢ catek (46)
i (47):

A(X.YorcPl2)_ , itd -1 AN<P2- tpj)2In(2r) +2(cp2 - a)
271 P2 -«P,

ctnsin( -2 _c1hsin P4-a

®1 cxinsin[€2 a - cxinsini Bi-a (64)

f \Y
. sin(n(cp, +a(X,YO0»)-
M XYo \J

+ Mg>2-«P L) In x| +Fh:|$1 -
\'n
[cos(n(cp2 +a(X,Y ¢)))-cos{n(cpl+a(X,Y0))]
(b2 -(p. M XYO\
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-1

B(X,Yo,r,(plL<p2)||— , =-~- - -
(X,Yo,r,(pLp2)|| 2n | q2-tp. (P2- tp,)2In(2r) —2(cp2 - a)
clInsin clnsini ——-1 1+
+4 cxlnsin! @Z'a ) -cX Insm\ﬂ; a (65)
+i(<p2-cp,)In|XY"|-£4 sin(n(cp2+a(X,Y1)))-
M XYo I,
( \Y
[cos(n(tp2+a(X,Y 0)))-cos(n((p, +a(X,Y ()))]
\i XYCv

gdzie: | XY~ | wyraza si¢ wzorem (27), cosa(X,Y”); sina(X,Y ) wzorami (29),

a - kat potozenia punktu X(X|,X2) na okregu o promieniu r i srodku w punkcie YO.
Funkcje ksztattu (64) i (65) pozwalajg aproksymowaé réwniez potencjat logarytmiczny
warstwy pojedynczej dany wzorem (10) w przypadku, gdy punkty X lezg na powierzchni
przewodéw C| (xeC|) za pomocag wzoru (33). Nalezy woéwczas uwzgledni¢ przypadek

(poréwnaj wzor (34)):

C(X,YO,r,tp, tp2,tp3),— , = B(X,YO,r, tp,,<P2),— , +
(66)

+A(X,Y0,r,<p2,cp3)j| v, -
gdzie funkcje B(-) i A(-) wystepujace we wzorze (66) wyrazajg si¢ wzorami (64) i (65).
Zaktadajgc rownomierny podziat poszczeg6lnych okregéw o promieniu r na elementy, tj.
AP=R-F=RB-P
oraz podstawiajac do wzoru (66) wzory (64) i (65), po serii przeksztatcer trygonometrycznych
otrzymuje sie nastepujaca zwartg postaé funkcji ksztattu dla punktow X lezgcych na tym

okregu:
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F(X,YO0,r,A<p,<p)||— , =C(X,YO0,r,<p-Acp,«p,<p + AQ))|,— , =

XY e
Apln 4(cp- a)clnsin| — -
2n 2r Ap

Acp) -a - Acp)

- 2(cp- a - Atp)cinsin - 2(9 - a + Ag>)clinsin|

- 8cxInsini(@ 0 + dcxInsin( (6P @ *ACP)

AC]
sinnpf N2

cos(n(cp + a(X,Y0)) (67)
Acp S XYO ,
gdzie: a - kat potozenia punktu X na okregu o promieniu r i Srodku Yo

L!]__ylo S.ma :_X2_~y20
r r

cosa =

cosa(X,Y"Y) =ii3 f; sina(X,Y*)=*22 2.
XY'! 0 IXY(')|

| ol

Wzér (67) w pokaczeniu ze wzorami (41) i (36) wyczerpuje wszystkie mozliwosci
konstrukcji funkcji F(-), w zaleznosci od wspétrzednych (X|,X2) dowolnie usytuowanego
punktu X wzgledem okregu o $rodku w punkcie Yo(yio»y20) *promieniu r. Niezaleznie wiec

od potozenia punktu X, potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej zadany na okregach

(wzor (10)) mozna aproksymowac nastepujaco:

Nr Nk
V(X)=£€ ~F(X,Y k,rk,Acpk cpk j)EKj . (68)
k=1 i=l

7. WNIOSKI

Opracowany algorytm aproksymacji potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej
okreslonej na okregach za pomoca kombinacji funkcji standardowych (41) i (67) pozwala na
bardzo doktadne rozwigzanie numeryczne rownan catkowych réwnowaznych problemowi

Dirichleta dla dwuwymiarowego roéwnania Laplace’a. Umozliwia on badanie pola
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elektrycznego w dwuwymiarowym modelu linii przesytowych o dowolnych napieciach
i konfiguracjach. Istnieje wiec mozliwo$¢ badania rozktadéw natgzenia pola elektrycznego na
powierzchni przewoddéw roboczych i odgromowych jak rowniez w dowolnym punkcie
lezacym na zewnatrz tych przewoddéw lub na powierzchni ziemi za posrednictwem jednego

algorytmu obliczeniowego.
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Abstract

Numerical solution of boundary integral equations equivalent to Dirichlet problem for two
dimensional Laplace equation requires the approximation of integral operator of the
logarithmic potential of single layer type. To obtain minimization of the costs of numerical
calculation the shape function has been constructed in the form of analytical function. Such
functions allow to approximate the logarithmic potential given at arbitrary situated circles on
the surface. Construction of the shape functions for the points situated variously in relation to
the circles have been described by the equations (36), (41) and (67). For those functions
analytical description has been elaborated in the form of function series. It makes possible to
calculate then with arbitrary chosen accuracy. Basing shape functions potential distributions

can be examined in an arbitrary chosen point X according to equation (68).



