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Streszczenie. W artykule przedstawiono modyfikację metody prądów magnetyzacji 
wykorzystywanej do obliczania sil bądź momentów sil w polu magnetycznym. Wykorzystanie 
różnicowego pseudotensora pola elektromagnetycznego pozwala na uściślenie obliczeń 
prowadzonych tą metodą w przypadku,gdy środowisko otaczające obszar działania sił nie jest 
próżnią. Rozważania poparto przykładami obliczeń momentów sil dla maszyny indukcyjnej o 
litym i anizotropowym wirniku.

DIFFERENTIAL QUASITENSOR OF ELECTROMAGNETIC FIELD 
EN ERGY AND THE METHOD OF MAGNETIZATION CURRENTS

Summary. The paper deals with the problem of electromagnetic torque calculation by 
means o f the equivalent magnetisation currents. The residual energy quasitensor of 
electromagnetic field enables to generalise the method o f equivalent magnetisation currents if 
the outer region differs from the vacuum. The electromagnetic torques o f induction motors with 
solid rotor have been calculated and given in the paper as examples o f the above considerations.

1. W PROW ADZENIE

Obliczenia sil bądź momentów powstających w przetworniku elektromechanicznym są 
potrzebne już w trakcie projektowania układu elektromechanicznego. W szczególności chodzi 
o dokładne określanie wpływu, jaki wywarły cechy geometryczno-środowiskowe (konstruk­
cyjne) przetwornika oraz prądy w nim występujące na wartość wytworzonej siły bądź momentu 
ponderomotorycznego przetwornika elektromechanicznego.

Teoretyczne aspekty tych zagadnień są  szczegółowo rozważane w pracach [1,5,10 17,20]. 
Podstawowe relacje określające gęstość działających sil powstających przy udziale pola 
elektromagnetycznego przedstawia się w notacji wektorowej i tensorowej [9,11,12,13,15, 
16,17,19]. Wykorzystywane zależności opisujące gęstość działających sił w polu magne­
tycznym -  w tradycyjnej notacji wektorowej - zestawiono w tabeli 1. Zależności te stanowią 
zapis wektorowy równań tensorowych [17,19], Równania te stosuje się w krzywoliniowym, 
ortogonalnym układzie współrzędnych. Pojawiające się w zależnościach wielkości indekso­
wane dwoma indeksami można określać mianem pseudotensorów, gdyż są  one definiowane w 
jednym układzie krzywoliniowym i nie określa się ich właściwości transformacyjnych [3,5,6].
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Tabela 1
Zestawienie zależności opisujących gęstość sił w polu magnetycznym_______

SIŁA RÓWNANIA PODSTAWOWE P S E U D O T E N S O R

całkowita f  =  f L + Ń  = - i udiv|ul(CTu) +  k 

k = ł BuB" - - " - grad(LiiL J
U W

= - HUBW +5UW -j(HB) - 
tensor Maxwella

Lorentza f L = j x B

środowiskowa Ń = | B uBwgrad(vuJ  

Ń =  Af + iu diV|u| (A6 U) -  Ak 

Af =  j x B

Ak = 1  B“B "- (vV  ~ V° -grad(L|u|L |w|)
H M

Aauw =  - I„B W + 8UW y (B l)  - 
różnicowy pseudotensor 

pola elektromagnetycznego

W tabeli 1 zastosowano następujące oznaczenia:
u,v,w - wskaźniki oznaczające współrzędne przestrzenne (w układzie współrzędnych 

walcowych r, a ,  z); do wskaźników tych stosuje się konwencję sumacyjną [3], 
vuw-  reluktywności środowiska anizotropowego,
L„, Lv, Lw - współczynniki Lamego [3,6,9]; wynoszą one w układzie współrzędnych 
kartezjańskich (x,y,z): LU=LV=LW=1; cylindrycznych (r,a,z): Lu=  Lr= l ,  Lv=La=r,

LW= L = 1 .

H,B, I - natężenie, indukcja oraz wektor magnetyzacji pola magnetycznego,

j,Aj - gęstości prądów wymuszonego oraz magnetyzacji [5],
a uw, Aauw -  składowe tensora Maxwella i różnicowego (podane w tabeli 1.),
S„w -  delta Kroneckera,

k, Ak - wektory uzupełniające operator dywergencji divu (*) =  L” 1 div{L|u| ■ (*)} w

krzywoliniowych układach współrzędnych (oba wektory zanikają w 
prostokątnym układzie współrzędnych; zanikają również ich składowe a  i z w 
walcowym układzie współrzędnych).

Gęstość sił oznaczoną poprzez N stanowi składnik sił środowiskowych ujawniających 
się na skutek strukturalnej niejednorodności środowiska. Jeżeli gradient reluktywności 
magnetycznej jest niezerowy w pewnym kierunku, to w kierunku tym działają siły 
środowiskowe [15,21]. Gęstość sił środowiskowych można równoważnie opisać poprzez 
wyrażenie zawierające dywergencję różnicowego pseudotensora energii pola

elektromagnetycznego iu diV|u|(Aćru) - A k  oraz składnik pochodzący od prądów

magnetyzacji Af =  Aj x B . W szerokiej klasie przetworników elektromechanicznych, których 
część ruchoma znajduje się w próżni (powietrzu), wpływ składnika opisanego różnicowym 
tensorem jest zerowy. Różnicowy pseudotensor energii pola elektromagnetycznego zanika 
bowiem w próżni (vr =  1.0), a z bardzo dobrym przybliżeniem w powietrzu (vr =  0.99999964).

Rozważając konkretny przykład przetwornika elektromechanicznego można wskazać siłę 
bądź moment elektromagnetyczny, który wyraża się przez różnicowy pseudotensor energii. 
Przykładowo, dla maszyny asynchronicznej o cylindrycznym, przewodzącym wirniku można
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analitycznie określić wartość momentu wyrażonego przez różnicowy pseudotensor energii pola 
elektromagnetycznego. Ponadto różnicowy pseudotensor energii pozwala na otrzymanie 
metodą prądów magnetyzacji poprawnych rezultatów przy stosowaniu warunku brzegowego 
dla wektora magnetyzacji wynikającego z właściwości środowisk po obu stronach rozważanej 
granicy obszarów. Zaś określenie momentu sił metodą prądów magnetyzacji wymaga 
zadawania zerowego warunku brzegowego na składową styczną do granicy środowisk wektora 
magnetyzacji, mimo iż ośrodek nie jest próżnią (powietrzem). Zerowy warunek brzegowy w 
odniesieniu do wektora magnetyzacji jest stosowany - mimo iż- odnosi się on do środowiska, 
które nie jest koniecznie próżnią. Oba sposoby określania momentu sił prowadzą do 
jednakowych rezultatów. Proponowana metodyka pozwala usunąć niespójność w 
formułowaniu warunków brzegowych poprzez stosowanie fizykalnie słusznych warunków 
brzegowych przy jednoczesnym wykorzystaniu przedstawionych zależności, w których pojawia 
się zdefiniowany różnicowy pseudotensor energii pola elektromagnetycznego (tabela 1 ).

Rozważony zostanie przetwornik elektromechaniczny, zawierający części konstrukcyjne 
ferromagnetyczne, w ogólności anizotropowe. Współczynniki środowiskowe podobszarów 
analizowanego przetwornika elektromagnetycznego nie są równoważne pod względem 
właściwości magnetycznych próżni. Moment elektromagnetyczny dla przykładowej maszyny 
obliczony zostanie analitycznie. Jest to w rozważanym przypadku możliwe i pozwala tym 
samym uniknąć błędów, jakie mogą pojawić się przy analizie numerycznej oraz podczas 
przeprowadzania eksperymentów. Wartość momentu środowiskowego zostanie określona 
proponowaną zmodyfikowaną metodą prądów magnetyzacji poprzez składnik 
niejednorodnościowy i na podstawie bilansu momentów elektromagnetycznych.

2. M O M ENT ŚRODO W ISKO W Y

Rozważmy maszynę asynchroniczną o przekroju poprzecznym pokazanym na rys.l.
Stojan maszyny jest uzwojony, jego uzwojenie wytwarza wirujące, kołowe pole 

magnetyczne (oś obrotu pola magnetycznego i wirnika jest prostopadła do płaszczyzny 
przekroju maszyny pokazanej na rys.l). Wirnik maszyny nie jest uzwojony. Obszar zawarty 
pomiędzy idealnym ferromagnetycznym stojanem oraz rdzeniem wirnika (bez histerez, o 
zerowej reluktywności magnetycznej) stanowią dwie cylindryczne, współosiowe warstwy:

- anizotropowa Vaa5 =  v a6, v ni =  v r6, v Io8 =  Var5 =  0 :

i nieprzewodząca y=0 szczelina (indeks 5), o stałej grubości g, oraz 
- anizotropowa vaaa = vaa, v m = v ra, v raa = vara = 0 :

: v „  0  ■

. 0  Va J ’
przewodząca y* 0  warstwa o stałej grubości a, która jest umieszczona bezpośrednio na 
rdzeniu wirnika maszyny (indeks a).

Stałe materiałowe nie są  funkcjami czasu i współrzędnych. Anizotropowa, przewodząca 
część wirnika może być wykonana na przykład ze stali krzemowej walcowanej na zimno. 
Zróżnicowanie reluktywności magnetycznych w kierunku równoległym i prostopadłym do 
kierunku walcowania na zimno dla stali krzemowej wynosi około: - 30% do -20% [2].

[vj =
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Promienie wodzące punktów warstwy przewodzącej zawierają się w przedziale (R-a,R), 
gdzie R jest promieniem zewnętrznym wirnika. W przypadku gdy a=R, wirnik przewodzący 
stanowi pełny, anizotropowy blok lity. Jeżeli grubość warstwy przewodzącej jest niewielka 
( a « R ) ,  to może ona być traktowana jako model uzwojenia wirnika maszyny asynchronicznej. 
Anizotropową szczelinę może stanowić gaz, ciecz, wewnątrz której znajdują się np. podłużne 
ferromagnetyczne opiłki układające się stycznie do powierzchni wirnika. Parametry 
środowiskowe jak i geometryczne rozważanej maszyny asynchronicznej nie zależą od 
współrzędnej kątowej (pozostają w kierunku stycznym do obwodu wirnika niezmienne). 
Uzwojenie stojana zasilane prądem wolnozmiennym o pulsacji coj (takiej iż można zaniedbać 
prądy przesunięcia oraz pochodną czasową pędu pola) wytwarza pole magnetyczne, 
zamykające się przez ferromagnetyczny stojan, wirnik, szczelinę i warstwę przewodzącą na 
wirniku, tworzącą obszar, w którym indukują się prądy wirnika.

Analiza momentów elektromagnetycznych powstających w rozważanej modelowej maszy­
nie indukcyjnej zostanie przeprowadzona trzykrotnie w wyróżnionych podpunktach i), ii), iii).

Maszyna asynchroniczna analizowana jest dwuwymiarowo w cylindrycznym układzie 
współrzędnych (r, a, z). Pomija się zjawiska czołowe; rozważa się część o długości l 
teoretycznie nieskończenie długiej maszyny. W układzie współrzędnych cylindrycznych 
składowa styczna gęstości sił warunkuje gęstość objętościową momentu sił zgodnie z 
zależnością:

rN0 = rA f0 +div(rA aa ). (la)

s to ja n

w ir n ik

warstwa

Rys. 1. Maszyna asynchroniczna o anizotropowej strukturze wewnętrznej 
F ig .l . Asynchronous machinę with anisotropic inner structure

i) Moment środowiskowy maszyny elektrycznej, spowodowany siłami działającymi na 
ośrodek materialny, jakim jest ferromagnetyczny wirnik maszyny, ma wartość równą całce 
objętościowej iloczynu promienia wodzącego od osi obrotu r i gęstości objętościowej 
składowej stycznej siły. Moment środowiskowy (permeancyjny) działający na rozpatrywany 
obszar wynosi zatem:

TcFe = J r 2N 0drdzda . (Ib)
V

Po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa i zależności (la) otrzymuje się:

T e,Fe =  JtA crard S +  JrA jzB rdV.
av v
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Druga z wypisanych całek odpowiada momentowi sił obliczanemu metodą prądów 
magnetyzacji. Rozważany obszar całkowania stanowi nieskończony walec o pobocznicy 
położonej w szczelinie maszyny. W przypadku dwuwymiarowej analizy maszyny całkowanie 
względem zmiennej z sprowadza się do mnożenia przez długość maszyny 1. Moment 
permeancyjny TeFe wynosi:

TeFe =  j r 2A aord ad z+  |A jzB rr 2drdzda . (lc)
ev v

W układzie współrzędnych cylindrycznych składowa Aaar różnicowego pseudotensora 
naprężeń wyraża się następująco przez składowe wektorów pola magnetycznego:

= - B rIa =  - Av,xB aB r>

gdzie:
Ia = Ava B a - składowa wektora magnetyzacji na brzegu ¿V,

A ° c  = - B r I a  = ~ A V a B r B a >

stąd:

T ,Fe =  -  J r 2B rIadocdz +  JrAjzB rdV . (Id)
3V  V

Obszar V, po którym realizuje się całkowanie, stanowi walec, którego oś pokrywa się z 
osią obrotu maszyny. Zawiera on w całości ferromagnetyczny rdzeń wirnika oraz warstwę 
przewodzącą. Pobocznica 3V walca V o promieniu re(R ,R+g) usytuowana jest w szczelinie 
maszyny obejmując w całości wirnik maszyny.

Gęstość sił działających na prądy magnetyzacji (Ava=v0-va, A v=v0-vr) wynosi:

Aj x B = rot{AvrB r + Av0B a } x B , 

zatem gęstość momentu od prądów magnetyzacji jest równa:

r x [Aj x B] = Aj(rB) -  B(A jr) =  rot{Av0B a +  AvrB r}rB r . (le )

Pierwszy składnik po prawej stronie (lf) - po pomnożeniu przez r - można przekształcić do 
następującej postaci:

rrot(IaAvaB J r B r = r 2 i i A r̂ v ? B “ > Bf =  iz + \  . (if)
r di di da

Przekształcając wyrażenie ( lf)  wykorzystano fakt bezźródłowości pola magnetycznego. 
Składnik opisany zależnością (lf), jeden z dwóch składników w zależności (le), da wkład do 
obliczanego momentu sił. Drugi składnik po prawej stronie (le) po scałkowaniu po objętości 
obszaru zanika zgodnie z (ld ), gdyż:

r' rot(TrAvrB r)rBr = - r 2 ^ ^ ? ^ B r = - l . - ^ rÂ B ? ) I  (lg )
r da 2 da

Zastępując całkę objętościową analizowanego wyrażenia (le) po obszarze V zawierającym 
w całości warstwę przewodzącą maszyny całką powierzchniową można zapisać (ld ) w nastę­
pującej postaci:

Te.Fe = jV2Acrard a d z +  J r 2IaB rdadz = 0 . (lh)



Część momentu sił ATcFe we wzorze (le) opisana matematycznie przez różnicowy 
pseudotensor energii pola elektromagnetycznego o wartości:

ATeFe =  J r 2A aaldadz (2)

nie jest uwzględniana przy posługiwaniu się metodą prądów magnetyzacji, co może 
prowadzić do błędnych rezultatów w przypadku, gdy środowisko otaczające rozważany 
obszar nie jest próżnią. Należy podkreślić tutaj, iż nie żądano zerowania się składowej 
stycznej wektora magnetyzacji, aby obliczyć wartość momentu sił.

Otrzymany rezultat należy w tym miejscu skomentować. Jeżeli różnica Ava=v0-va nie jest 
zerowa, to wektor magnetyzacji nie zanika na powierzchni brzegowej 3V+. Oznacza to, iż 
obie całki występujące w równości (lh) są  niezerowe. Gdyby we wzorze (la) nie 
występowało wyrażenie będące dywergencją różnicowego pseudotensora energii, to moment 
środowiskowy okazałby się niezerowy. Jednak moment sił środowiskowych jest w 
rozważanej maszynie asynchronicznej zerowy, gdyż składnik niejednorodnościowy zanika. 
Celem wyeliminowania występującej całki powierzchniowej i otrzymania poprawnego 
rezultatu zadaje się niezgodnie z rzeczywistością zerowy warunek na wektor magnetyzacji. 
Ściślej mówiąc należy zadać zerowy warunek na składową styczną wektora magnetyzacji 
przy obliczaniu momentu sił metodą prądów magnetyzacji.

Można stwierdzić iż:

Dla potrzeb obliczania sił bądź momentów sił metodąprądów magnetyzacji można stosować 
słuszne dla danej granicy środowisk warunki brzegowe 
przy wykorzystaniu zależności (la), w której pojawia się 

różnicowy pseudotensor energii pola elektromagnetycznego.

Wykorzystywanie przedstawionych w tabeli 1 zależności posiada następujące zalety: 
zachowana jest spójność właściwości i parametrów środowiska z warunkami 
brzegowymi,
metodyka jest zgodna z wynikami metody prądów magnetyzacji przy 
zadawaniu zerowego warunku na wektor magnetyzacji, 
przedstawione postępowanie uściśla metodę prądów magnetyzacji, 
wyrażenie na gęstość objętościową sił różnicowych zawierające dywergencję 
różnicowego pseudotensora energii pola elektromagnetycznego, prowadzi do 
obliczania odpowiednich całek powierzchniowych.

ii) Moment środowiskowy rozważanego przetwornika elektromechanicznego (nie 
zawierającej elementów wykazujących cechy histerezowe) opisany może być równoważnie 
poprzez składnik niejednorodnościowy. Ponieważ reluktywności magnetyczne obszaru nie 
zależą od kąta (współrzędnej kątowej), to zgodnie z zależnością

(3a)

(3b)
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iii) W celu sprawdzenia poprawności otrzymanych rezultatów, a tym samym w celu 
potwierdzenia celowości wprowadzenia różnicowego pseudotensora energii pola elektro­
magnetycznego do teorii przetworników elektromechanicznych wyznaczamy ponownie 
składową od prądów TeCu korzystając - tym razem - z wyrażenia na gęstość objętościową siły 
Lorentza. Pole magnetyczne spełnia pierwsze równanie Maxwella:

rot H =  j + D .

Pomijając prąd przesunięcia (ze względu na niską częstotliwość prądów indukowanych w 
wirniku) oraz uwzględniając występującą normalną anizotropię reluktywności magnetycznych 
w obszarze maszyny można zapisać gęstość siły Lorentza w postaci:

j  x B = rot{v0B -  AvrB r -  AvaB a ) x B , (4a)

gdzie z uwagi na dwuwymiarowy charakter analizowanych zjawisk: B 7 =  0. Równanie (4a) 
prowadzi do równości:

? x [rot{v B} x B] = r x ( j x B) + rot{Ava B a }rB r -  B(rot{AvaB a }r)
(4b)

+  rot{AvrB r}rB r -  B(rot{AvrB r}r).

Iloczyn wektorowy w nawiasie kwadratowym po lewej stronie (4b) jest to dywergencja 
tensora naprężeń Maxwella. Pierwszy składnik po prawej stronie (4b) jest to gęstość 
objętościowa momentu od prądów - momentu sił Lorentza. Trzeci oraz piąty składnik po 
prawej stronie (4b) zanika tożsamościowo. Czwarty składnik po prawej stronie po 
scałkowaniu po objętości obszaru zanika, gdyż (lg ):

-  , i 3(Av B ) 1 3(rAv B 2) -
r rot(irAvrB r)rBr =  - r  — V. . ' B r = - ! •  ■ <- -■ r ■ ■'> i, ,  (4c)

r da 2 da
a całka z tego wyrażenia po zmiennej niezależnej a  w obszarze kąta pełnego zanika. Z kolei, 
drugi składnik po prawej stronie (4b) daje się przedstawić w postaci (lf):

, r o l ( U v . B „ > B , , T , M A ) ł T , A i ^ ) ,  <4d)
dr da

gdzie jak poprzednio skorzystano z dwóch równości słusznych w całym obszarze maszyny:

- s irB  } 3B„ 3Av„
rd iv B  = —L—i i  + — Ł  =  0, - ^  =  0.

dr da da
Całka analizowanego wyrażenia (4d) po obszarze V zawierającym w całości warstwę

przewodzącąjest równa:

Jrot{A vaB a }rB rdV =  { r 2AvaB 01B rd z d a . (4e)
V  dV

Zatem moment sił Lorentza (4b) można wyrazić za pomocą następującej różnicy:

\ r  x ( j  x B)dV  =  J r  x [rot(v0B) x B]dV -  jrot{A vclB a }rB rdV ,
V  V  V

a stąd:

Tc.cu =  - J X  div|o|{ro a }d V -  Jrot{AvaB a }rB ,dV .



64 D. Spałek

W ykorzystując rów ność (4e) otrzym uje się :

T c , c  =  -  J i Œ d iv i„i { r^ Œ} d V -  J r 2A va B a B rd z d a  .
v av

Przekształcenie pierw szej z  całek w  pow yższej zależności na podstaw ie tw ierdzenia 
G au ssa  prow adzi do zależności:

Te,cu =  | R 2v 0B a B rd z d a -  j R 2A vaSB a B rd z d a  =  | r 2 v o6B a B rd z d a  =  Te , (4f)
av av av

potw ierdzającej w zór ( lh )  bądź (3b), gdyż:

Tc.F==Te - T c,Cu. (5)

W arto zw rócić  uw agę, iż  nieuw zględnienie w  m etodzie prądów  m agnetyzacji (punkt i)) 
udziału różn icow ego pseudotensora energii p o la  elektrom agnetycznego m oże prow adzić do 
n iezgodności b ilansu  m om entów , która w  odniesieniu do całkow itego m om entu m aszyny 
wynosi:

- A T e , F = v 0 -  v a5
— ~    ■ (6 )

T c ^

B łąd  ten w przypadku środ ow iska o reluktyw ności znacznie różniącej się  od 
reluktyw ności próżni (ferrom agnetyk) m oże przekraczać 100% . G dy ośrodek otaczający  
ruchom ą część  przetw ornika elektrom agnetycznego je s t  p różn ią (pow ietrzem ), błąd ten 
zanika.

3. DWUWYMIAROWA ANALIZA POLA ELEK TRO M A G N ETY CZN EG O  
W RO ZPA TRYW A N EJ M ASZYNIE E L E K T R Y C Z N E J

R ozw ażm y m aszynę o budow ie opisanej w  pkt.2 przy następujących założeniach:
- zan ik ają  pochodne cząstkow e w zględem  zm iennej z  (O Z je s t  o s ią  obrotu w irnika m aszyny):

=  (7)
oz

- prąd przesunięcia je s t  pom ijalny:

ÔD
sT  ’ (8a)

- rozkład przestrzenny przepływ u uzw ojeń sto jana je st  sinusoidalny:

0 S ( a )  =  0 S cos(27ifst-pa+Ys)=  0S R e{exp[i(27 ifst-p a+ y s) ] } ,  (8b)

co oznacza, iż uzw ojen ia sto jana w yw ołują w irujące, kołow e pole m agnetyczne,
- w ystępuje norm alna anizotropia w łasności m agnetycznych - różne s ą  reluktywności 

m agnetyczne w  kierunku radialnym  i stycznym :

v r - v a * 0 ,

dla szczeliny: v rS -  *  0 ,  d la  w arstw y przew odzącej: v ra -  v aa ^  0 .

Zgodnie z  rów naniem  M axw ella m ożn a zapisać:

ro t(H ) =  y Ë . (9a)
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W yrażając natężenie po la  m agnetycznego przez indukcję p o la  m agnetycznego w 
obszarze anizotropow ym  (szczelina, w arstw a przew odząca) otrzym uje się:

H  =  v a B a +  v rB r =  v 0B -  A v „ B a -  A v ,B r . (9b)

Rów nanie (9a) przy jm uje postać:

3A 
3t

przy nałożeniu w arunku potencjałów  o postaci:

v 0 rot B  =  - y  — - -  y grad V  +  Aj
Ol

div A  +  v 0‘yV =  0 ,

co prow adzi do rów nania ok reśla jącego  potencjał w ektorow y o postaci:

SA -
v 0A A =  y — +  A j,  (9c)

przy oznaczeniu:

Aj =  ro t(A va B a +  A v rB r ) . (9d)

R otację  w ektora m agn etyzacji m ożna przedstaw ić następująco:

ro t(I )  =  r o t(- H  +  v 0B ) =  r o t ( - v rB , -  v a B a +  v 0B ) =  ro t(A va B a +  A v rB r ) .  (9e)

W układzie w spółrzędnych  cylindrycznych, rzutując na kierunek osi O Z, otrzym uje się:

1 3 .  3A  1 3 2A  3A

r 3r 3r r 3 a  3t

Z  uw agi na za ło żon ą sym etrię m aszyny je d y n ą  zm ienną przestrzennie sk ład ow ą 
potencjału  w ektorow ego je s t  sk ładow a A z, ok reśla jąca  indukcję po la  m agnetycznego:

B  =  ! rB r + ! a B „ = i r i - ^ - i a ^ - .  (9g)
r d a dr

O znaczając przez A  w ielkość b ęd ącą  obrazem  składow ej A z potencjału  w ektorow ego 
po la  m agn etyczn ego  w  w ybranym  poniżej opisie  dziedziny czasow ej, za ś przez s operator 
odpow iadający  operacji ob liczan ia pochodnej cząstkow ej po czasie , d la  których  m ożna 
dokonać p rze jśc ia  do zap isu  form alnego:

5 A 2
— ^ - ^ s A ,
a

parę (A ,s) m o g ą  stanow ić:

A - p o te n c ja ł  zespolony oraz"ico",

1 A z (s l )  -  transform ata L ap la c e 'a  o ra z "sL ",

A z - fu n k c ja  w y k ład n icza  oraz s =  - 1 / t ,

( A ,s )  =

gdzie:
co - p u lsac ja  przebiegu  sinusoidaln ie zm iennego w czasie  (i - jed n o stk a  urojona), 
sL - operator L ap la c e ’a,
A 2(s l ) - obraz w  transform acji L ap la c e ’ a funkcji o zerowej w artości początkow ej:

A 2(0 + )= 0 ,
t - sta ła  czaso w a ( r  >  0 d la  przebiegów  w ykładniczych  zan ikających  w  czasie).
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Zależności obrazu A potencjału Az od czasu t przy analizie zespolonych wielkości nie 
wypisuje się jawnie w równaniach. Rozważając stan pracy maszyny przy sinusoidalnie 
zmiennych w czasie przebiegach prądów oraz ustalonej prędkości obrotowej wirnika maszyny
s=ico.

W obszarze warstwy przewodzącej (9f) przedstawia równanie Helmholtza:

1 3 3A 1 3 2A
~ ' ^ : (v ° r ^ r ) + v ' ~ ‘i - T =;SYA- (9h)r dr dr r da

W obszarze szczeliny (y=0) równanie (9f) przechodzi w równanie Laplace’a:

3 .  3A 1 32A
T - K 5r — ) +  v [5- — = 0 . (9k)
3r 3r r da

Równanie Helmholtza (9h) ma jednoznaczne rozwiązanie (sy = iy co *0 )  przy zadaniu 
warunku brzegowego pierwszego, drugiego lub trzeciego rodzaju na brzegu rozpatrywanego 
obszaru. Natomiast równanie Laplace’a (9k) ma jednoznaczne rozwiązanie przy zadaniu 
warunku brzegowego pierwszego lub trzeciego rodzaju (nie redukującego się do warunku 
brzegowego drugiego rodzaju, wtedy - o ile nie narzucono innych warunków - potencjał 
wektorowy opisuje rodzina rozwiązań różniących się o stałą). Jeżeli poszukując rozwiązania 
w postaci iloczynu funkcji zmiennej R(r) oraz funkcji S(oc) uzyska się rozwiązanie równania 
(9 h) lub (9 k), spełniające odpowiednie warunki brzegowe, to jest to jedyne rozwiązanie. 
Poszukiwane są  rozwiązania postaci [8,20]:

A(r,ot) =  R(r)S(a) =  RS.

Po separacji zmiennych na podstawie (9h) uzyskuje się w obszarze warstwy 
przewodzącej:

r d ( r dR ) Syt2 Vra p 2

R dr dr v„„ v aa > (10ab)
1 d2S
S d a

=  P2

gdzie po prawych stronach obu równań użyto dla oznaczenia wartości stałej niezależnej od 
zmiennych a  oraz r kwadratu liczby par biegunów maszyny p w celu rozkładu przestrzen­
nego, odpowiadającego fizycznemu p-par biegunowemu przestrzennemu rozkładowi pola 
magnetycznego maszyny.

Równanie różniczkowe (lOa) przy p *  0 przedstawia równanie różniczkowe Bessela:

^  + - ~ - ( P 2 + ^
dr r dr

- + - ( P 2 +  ^ - ) R  = 0 , (1 la)
a r  J

gdzie:
P b  - wskaźnik równania Bessela a zarazem rząd funkcji walcowych:

pB =  p p - ,  ( llb )
V V oa

różny - w przypadku wystąpienia anizotropii własności magnetycznych ( v ra -  vaa =¿0 ) - od 
liczby par biegunów p, charakteryzującej rozwiązanie równania Laplace’a,

P - parametr zmodyfikowanego równania Bessela: P =  yjsy /  v ail .



Różnicowy pseudotensor energii. 67

Rozwiązanie (1 lb) wyraża się poprzez zmodyfikowane funkcje Bessela [4,8,20]:

R(r) = a I pB(Pr) + b K pB(pr), ( l ic )

rzędu pB o wartościach rzeczywistych dla argumentu rzeczywistego. Jeżeli pB jest liczbą 
niecałkowitą to zamiast funkcji ) dla uzyskania rozwiązania ogólnego można

wykorzystać funkcję I.pB( ). Stałe a,b są  stałymi zespolonymi.
Równanie harmoniczne (lOb) ma rozwiązanie ogólne:

a z uwagi na wywołane poprzez uzwojenia stojana wirujące, kołowe pole magnetyczne tylko 
jedna ze składowych nie zanika, np. S + =  0 , stąd:

W obszarze warstwy przewodzącej przy prędkości obrotowej różnej od prędkości 
wirującego pola magnetycznego stojana składowe indukcji pola magnetycznego wynoszą:

W obszarze szczeliny po separacji zmiennych składowe indukcji pola magnetycznego 
(indeks ó odnosi się do stałych opisujących rozwiązania w obszarze szczeliny) wyrażają się 
zależnościami:

Rozkład pola magnetycznego w rozważanej maszynie modelowej wymuszają wirujące, 
kołowe przepływy stojana i wirnika. Z uwagi na założoną liniowość obwodu elektromagne­
tycznego maszyny w dalszych rozważaniach zastosowano zasadę superpozycji.

Pole magnetyczne pochodzi od wymuszonych prądów w uzwojeniach stojana oraz 
w  wirniku. Pola magnetyczne od prądów stojana i wirnika są  przesunięte przestrzennie 
w  ogólności o kąt elektryczny k. Wyznaczenie stałych występujących w rozwiązaniach 
równań pola pozwoli na wyznaczenie momentu elektromagnetycznego rozpatrywanej 
maszyny asynchronicznej. Pole od przepływu uzwojeń stojana (amplituda przepływu wynosi 
0  5) opisują warunki brzegowe na granicach odpowiednich środowisk:

S (a )  =  S .  exp(-ipa +  icp) +  S + exp(ipa -  itp), ( lid )

S(ot) =  S_ exp(-ipa +  icp). ( I l e )

r 3 , dR. v
R 3r d r  v a6

1 d 2S , 
P ■

(13a,b)

gdzie:

B 8 r  = ^ { a 8rP5 + b 8r Ps}exp(-ipa +icp5 — i-j), 

b 5c =  ~P5 {a 5rP5_‘ — b§r~P5 ~*}exp(—ipcc +  icpg),
(14a,b)
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•  idealny ferromagnetyk - łuska prądowa (uzwojenie stojana) - szczelina (r =  R +g):

v o   ________ 9 0 > )
“ 6 80 R + g 3 a  ’

czyli po uwzględnieniu (14a,b)

a 8(R + g ) Pl_1 - b 5(R + g )_Ps_l =  p 0 s{(R  +  g)psv aS} ' \  (15a)

oraz <p5 =  Ys- zc/ 2  (15b)

(łuska prądowa przylega do powierzchni wewnętrznej idealnego ferromagnetycznego 
stojana maszyny),

•  szczelina - warstwa przewodząca (r = R):

= ®ir >

czyli a sR p+ b sR -p = a ap ipB(PR) + baP K pB(pR) (15c)

v SB , =  v B ,a5 8a aa aa >

czyli v a6P s{a 6R p‘ -, - b 6R -p‘ -'} =  v aaP{aa i ; B(pR) + ba K ;B(p R )}, (15d)

oraz cpa =  <ps (15e)

•  warstwa przewodząca - idealny ferromagnetyk (r = R - a>0):

V o a B aa = 0 .

czyli a a IpB(P (R -a ))  + ba K pB(P (R -a ))  = 0 . (15f)

Na podstawie równań (15) określa się stałe występujące w zależnościach (12a,b) oraz 
(14a,b). Stałe te wynoszą odpowiednio:

a a = - ^ - { U ( R  + g )p‘ -  W(R + g)-p‘ }- ', (16a)
Psv c,s

u „ o  o rpB(P (R -a ))b ——a o , S —------------------, (16b)
K'pB( P ( R - a ) ) ’ ;

a 8 = a aU , b5 = a aW. (16c,d)

W przedstawionych zależnościach zastosowano następujące oznaczenia:

U =  i  (R ”Pi+1P + R ‘ P‘ Q ) , W = i ( - R p‘ ł ,P +  R PsQ ),

3 vP = {I-B (pR) _ s k ; b (P R )}, Q = IpB (PR) -  s K pB (P R ).
Pfi V a5
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W celu uproszczenia zapisu rozwiązań pola, pochodzących od prądów stojana, oznacza
się:

D(r) = a 5r Ps Z 0 r)  =  a a IpB(Pr) +  b a K pB(p r) ,

przy czym stałe a oraz b z indeksem 5 dotyczą rozwiązań w obszarze szczeliny powietrznej, 
z indeksem a odnoszą się do warstwy anizotropowej.

Pole magnetyczne może być dodatkowo wywoływane przez wymuszony przepływ w 
wirniku maszyny (maszyna dwustronnie zasilana). Amplituda przepływu wymuszonego 
zostanie oznaczona jako A 0r, zaś kąt przesunięcia tego wymuszonego - przepływu względem 
przepływu prądów indukowanych poprzez k . Wartość wymuszonego przepływu i warunki 
brzegowe dla granic odpowiednich środowisk prowadzą kolejno do zależności:

•  Przepływ doprowadzony do wirnika pod jednym biegunem maszyny:

2p R

A0r exp{i(cost + cpa - K )}  = -sy J jZr(pr)exp{i(cost - p a  + (pra)}rdrda =>
 R -a

2p

Aer =|Aer| = - ^ { C aaar+Cbbar}, (pra=<pa -K ,
P

R R

gdzie: C a = JlpB (pr)rdr, C b =  { K pB(pr)rdr. (17a)

•  Granica szczelina - warstwa przewodząca (r =  R): 

czyli

B Sr= B a

a 5rR p5 + b SrR -p8 = a arIpB(pR) +  barK pB(PR ), (17b)

v a6B 6a = v aaB aa czyli 

v o6P5 {a 8rR p8-' - b 5rR -p5-1} =  v aap{aarrpB(pR) + barK'pB(PR)} (17c)

oraz cp5 =  cpa. (17d)

•  Granica warstwa przewodząca - idealny ferromagnetyk (r =  R - a>0): 

vaaBao =0,

czyli a arI'pB(p (R - a ) )  +  barK ;B(P (R -a ))  = 0 . (17e)

Stałe występujące w rozwiązaniach równań Laplace’a i Helmholtza, pochodzących od 
wymuszonego prądu w wirniku, są  dodatkowo opatrzone literą r. Równania (17a,b,c,d,e) 
określają wartości stałych występujące w zależnościach (12a,b) oraz (14a,b). Stałe te 
wynoszą odpowiednio:
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a Sr= - 2 _ { W l  +  W 2}, b 5r = ^ { W l - W 2 } ,  (18b)
2R 6 2

gdzie:

W1 =  a „  IpB(PR) + b al K pB(PR ), W2 =  I'pB(pR) + b „ K'pB(P R )}.
P6Va6

W celu uproszczenia zapisu rozwiązań (12a,b) oraz (14a,b) pochodzących od prądów 
wirnika oznacza się:

D r(r) =  a 5rr Pi +  b 6rr~Pi, Z r (pr) =  a ar IpB(Pr) + b „ K pB(P r). (19)

Dodatkowe oznaczenie bądź indeks dolny r odnoszą się do rozwiązań pola wywołanych 
przez wymuszone prądy wirnika.

Dla uzwojonej maszyny asynchronicznej dwustronnie zasilanej uzwojenie wirnika może 
być modelowane poprzez warstwę przewodzącą wirnika o niewielkiej grubości w porównaniu z 
promieniem zewnętrznym wirnika a « R .

Jeżeli a =  R, to warstwa anizotropowa rozciąga się od osi obrotu wirnika r =  0 do 
zewnętrznej powierzchni wirnika o promieniu r =  R tworząc pełny blok lity. Wtedy należy 
przyjąć, iż stałe ba, S, Cb są  zerowe ze względu na ograniczoność wektorowego potencjału 
pola magnetycznego.

W przypadku maszyny jednostronnie zasilanej A0r=O (zasilanie stojana) bądź 0S=O 
(przypadek zasilania od strony wirnika).

Znajomość stałych występujących w równaniach (12a,b) i (14a,b) pozwala na określenie 
momentu całkowitego, permeancyjnego i od prądów maszyny. Moment całkowity maszyny 
wynosi:

Tc =  j r2va6B , B a d z d a - (20)
ev

Przy analizie zespolonej pola magnetycznego można wyrazić wartości chwilowe poprzez 
odpowiednie wartości zespolone:

B rB a = R e {B r}R e {B a } =  i R e { B rB 0} + i R e { B rB „ } .

Iloczyn wielkości zespolonych pod pierwszym symbolem wartości rzeczywistej zawiera 
wyrażenie exp(2 icost -  2 ipcc + const), które po scałkowaniu po pełnym kącie a e ( 0 ,2 tu) daje 
wartość zerową. Składowa ta bywa nazywana składową pulsacji 2co, [aM.2], a jej wartość 
średnia jest zerowa. Drugie wyrażenie nie zależy od kąta a  i od czasu. Wartość całki (20) 
iloczynu wartości chwilowych nie zależy od czasu. Po podstawieniu do powyższej zależności 
sumy rozwiązań odpowiednich składowych pola magnetycznego ( 1 2 a,b) oraz (14a,b) uzyskuje 
się:

= - v a6CrpIm[DD' + D rD; + D D ;e iK + D rD'e-i,t]. (21)

Nadkreślenie oznacza tu wartość sprzężoną prim oznacza pochodną względem 
promienia, a C=7tpl. Moment całkowity nie zależy od promienia re(R ,R+g) wybranej 
powierzchni cylindrycznej umieszczonej w szczelinie maszyny, po której oblicza się całkę 
powierzchniową z tensora naprężeń.
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Analogicznie wyznacza się moment od prądów:

TeCu = —ysiC  |Re{|Z((3r) | 2 + |Z r(Pr) | 2 +  2Z(Pr)Ź,(pr) e iK }rdr . (22)
R-a

Wartości momentów maszyny opisane zależnościami (21), (22) i moment (środowisko­
wy) spełniają równość:

T e= T e,Cu+Te,Fe'

Równość ta została również potwierdzona przykładami obliczeń zamieszczonych na 
rysunkach rys.2-5 dla różnych parametrów geometrycznych i środowiskowych maszyny 
asynchronicznej. Na rysunkach przedstawiono przykłady obliczeń momentów maszyny 
z anizotropową magnetycznie szczeliną oraz przewodzącą warstwą umieszczoną na wirniku 
maszyny. Zaprezentowano również obliczenia mocy i sprawdzono dokładność rozwiązania 
równań różniczkowych, opisujących potencjał magnetyczny. Obliczenia zrealizowano przy 
wykorzystaniu programu „Mathcad” . Wartości wielkości podano konsekwentnie w jednost­
kach układu SI. Celem dodatkowego potwierdzenia poprawności analiz:

- potwierdzono spełnienie warunków brzegowych dla rozwiązań potencjału pola 
magnetycznego wymuszonego przez prądy stojana i wirnika:

v a5dD(R +  g) v a5psd D (R ) ....
5 /» <n/Anv 5

e c P P 5 (R  + g) vapdZ(pR)

^ ^  =  1, d Z (P (R -a)) = 0 ,
D(R)

- sprawdzono zupełność rozkładu całkowitego momentu elektromagnetycznego
maszyny:

Tę,Cu +  Tę.Fe _  .

Te "  ’
- obliczono moc strat cieplnych w wirniku maszyny dwukrotnie: 

całkując po objętości gęstość objętościową mocy strat Joula - Qe,

Q e = 7ry|sj2l J[|Z(pr) | 2 +  |Zr(Pr) | 2 +  2Re{Z(Pr)Zr(P r)e iK}]rdr,
R-a

całkując po odpowiedniej powierzchni wektor Poyntinga - Se:
S„ =  is7tlrp6v aS Im{DdD + D r dD^ +  DdD^ eiK + D, dD e~'K} , 

sprawdzono: Se=  Qe,
(pochodna energii magnetycznej po czasie oraz moc mechaniczna widziana przez 
obserwatora związanego z wirnikiem wynosi zero),

- dokonano oceny dokładności uzyskiwanych rozwiązań równania Helmholtza oraz 
Laplace’a:

LZ =  ^  (P d Z(Pr)} + -  • 1  {Z (P r)}, RZ =  {p 2 + Hf-}Z(Pr),

- W
dr dr r dr r

obliczając ilorazy lewej i prawej strony równań:

LZ/RZ=1, LD/RD=1.
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M aszyna indukcyjna z izotropową, przewodzącą warstwą wirnika 

Funkcje Bessela pB-tego rzędu i ich pochodne

Stałe wynikające z warunków brzegowych rozwiązań równania Laplace’a i Helmholtza:

Momenty maszyny:
Moment globalny:

Moment od prądów:

Moment permeancyjny:
Udziały procentowe momentów:

Biłans mocy - wektor Poyntinga, moc cieplna 

Sprawdzenie poprawności rozwiązań dla rów. Helmholtza i Laplace’a:

Rys.2. Obliczenie momentów dla przykładowej izotropowej maszyny indukcyjnej
Fig.2. The calculation for torques o f exemplary isotropic induction machine
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M aszyna indukcyjna z anizotropową i przewodzącą warstwą wirnika
_ vo

1 R 025 a , °  2 15 va  2.5 y 10 to6 " 0001

s-eoy | =5.56310 p5 =p pB -p- — p : js----
va "J va

pB =2.582 |p| = 14.050 p R  = 2.484 +2.484i

Funkcje Besseia pB-tego rzędu (pB - liczba niecałkowita) i ich pochodne
70

I(pB,z) - i  -PB- V
(• 1) (0.5iz) pB 2-k

k = 0 r(k+- i ) - r (p B  + k+-1)

70
dI(pB,z) - i  ^

k = 0

( 1 ) -(0.5-pB i k)-(0.5tz): 
T (k+ O-ripBy-k^- 1)

pB +  2-k- 1

S ta łe  wynikające z warunków brzegowych rozwiązań równania Laplace’a i Helmholtza:
s  r d l(p B ,P (R - a ) )  p = ^ l . (dI(pB p.R )_ S-dI(-pB,p-R)) Q = I(p B ,p -R )-S I(-p B ,p  R)

dl( pB ,p-(R - a)) vop5

U = 1 - ( r ‘ p6 + , 'P 4- R  ^ - q )  w  = —•(-RpS+ ''P -t-  Rp5'Q )

a ° Sp  ( R ' S) i U ( R  1 g )p6 ’ W-(R7 g) PS ' 1 ' D(x) -a&x?6^ b & x p
vop5

Z(x) aa-l(pB,x) + ba I( pB,x) dD(x) = a&x?6- 1 -  b&x p8- 1 dZ(x) aadI(pB,x) ^ba-dl( pB,x)

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów. różniczkowych: 
vo dD(R r g ) = t vo pS-dD(R) _ ( Z(p-R) = }

0 s p p 5 ' ( R ^ g )  1 vapdZ (P-R ) D(R) : d Z ( p  ( R -  a ) ) I =  1.355M O

Momenty maszyny:
Moment całkowity:

Moment od prądów: TeCu =- C-s-i y-

Te voCrp6Tm^D(r)dD(r) 
rR

JR -  a
Moment permeancyjny: TeFe:

[ ( |Z ( p T ) |  ) 2 i- r d

Te 0.394 

TeCu 0.394

TeCu
100=100 %

Udziały procentowe momentów:

-T e F e 100 = 0 % TeCu -  TeFe
Te

100=100 %
Te Te Te

Sprawdzenie poprawności rozwiązań w środku obszarów d la  rów. Helmholtza i Laplace’a:

r R LZ
2

~~(P'dZ(P-r)) i l- d (Z(p r))
d r  r d r

RZ = p2 +. pi- |-Z (P  r) LZ _
RZ

1 .00000

r ~R+^ -  LD - 
2 drldr

d , d D (r)M A D (r)
r dr

RD =— D(r) LD 
i2 RD

1 .00000

Rys.3. Obliczenie momentów dla przykładowej anizotropowej maszyny indukcyjnej
Fig.3. The calculation for torques o f exemplary anisotropic induction machine
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M aszyna indukcyjna z anizotropową szczeliną i przewodzącą warstwą wirnika
c vovr° . = —  „ vo vo vo

= 1 R 0.20 =0.10 P = 1  11 va8 : = vr:= —  a = _

r = 35-106 =0-001 =2 n-2.0i Os =350 p5 =p p = js. JL
y va

p| =40.720 P R = 5.759+5.759i pB p- pB = 1.000 |s-eo-y ‘ | = 3.179 10 18
y va

Stałe wynikające z warunków brzegowych rozwiązań równania Laplace’a i Helmholtza:

s dl(pB,P (R  a)) p = J ' “  P . ( d I ( p B  p .R )  _ S.dK (pB,p.R)) Q I(pB ,pR ) S-K(pB,pR) 
dK(pB,P ( R - a ) )  va8-p8

u  = I . ( r ' p6+ '.P + R ^ .q ) W i ' (  RP^'-P-t-R^-Q)

aa w .( R + g ) -pS-l] ba aa- b8 - aa-W a5 - aa-
vaô-pô

D(x) - a 8 / T b5-x'p Z(x) = aa-I(pB,x) -  ba-K(pB,x) dD(x) = a&xP6“ 1 -  bô-x p8- 
dZ(x) =aadI(pB,x) + badK(pB,x)

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów. różniczkowych:
_ v a1 dD ( R , g) =1 y tóp & d D (R )=1 Z (^R ) _ ,  |dz(p .(R „ a ) ) | = g4 >  1Q-22

6s'p-pS - (R t-g ) '1 v a p d Z (p R ) D(R)

Momenty maszyny:

M om ent całkow ity: Te = va6 Or-p8-lm(D(r)-dD(r)) Te =0.137

r R  r  i
Moment od prądów: TeCu = C s-i y- [( |Z(P-r)| )2 ¡ rd TeCu =0.137

JR  a
Moment permeancyjny: TeFe -

Udziały procentowe momentów:

* * “ ■100 = 100 % I i£ - 1 0 0  = 0 % TeCu H-TeFe 100=100 %
Te Te Te

vo vad
— ----— 100 = 23.077 %

Bilans mocy - wektor Poyntinga, moc cieplna:
■R

! ( |Z(P-r)| )2]-rd Qe =  1.716
R -  a

Qe = 7r-( | s! )2-ly

Se =7tls-i rva5.pS-Im(D(r)dD(r)) Se = 1.716 —  = 1.000
Se

Rys.4. Obliczenie momentów dla przykładowej maszyny indukcyjnej z anizotropowa szczeliną
Fig.4. The calculation for torques of exemplary induction machine with anisotropic gap
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M aszyna indukcyjna z anizotropową szczeliną i przewodzącą warstwą wirnika
s v0v ri)  _ _ _ _  V 0 v o  _ v o

= 1 R =0.20 = 0.10 p 1 11 va8 r - —

I
y = 35-106 =0.001 ” 2n-2.0i 0s =350 p8 p P = |s--Y- |p' =43.982

^ va

P R = 6.220+6.220i pB =p- — pB = 1.323 |s so y ' | = 3.1791(T18 
v a

Stale wynikające z warunków brzegowych rozwiązań równania Laplace’a i Helmholtza:

s  .  d I(p B ,P (R - a ))  p = J5 L L .(d I (p B ,p .R )- S ^ i- p B .p - R ))  Q =I(pB ,p-R ) S I( pB.p-R) 
dl( PB ,p (R  - a)) v<x8-p8

U = I  (R p8+l P ł-R  p6Q) W ■.=i-(-Rpi't‘ '-P4-Rpi-Q)

aa .  0s p ( R r  g) 1 I y  (R ^ g)P8- i _ w .( R t  g)-P»~ ba aa. b8 -aa-W a6=aa- 
va8-p8

D(x) = aS-xP8-t-b&xp Z(x) =aa l(pB,x) -t- ba I(-pB,x) dD(x) = 1 - b&x"p8~ 1
dZ(x) = aa dl( pB, x) +■ ba dl( - pB, x)

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów. różniczkowych:

vct&dD(R g) v tó p P d D (R )= l  Z ę l R ) = 1  jdz(p .(R _ a)) = 0

6s p p8 ‘ (R  i g ) ’ 1 va-p.dZ(p-R) D(R)

Momenty maszyny

M om ent całkow ity: Te = va8 C rp5Im (D (r)dD (r)) Te = 0.146
rR

Moment od prądów: TeCu C s i y [( IZ(ß r)I )2]-rd TeCu =0.146
R - a

Moment permeancyjny: TeFe =

Udziały procentowe momentów:

^ ^ • 1 0 0  =  100 % 1 ^ 1 0 0  =  0 % T c C u t T e F e 100=100 % 
Te Te Te

— - VCt5-100 = 23.077 % 
vo

Bilans mocy - wektor Poyntinga, moc cieplna
"R

L( Z(P-r)| ) j-rd Qe = 1.837
R - a

Qe a.(|s! )2 l y

Se = 7f 1-s-i r vaS-p8-Im(D(r) dD(r)) Se = 1.837 —  = 1.000
Se

Rys.5. Obliczenie momentów dla przykładowej maszyny indukcyjnej z anizotropową szczeliną
Fig.5. The calculation for torques of exemplary induction machine with anisotropic gap



76 D. Spałek

4. PODSUM OW ANIE

1. Przeprowadzone rozważania oraz dodatkowo przykłady obliczeniowe pozwalają 
na modyfikację metody prądów magnetyzacji poprzez wprowadzenie różnicowego 
pseudotensora energii pola elektromagnetycznego. Przeprowadzenie obliczeń analitycznie, 
choć pozornie nieprzejrzyste, umożliwia uwolnienie się od błędów analiz numerycznych dając 
potwierdzenie wniosków. Uzyskanie rozwiązań analitycznych -  choć dla wyidealizowanej 
geometrii maszyny -  pozwala na analizę jakościową wpływu anizotropii wirnika na wartość 
momentu elektromagnetycznego.

2. Zdefiniowany różnicowy tensor energii pola elektromagnetycznego Acruv pozwala na 
uzupełnienie wyrażenia opisującego gęstość sił wyrażającej się poprzez prądy magnetyzacji 
postaci do gęstości sił środowiskowych o wartości (tabela 1.). Różnicowy tensor
posiada zatem fizykalną interpretację, która umożliwia wprowadzenie go do teorii pola 
elektromagnetycznego oraz teorii przetworników elektromechanicznych.
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Abstract

In this paper the problem of electromagnetic torque calculation has been considered. The 
magnetisation currents method has been generalised. A definition o f so-called residual energy 
pseudotensor has been proposed. The residual energy quasitensor o f electromagnetic field 
vanishes only for the vacuum. This tensor describes the difference between the 
electromagnetic torque and its approximation given by the method o f equivalent 
magnetisation currents. This difference does not appear if  the residual energy quasitensor is 
taken into account. The residual energy tensor enables to generalise the method o f equivalent 
magnetisation currents if  the outer region differs from the vacuum. As an example the 
electromagnetic torque has been analytically evaluated for induction motors with solid rotor 
and anisotropic gap.


