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ROZNICOWY PSEUDOTENSOR ENERGII POLA
ELEKTROMAGNETYCZNEGO A METODA PRADOW
MAGNETYZACII

Streszczenie. W artykule przedstawiono modyfikacje metody pradéw magnetyzacji
wykorzystywanej do obliczania sil bgdz moment6éw sil w polu magnetycznym. Wykorzystanie
réznicowego pseudotensora pola elektromagnetycznego pozwala na uscilenie obliczen
prowadzonych ta metodg w przypadku,gdy srodowisko otaczajace obszar dziatania sit nie jest
préznia. Rozwazania poparto przyktadami obliczerh momentéw sil dla maszyny indukcyjnej o
litym i anizotropowym wirniku.

DIFFERENTIAL QUASITENSOR OF ELECTROMAGNETIC FIELD
ENERGY AND THE METHOD OF MAGNETIZATION CURRENTS

Summary. The paper deals with the problem of electromagnetic torque calculation by
means of the equivalent magnetisation currents. The residual energy quasitensor of
electromagnetic field enables to generalise the method of equivalent magnetisation currents if
the outer region differs from the vacuum. The electromagnetic torques of induction motors with
solid rotor have been calculated and given in the paper as examples of the above considerations.

1L WPROWADZENIE

Obliczenia sil bagdZz momentéw powstajagcych w przetworniku elektromechanicznym sg
potrzebne juz w trakcie projektowania uktadu elektromechanicznego. W szczeg6lnosci chodzi
o doktadne okreslanie wptywu, jaki wywarly cechy geometryczno-srodowiskowe (konstruk-
cyjne) przetwornika oraz pragdy w nim wystepujace na wartos¢ wytworzonej sity badz momentu
ponderomotorycznego przetwornika elektromechanicznego.

Teoretyczne aspekty tych zagadnien sa szczegdtowo rozwazane w pracach [1,5,10 17,20].
Podstawowe relacje okreslajgce gestos¢ dziatajacych sil powstajgcych przy udziale pola
elektromagnetycznego przedstawia sie w notacji wektorowej i tensorowej [9,11,12,13,15,
16,17,19]. Wykorzystywane zalezno$ci opisujace gestos¢ dziatajgcych sit w polu magne-
tycznym - w tradycyjnej notacji wektorowej - zestawiono w tabeli 1. Zaleznos$ci te stanowig
zapis wektorowy réwnan tensorowych [17,19], ROdwnania te stosuje sie w krzywoliniowym,
ortogonalnym uktadzie wspdtrzednych. Pojawiajace sie w zaleznosciach wielkosci indekso-
wane dwoma indeksami mozna okres$la¢ mianem pseudotensoréw, gdyz sg one definiowane w
jednym uktadzie krzywoliniowym i nie okresla sie ich wiasciwosci transformacyjnych [3,5,6].
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Tabela 1
Zestawienie zaleznos$ci opisujacych gestos¢ sit w polu magnetycznym
SILA ROWNANIA PODSTAWOWE PSEUDOTENSOR
catkowita f=fL+N = -iudiv|ulCTu) + k - - HBW5W(HB) -

tensor Maxwella
k=4 BuB"--"-grad(LiiLJ

Lorentza fL=jxB
$rodowiskowa N = |B Bwgrad(vu Aaun= -1, BWH8W (BI) -
N = Af + iudiV|y(As U)- Ak réznicowy pseudotensor
. pola elektromagnetycznego
Af=jxB

Ak=1B“B“(W ~V°-grad(L|uL )
HM

W tabeli 1 zastosowano nastepujgce oznaczenia:

u,v,w - wskazniki oznaczajgce wspo6trzedne przestrzenne (w uktadzie wspotrzednych
walcowych r, a, z); do wskaznikéw tych stosuje sie konwencje sumacyjna [3],

vuw- reluktywnosci srodowiska anizotropowego,

L,, Lv, Lw - wsp6tczynniki Lamego [3,6,9]; wynoszg one w ukfadzie wspétrzednych

kartezjanskich (x,y,z): LELVELW1L; cylindrycznych (r,a,z): L= Lel, LwLa-r,
LWL=1.

H,B, | -natezenie, indukcja oraz wektor magnetyzacji pola magnetycznego,

j,Aj - gestosci pradéw wymuszonego oraz magnetyzacji [5],

auv Aaunv- skladowe tensora Maxwella i réznicowego (podane w tabeli 1.),

S,w- delta Kroneckera,

k, Ak - wektory uzupetniajgce operator dywergencji divu(*) = L 1div{L|U &(*)} w
krzywoliniowych uktadach wspétrzednych (oba wektory zanikajg w

prostokatnym uktadzie wspétrzednych; zanikajg rowniez ich skfadowe a i z w
walcowym uktadzie wspétrzednych).

Gestos¢ sit oznaczong poprzez N stanowi sktadnik sit srodowiskowych ujawniajgcych
sie na skutek strukturalnej niejednorodnosci $rodowiska. Jezeli gradient reluktywnosci
magnetycznej jest niezerowy w pewnym kierunku, to w Kkierunku tym dziatajg sity
srodowiskowe [15,21]. Gestos¢ sit srodowiskowych mozna réwnowaznie opisa¢ poprzez
wyrazenie  zawierajgce  dywergencje  roznicowego  pseudotensora  energii  pola

elektromagnetycznego  iudiV|y(Acru)-A k oraz skladnik pochodzacy od pradow

magnetyzacji Af = Aj x B . W szerokiej klasie przetwornikéw elektromechanicznych, ktérych
cze$¢ ruchoma znajduje sie w prézni (powietrzu), wptyw sktadnika opisanego réznicowym
tensorem jest zerowy. Rdznicowy pseudotensor energii pola elektromagnetycznego zanika
bowiem w prézni (vr= 1.0), a z bardzo dobrym przyblizeniem w powietrzu (vr= 0.99999964).
Rozwazajgc konkretny przyktad przetwornika elektromechanicznego mozna wskazac site
badz moment elektromagnetyczny, ktéry wyraza sie przez réznicowy pseudotensor energii.
Przyktadowo, dla maszyny asynchronicznej o cylindrycznym, przewodzacym wirniku mozna
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analitycznie okresli¢ warto$¢ momentu wyrazonego przez réznicowy pseudotensor energii pola
elektromagnetycznego. Ponadto réznicowy pseudotensor energii pozwala na otrzymanie
metoda praddw magnetyzacji poprawnych rezultatdbw przy stosowaniu warunku brzegowego
dla wektora magnetyzacji wynikajagcego z wiasciwosci srodowisk po obu stronach rozwazanej
granicy obszar6w. Za$ okre$lenie momentu sit metodg pradéw magnetyzacji wymaga
zadawania zerowego warunku brzegowego na sktadowg styczng do granicy $rodowisk wektora
magnetyzacji, mimo iz o$rodek nie jest préznig (powietrzem). Zerowy warunek brzegowy w
odniesieniu do wektora magnetyzacji jest stosowany - mimo iz- odnosi sie on do $rodowiska,
ktére nie jest koniecznie préznig. Oba sposoby okre$lania momentu sit prowadzg do
jednakowych rezultatbw. Proponowana metodyka pozwala wusunaé niesp6jnos¢ w
formutowaniu warunkéw brzegowych poprzez stosowanie fizykalnie stusznych warunkéw
brzegowych przy jednoczesnym wykorzystaniu przedstawionych zaleznosci, w ktorych pojawia
sie zdefiniowany réznicowy pseudotensor energii pola elektromagnetycznego (tabela 1 ).
Rozwazony zostanie przetwornik elektromechaniczny, zawierajacy czesci konstrukcyjne
ferromagnetyczne, w ogdlnosci anizotropowe. Wspotczynniki $rodowiskowe podobszaréw
analizowanego przetwornika elektromagnetycznego nie sg réwnowazne pod wzgledem
wiasciwosci magnetycznych prézni. Moment elektromagnetyczny dla przyktadowej maszyny
obliczony zostanie analitycznie. Jest to w rozwazanym przypadku mozliwe i pozwala tym
samym unikna¢ bledéw, jakie moga pojawi¢ sie przy analizie numerycznej oraz podczas
przeprowadzania eksperymentéow. Warto$¢ momentu $rodowiskowego zostanie okreslona
proponowang zmodyfikowana metodg pradow  magnetyzacji  poprzez  skiadnik
niejednorodnosciowy i na podstawie bilansu momentéw elektromagnetycznych.

2. MOMENT SRODOW ISKOW Y

Rozwazmy maszyne asynchroniczng o przekroju poprzecznym pokazanym narys.l.
Stojan maszyny jest uzwojony, jego uzwojenie wytwarza wirujace, kotowe pole
magnetyczne (0§ obrotu pola magnetycznego i wirnika jest prostopadta do ptaszczyzny
przekroju maszyny pokazanej na rys.l). Wirnik maszyny nie jest uzwojony. Obszar zawarty
pomiedzy idealnym ferromagnetycznym stojanem oraz rdzeniem wirnika (bez histerez, o
zerowej reluktywnos$ci magnetycznej) stanowig dwie cylindryczne, wspétosiowe warstwy:
- anizotropowa Vaab = va6,vni = vr6,vIil = Vars = 0 :

i nieprzewodzaca y=0 szczelina (indeks 5), o statej grubosci g, oraz
- anizotropowa vaaa = vaa,vm = vra, v = vaa = 0 :
v, om
[vi=
o MVal’
przewodzaca y*0 warstwa o statej grubosci a, ktérajest umieszczona bezposrednio na
rdzeniu wirnika maszyny (indeks a).

State materiatowe nie sg funkcjami czasu i wspétrzednych. Anizotropowa, przewodzaca
cze$¢ wirnika moze by¢ wykonana na przykiad ze stali krzemowej walcowanej na zimno.
Zroznicowanie reluktywnosci magnetycznych w kierunku réwnolegtym i prostopadtym do
kierunku walcowania na zimno dla stali krzemowej wynosi okoto: -30% do -20% [2].
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Promienie wodzace punktéw warstwy przewodzacej zawierajg sie w przedziale (R-a,R),
gdzie R jest promieniem zewnetrznym wirnika. W przypadku gdy a=R, wirnik przewodzacy
stanowi petny, anizotropowy blok lity. Jezeli grubo$¢ warstwy przewodzacej jest niewielka
(a«R), to moze ona by¢ traktowana jako model uzwojenia wirnika maszyny asynchronicznej.
Anizotropowa szczeling moze stanowi¢ gaz, ciecz, wewnatrz ktérej znajduja sie np. podtuzne
ferromagnetyczne opitki uktadajgce sie stycznie do powierzchni wirnika. Parametry
$rodowiskowe jak i geometryczne rozwazanej maszyny asynchronicznej nie zalezg od
wspotrzednej katowej (pozostajg w kierunku stycznym do obwodu wirnika niezmienne).
Uzwojenie stojana zasilane pragdem wolnozmiennym o pulsacji coj (takiej iz mozna zaniedbac
prady przesuniecia oraz pochodna czasowg pedu pola) wytwarza pole magnetyczne,
zamykajace sie przez ferromagnetyczny stojan, wirnik, szczeling i warstwe przewodzacg na
wirniku, tworzacg obszar, w ktorym indukuja sie prady wirnika.

Analiza momentow elektromagnetycznych powstajacych w rozwazanej modelowej maszy-
nie indukcyjnej zostanie przeprowadzona trzykrotnie w wyrdznionych podpunktach i), ii), iii).

Maszyna asynchroniczna analizowana jest dwuwymiarowo w cylindrycznym uktadzie
wspotrzednych (r,a, z). Pomija sie zjawiska czotowe; rozwaza sie cze$¢ o diugosci |
teoretycznie nieskonczenie diugiej maszyny. W ukladzie wsp6trzednych cylindrycznych
sktadowa styczna gestosci sit warunkuje gestos¢ objetosciowg momentu sit zgodnie z
zaleznoscia:

rNO =rAf0 +div(rAaa). (la)

stojan

wirnik

warstwa

Rys. 1. Maszyna asynchroniczna o anizotropowej strukturze wewnetrznej
Fig.l. Asynchronous maching with anisotropic inner structure

i) Moment $rodowiskowy maszyny elektrycznej, spowodowany sitami dziatajgcymi
osrodek materialny, jakim jest ferromagnetyczny wirnik maszyny, ma warto$¢ réwna catce
objetosciowej iloczynu promienia wodzgcego od osi obrotu r i gestosci objetosciowej
sktadowej stycznej sity. Moment $rodowiskowy (permeancyjny) dziatajacy na rozpatrywany
obszar wynosi zatem:

TcFe = Jr2N Odrdzda . (I1b)

\

Po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa i zaleznosci (la) otrzymuje sie:

TeFe = JtAcrardS+ JrAjzBrdV.
av Y
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Druga z wypisanych catek odpowiada momentowi sit obliczanemu metodg pradéw
magnetyzacji. Rozwazany obszar catkowania stanowi nieskoriczony walec o pobocznicy
potozonej w szczelinie maszyny. W przypadku dwuwymiarowej analizy maszyny catkowanie
wzgledem zmiennej z sprowadza sie do mnozenia przez dtugo$¢ maszyny 1 Moment
permeancyjny TeFe wynosi:

TeFe = jr2Aaordadz+ |AjzBrr2drdzda . (Ic)
ev v

W uktadzie wspoétrzednych cylindrycznych sktadowa Aaar ré6znicowego pseudotensora
naprezen wyraza si¢ nastepujaco przez sktadowe wektordw pola magnetycznego:

=-Brla=-AvxBaBr

gdzie:
la = AvaBa - sktadowa wektora magnetyzacji na brzegu ;V,
A®c = - Brla = ~ AVaB rB a>
stad:
T,Fe=- JrzBrladocdz + JrAjzBrdV . (1d)
3v \%

Obszar V, po ktérym realizuje sie catkowanie, stanowi walec, ktérego o$ pokrywa sie z
osig obrotu maszyny. Zawiera on w catosci ferromagnetyczny rdzen wirnika oraz warstwe
przewodzacg. Pobocznica 3V walca V o promieniu re(R,R+g) usytuowana jest w szczelinie
maszyny obejmujac w catosci wirnik maszyny.

Gestos¢ sit dziatajacych na prady magnetyzacji (Ava=v0-va, Av=v0-vi) wynosi:

Aj x B = rot{AvrBr + Av0Ba} x B,

zatem gesto$¢ momentu od pradéw magnetyzacji jest réwna:
r x [Aj x B] = Aj(rB) - B(Ajr) = rot{Av0Ba + AvrBr}rBr. (le)

Pierwszy sktadnik po prawej stronie (If) - po pomnozeniu przez r - mozna przeksztatci¢ do
nastepujacej postaci:

rrot(laAvaBJrBr=r2iiA mMv?B“>Bf = iz +\ . (if)
r di di da
Przeksztatcajac wyrazenie (If) wykorzystano fakt bezzrodtowosci pola magnetycznego.
Sktadnik opisany zaleznoscig (If), jeden z dwdch sktadnikéw w zaleznosci (le), da wkiad do
obliczanego momentu sit. Drugi sktadnik po prawej stronie (le) po scatkowaniu po objetosci
obszaru zanika zgodnie z (Id), gdyz:

r'rot(TrAvrBr)rBr=-r2~ ~ 2 ~ B r=-1.-~rA* B?)I (19)
r da 2 da

Zastepujac catke objetosciowg analizowanego wyrazenia (le) po obszarze V zawierajagcym
w catosci warstwe przewodzgcg maszyny catka powierzchniowa mozna zapisa¢ (Id) w naste-
pujacej postaci:

TeFe = jV2Acrardadz+ Jr2laBrdadz = 0. (Ih)



Cze$¢ momentu sit ATde we wzorze (le) opisana matematycznie przez réznicowy
pseudotensor energii pola elektromagnetycznego o wartosci:

ATeFe = Jr2Aaaldadz (2)

nie jest uwzgledniana przy postugiwaniu si¢ metodg pradéw magnetyzacji, co moze
prowadzi¢ do btednych rezultatow w przypadku, gdy Srodowisko otaczajace rozwazany
obszar nie jest prdéznia. Nalezy podkresli¢ tutaj, iz nie zadano zerowania si¢ skladowej
stycznej wektora magnetyzacji, aby obliczy¢ wartos¢ momentu sit.

Otrzymany rezultat nalezy w tym miejscu skomentowac. Jezeli réznica Ava=v0-va nie jest
zerowa, to wektor magnetyzacji nie zanika na powierzchni brzegowej 3V+. Oznacza to, iz
obie catki wystepujagce w réwnosci (lh) sg niezerowe. Gdyby we wzorze (la) nie
wystepowato wyrazenie bedace dywergencja ré6znicowego pseudotensora energii, to moment
Srodowiskowy okazatby sie niezerowy. Jednak moment sit $rodowiskowych jest w
rozwazanej maszynie asynchronicznej zerowy, gdyz sktadnik niejednorodnosciowy zanika.
Celem wyeliminowania wystepujacej catki powierzchniowej i otrzymania poprawnego
rezultatu zadaje si¢ niezgodnie z rzeczywistoscig zerowy warunek na wektor magnetyzacji.
Scislej méwiac nalezy zada¢ zerowy warunek na sktadowa stycznag wektora magnetyzaciji
przy obliczaniu momentu sit metoda pradéw magnetyzaciji.

Mozna stwierdzi¢ iz:

Dla potrzeb obliczania sit bgdZ momentéw sit metodgpradéw magnetyzacji mozna stosowac
stuszne dla danej granicy srodowisk warunki brzegowe
przy wykorzystaniu zaleznosci (la), w ktérejpojawia sie
réznicowy pseudotensor energii pola elektromagnetycznego.

Wykorzystywanie przedstawionych w tabeli 1 zaleznosci posiada nastepujace zalety:
zachowana jest spojno$¢ wiasciwosci i parametrow Srodowiska z warunkami
brzegowymi,
metodyka jest zgodna z wynikami metody pradéw magnetyzacji przy
zadawaniu zerowego warunku na wektor magnetyzacji,
przedstawione postepowanie usci$la metode pradéw magnetyzacji,
wyrazenie na gesto$¢ objetosciowa sit réznicowych zawierajace dywergencije
réznicowego pseudotensora energii pola elektromagnetycznego, prowadzi do
obliczania odpowiednich catek powierzchniowych.

iM) Moment $rodowiskowy rozwazanego przetwornika elektromechanicznego
zawierajacej elementéw wykazujacych cechy histerezowe) opisany moze byé réwnowaznie

poprzez sktadnik niejednorodnosciowy. Poniewaz reluktywnosci magnetyczne obszaru nie
zalezg od kata (wspdtrzednej katowej), to zgodnie z zaleznoscia

(32)

(3b)

(
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iii) W celu sprawdzenia poprawnosci otrzymanych rezultatéw, a tym samym w ¢
potwierdzenia celowosci wprowadzenia réznicowego pseudotensora energii pola elektro-
magnetycznego do teorii przetwornikdéw elektromechanicznych wyznaczamy ponownie
sktadowa od pradéw TeQu korzystajgc - tym razem - z wyrazenia na gesto$¢ objetosciowq sity
Lorentza. Pole magnetyczne spetnia pierwsze réwnanie Maxwella:

rotH=j+D.

Pomijajac prad przesuniecia (ze wzgledu na niska czestotliwos¢ pragdéw indukowanych w
wirniku) oraz uwzgledniajac wystepujaca normalng anizotropie reluktywnosci magnetycznych
w obszarze maszyny mozna zapisac¢ gestos¢ sity Lorentza w postaci:

j x B =rot{vOB - AvrBr - AvaBa) x B, (4a)

gdzie z uwagi na dwuwymiarowy charakter analizowanych zjawisk: B7 = 0. Rdwnanie (4a)
prowadzi do réwnosci:

? x [rot{v B} xB] =r x (j x B) + rot{AvaBa}rBr- B(rot{AvaBa}r)
+ rot{AvrBr}rBr - B(rot{AvrBr}r).

(4b)

lloczyn wektorowy w nawiasie kwadratowym po lewej stronie (4b) jest to dywergencja
tensora naprezen Maxwella. Pierwszy skiadnik po prawej stronie (4b) jest to gestosé
objetosciowa momentu od pradéw - momentu sit Lorentza. Trzeci oraz piagty sktadnik po
prawej stronie (4b) zanika tozsamosciowo. Czwarty sktadnik po prawej stronie po
scatkowaniu po objetosci obszaru zanika, gdyz (lg):

- , 3(\,/Av B ) 1 3(rAv B2)-
r rot(irAviBrrBr=-r’' —"V..' "Br=-[+ m<-mrmi i, (4c)
r da 2 da

a catka z tego wyrazenia po zmiennej niezaleznej a w obszarze kata petnego zanika. Z kolei,
drugi skfadnik po prawej stronie (4b) daje si¢ przedstawi¢ w postaci (If):

, rol(Uv.B ,>B ,,T M A )tT ,A i™), <4d)
dr da
gdzie jak poprzednio skorzystano z dwoch réwnosci stusznych w catym obszarze maszyny:
rdivézs—i[Ei|}+33" =0 -3A"V":0.
dr i{ia ' da

Catka analizowanego wyrazenia (4d) po obszarze V zawierajacym w catosci warstwe
przewodzacajest réwna:

Jrot{AvaBa}rBrdV = {r2AvaB(Brdzda. (4e)

\

Zatem moment sit Lorentza (4b) mozna wyrazi¢ za pomocg nastepujacej réznicy:

\r x (j x B)dV = Jr x [rot(vOB) x B]dV - jrot{AvdBa}rBrdV ,

a stad:
Tcou = -JX div|ol{roa}dV - Jrot{AvaBa}rB,dV.



64 D. Spatek

Wykorzystujgc rownos¢ (4e) otrzymuje sie :

Tee = - JiAAIivii{rdV - Jr2AvaBaBrdzda .
v av
Przeksztatcenie pierwszej z catek w powyzszej zaleznos$ci na podstawie twierdzenia
Gaussa prowadzi do zalezno$ci:

Tecu= |R 2vOBaBrdzda- jR 2AvaSBaBrdzda = | r 2vo6BaBrdzda = Te, (4f)
av av av

potwierdzajacej wzor (Ih) badz (3b), gdyz:
Tc.F==Te-T cCu. (5)

Warto zwréci¢ uwage, iz nieuwzglednienie w metodzie pradéw magnetyzacji (punkt i))
udziatu réznicowego pseudotensora energii pola elektromagnetycznego moze prowadzi¢ do
niezgodno$ci bilansu momentéw, ktéra w odniesieniu do catkowitego momentu maszyny
wynosi:

- A TeF= v0- vas
—= " (6)
Tc n

Btad ten w przypadku $rodowiska o reluktywnos$ci znacznie rdznigcej sie od
reluktywnos$ci prozni (ferromagnetyk) moze przekracza¢ 100%. Gdy os$rodek otaczajacy
ruchomga cze$¢ przetwornika elektromagnetycznego jest préznig (powietrzem), biad ten
zanika.

3. DWUWYMIAROWA ANALIZA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO
W ROZPATRYWANEJ MASZYNIE ELEKTRYCZNEJ

Rozwazmy maszyne o budowie opisanej w pkt.2 przy nastepujacych zatozeniach:
- zanikajg pochodne czastkowe wzgledem zmiennej z (OZ jest osig obrotu wirnika maszyny):

= @)
0z
- prad przesunieciajest pomijalny:
oD
sT ’ (8a)
- rozktad przestrzenny przeptywu uzwojen stojana jest sinusoidalny:
0S(a) = 0S cos(27ifst-pa+Ys)= 0SRe{exp[i(27ifst-pa+ys)]}, (8b)
Cco oznacza, iz uzwojenia stojana wywotujg wirujace, kotowe polemagnetyczne,
- wystepuje normalna anizotropia witasnosci magnetycznych - rézne sg reluktywnosci

magnetyczne w kierunku radialnym i stycznym:
vr-va*o,
dla szczeliny: VIS - * 0, dlawarstwy przewodzacej: vra- vaa " 0.
Zgodnie z réwnaniem Maxwella mozna zapisac:

rot(H) = yE. (9a)
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Wyrazajac natgezenie pola magnetycznego przez indukcje pola magnetycznego w
obszarze anizotropowym (szczelina, warstwa przewodzaca) otrzymuje sie:

H = vaBa+ vrBr=vO0B - Av,Ba- Av,Br. (9b)

Roéwnanie (9a) przyjmuje postac:

3A
vOrotB = -y ot ygrad V + Aj

przy natozeniu warunku potencjatéw o postaci:
divA + vO'yV = 0,

co prowadzi do réwnania okre$lajagcego potencjat wektorowy o postaci:
SA -
VOAA = y— + Aj, (9¢c)

przy oznaczeniu:

Aj = rot(AvaBa + AvrBr). (9d)

Rotacje wektora magnetyzacji mozna przedstawié nastepujaco:

rot(l) = rot(-H + vOB) = rot(-vrB, - vaBa + vOB) = rot(AvaBa + AvrBr). (9e)
W uktadzie wspétrzednych cylindrycznych, rzutujac na kierunek osi OZ, otrzymuje sig:

13 . 3A 1 32A 3A
r 3r 3r r 3a 3t

Z uwagi na zatozong symetrie maszyny jedyng zmienng przestrzennie sktadowga
potencjatu wektorowego jest sktadowa Az okreélajaca indukcje pola magnetycznego:

B=I!rBr+!aB,=iri - "~ -ia”"-. (99)
r da dr
Oznaczajac przez A wielko$¢ bedaca obrazem sktadowej Az potencjatu wektorowego
pola magnetycznego w wybranym ponizej opisie dziedziny czasowej, za$ przez s operator
odpowiadajagcy operacji obliczania pochodnej czastkowej po czasie, dla ktérych mozna
dokona¢ przejscia do zapisu formalnego:

5A2
— N-ASA
pare (A,s) moga stanowic¢:
A-potencjat zespolony oraz"ico",
(A,s) = 1A z(sl) - transformata Laplace'a oraz"sL",
Az-funkcja wyktadnicza oraz s = -1 /¢,
gdzie:
0 -pulsacja przebiegu sinusoidalnie zmiennego w czasie (i -jednostka urojona),
sL- operator Laplace’a,
A2Zsl) - obraz w transformacji Laplace’a funkcji o zerowej warto$ci poczagtkowej:
A20+)=0,
t -stata czasowa (r > 0 dla przebiegéw wyktadniczych zanikajacych w czasie).
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Zaleznosci obrazu A potencjatu Az od czasu t przy analizie zespolonych wielkosci nie
wypisuje sie jawnie w réwnaniach. Rozwazajgc stan pracy maszyny przy sinusoidalnie
zmiennych w czasie przebiegach pradéw oraz ustalonej predkosci obrotowej wirnika maszyny
s=ico.

W obszarze warstwy przewodzacej (9f) przedstawia réwnanie Helmholtza:

1 3 3A 1 32A
F"al;(v°r"dF)+v'r~ taT =SYA- (9h)

W obszarze szczeliny (y=0) rownanie (9f) przechodzi w réwnanie Laplace’a:

. A 132A
13—K5r3—)+ v[5-3— =0. (9k)
3r 3r r da

Réwnanie Helmholtza (9h) ma jednoznaczne rozwigzanie (sy = iyco*0) przy zadaniu
warunku brzegowego pierwszego, drugiego lub trzeciego rodzaju na brzegu rozpatrywanego
obszaru. Natomiast réwnanie Laplace’a (9k) ma jednoznaczne rozwigzanie przy zadaniu
warunku brzegowego pierwszego lub trzeciego rodzaju (nie redukujacego sie do warunku
brzegowego drugiego rodzaju, wtedy - o ile nie narzucono innych warunkéw - potencjat
wektorowy opisuje rodzina rozwigzan réznigcych sie o statg). Jezeli poszukujgac rozwigzania
w postaci iloczynu funkcji zmiennej R(r) oraz funkcji S(oc) uzyska sie rozwigzanie réwnania
(oh) lub (9k), spetniajgce odpowiednie warunki brzegowe, to jest to jedyne rozwigzanie.
Poszukiwane sg rozwigzania postaci [8,20]:

A(r,ot) = R(r)S(a) = RS.

Po separacji zmiennych na podstawie (9h) uzyskuje sie w obszarze warstwy
przewodzacej:
r d(rdR) Syt2 Vmp:2
R dr dr V,, Vva > (10ab)
1 d2s
S da =Pz

gdzie po prawych stronach obu réwnan uzyto dla oznaczenia wartosci statej niezaleznej od
zmiennych a oraz r kwadratu liczby par biegunéw maszyny p w celu rozktadu przestrzen-
nego, odpowiadajgcego fizycznemu p-par biegunowemu przestrzennemu rozktadowi pola
magnetycznego maszyny.

Réwnanie rézniczkowe (10a) przy p * 0 przedstawia réwnanie rézniczkowe Bessela:

A -f o (P2 ™M)R =0, (1 la)
dr r dr(-
gdzie:
Pb - wskaznik réwnania Bessela a zarazem rzad funkcji walcowych:
PB=pp -, (11b)
V Voa

rézny - w przypadku wystgpienia anizotropii wasnosci magnetycznych (vr- vaa =0 ) - od
liczby par biegunéw p, charakteryzujacej rozwigzanie réwnania Laplace’a,
P - parametr zmodyfikowanego réwnania Bessela: P = yjsy / vail .
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Rozwigzanie (11b) wyraza sie poprzez zmodyfikowane funkcje Bessela [4,8,20]:
R(r) = alpB(Pr) + bK pB(pr), (lic)

rzedu pB o wartosciach rzeczywistych dla argumentu rzeczywistego. Jezeli pB jest liczbg
niecatkowitg to zamiast funkcji ) dla uzyskania rozwigzania ogdélnego mozna

wykorzysta¢ funkcje L.pB( ). State a,b sg statymi zespolonymi.
Réwnanie harmoniczne (IOb) ma rozwigzanie ogélne:

S(a) = S. exp(-ipa + icp) + S+exp(ipa - itp), (lid)

a z uwagi na wywolane poprzez uzwojenia stojana wirujace, kotowe pole magnetyczne tylko
jedna ze sktadowych nie zanika, np. S+ = 0, stad:

S(ot) = S_exp(-ipa + icp). (Ie)

W obszarze warstwy przewodzacej przy predkosci obrotowej roznej od predkosci
wirujacego pola magnetycznego stojana sktadowe indukcji pola magnetycznego wynoszg:

r 3, dR. v
R 3r dr Va6 (13a,b)
1d2S ,
P

W obszarze szczeliny po separacji zmiennych sktadowe indukcji pola magnetycznego
(indeks 6 odnosi sie do statych opisujagcych rozwigzania w obszarze szczeliny) wyrazajg sie
zalezno$ciami:

Ber ="~ {asrrs +b8r Ps}exp(-ipa +icps —i-j), (142.b)

. bsc = ~Ps{asrP5 ‘' —b8r~Ps~*}exp(—ipcc + icpg),
gdzie:

Rozktad pola magnetycznego w rozwazanej maszynie modelowej wymuszajg wirujace,
kotowe przeptywy stojana i wirnika. Z uwagi na zatozong liniowo$¢ obwodu elektromagne-
tycznego maszyny w dalszych rozwazaniach zastosowano zasadg superpozycji.

Pole magnetyczne pochodzi od wymuszonych pradéw w uzwojeniach stojana oraz
w wirniku. Pola magnetyczne od pradow stojana i wirnika sg przesuniete przestrzennie
w ogdlnosci o Kkat elektryczny k. Wyznaczenie statych wystepujacych w rozwigzaniach
réwnarh pola pozwoli na wyznaczenie momentu elektromagnetycznego rozpatrywanej
maszyny asynchronicznej. Pole od przeptywu uzwojen stojana (amplituda przeptywu wynosi
o 9 opisujg warunki brzegowe na granicach odpowiednich $rodowisk:
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+ idealny ferromagnetyk - tuska pragdowa (uzwojenie stojana) - szczelina (r = R +g):

vV 0 90>)
“6 80 R+g 3a

’

czyli po uwzglednieniu (14a,b)
a8(R+g)pi1-b5R+g)Psl=p0s{(R +g)psvaS}'\ (15a)

oraz W= Y522 (15b)

(tuska pradowa przylega do powierzchni wewnetrznej idealnego ferromagnetycznego
stojana maszyny),
+ szczelina - warstwa przewodzaca (r = R):

= ®ir>
czyli asRp+bsR-p=aapipB(PR) + baP KpB(pR) (15¢)
V,$9Bg, = Vo Baas
czyli vasPs{asRp-, -bsR-p-'} =vaaP{aai;B(pR) + baK;B(pR)}, (15d)
oraz ge= 5 (15e)

+ warstwa przewodzaca - idealny ferromagnetyk (r = R - a>0):
VoaB aa = 0.
czyli aalpB(P(R-a)) + baKpB(P(R-a)) = 0. (15f)

Na podstawie réwnan (15) okresla sie state wystepujace w zaleznosciach (12a,b) oraz
(14a,b). State te wynoszg odpowiednio:

aa=-"-{U (R +g)p - WR+g)-p}-", (16a)
Psvcs

B —a1%, g__reB(P(R-3)) (16b)

K'pB(P (R -a))’ ;

ags=aaU, bs =aaWw. (16c,d)

W przedstawionych zaleznosciach zastosowano nastepujgce oznaczenia:

U=i (R"PHP+R‘PQ), W=i(-R ptP+RPQ),

pP= 3v {1-B(pR) _Sk ;b(PR)}, Q =IB(PR) - SK B(PR).

Pfivas
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W celu uproszczenia zapisu rozwigzan pola, pochodzacych od pradéw stojana, oznacza
sie:
D(r) = abrP® Z0r) = aalpB(Pr)+ baK pB(pr),

przy czym state a oraz b z indeksem 5 dotyczg rozwigzah w obszarze szczeliny powietrznej,
z indeksem a odnoszg sie do warstwy anizotropowe;j.

Pole magnetyczne moze by¢ dodatkowo wywotlywane przez wymuszony przeptyw w
wirniku maszyny (maszyna dwustronnie zasilana). Amplituda przeptywu wymuszonego
zostanie oznaczona jako AOr, za$ kat przesuniecia tego wymuszonego - przeptywu wzgledem
przeptywu pradéw indukowanych poprzez k. Warto$¢ wymuszonego przeptywu i warunki
brzegowe dla granic odpowiednich $rodowisk prowadza kolejno do zaleznosci:

+ Przeptyw doprowadzony do wirnika pod jednym biegunem maszyny:

2p R
AOrexpfi(cost + ga -K)} = -sy J jZr(pr)exp{i(cost-p a + (pra)}rdrda =>
R-a
2
Aer=|Aer|=- " {C aaar+Clba}, (pre=<pa-K,
P
R R
gdzie: ca= Jl@Bprrdr, Cb= {KpB(pr)rdr. (17a)

+ Granica szczelina - warstwa przewodzaca (r = R):

BSr=Ba
czyli
abrRp +bSR-B =aarlpB(pR) + barK pB(PR), (17b)
vabB 6a = v aaB a czyli
vooP5{a8R B - b 5rR -1} = vaap{aarrpB(pR) + barK'pB(PR)} (17¢)
oraz qb= qr. (17d)
+ Granica warstwa przewodzgca - idealny ferromagnetyk (r = R - a>0):
vaaBa =0,
czyli aarlpB(p(R-a)) + barK;B(P(R-a)) = 0. (17e)

State wystepujace w rozwigzaniach réwnan Laplace’a i Helmholtza, pochodzacych od
wymuszonego pradu w wirniku, sg dodatkowo opatrzone literg r. Rdwnania (17a,b,c,d,e)
okreslajg wartosci statych  wystepujace w zaleznosciach (12a,b) oraz (14a,b). State te
wynoszg odpowiednio:
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asr=-2 _{W | + W2}, bsr=~{W I-W 2}, (18b)
2R 6 2
gdzie:

W1=a, IpB(PR) + bd KpB(PR), W2 = I'!B(pR) + b,, K'pB(PR)}.
PeVas

W celu uproszczenia zapisu rozwigzan (12a,b) oraz (14a,b) pochodzacych od pradéw
wirnika oznacza sie:

Dr(r) = asrrA + berr~Pi, Zr(pr)=aa IpB(Pr) + b,, KpB(Pr). (19)

Dodatkowe oznaczenie badz indeks dolny r odnoszg sie do rozwigzan pola wywotanych
przez wymuszone prady wirnika.

Dla uzwojonej maszyny asynchronicznej dwustronnie zasilanej uzwojenie wirnika moze
by¢ modelowane poprzez warstwe przewodzacg wirnika o niewielkiej grubosci w poréwnaniu z
promieniem zewnetrznym wirnika a«R .

Jezeli a = R, to warstwa anizotropowa rozcigga sie od osi obrotu wirnika r = 0 do
zewnetrznej powierzchni wirnika o promieniu r = R tworzac petny blok lity. Wtedy nalezy
przyjaé, iz state ba S, Cb sg zerowe ze wzgledu na ograniczono$¢ wektorowego potencjatu
pola magnetycznego.

W przypadku maszyny jednostronnie zasilanej AOr=O (zasilanie stojana) badz 0SO
(przypadek zasilania od strony wirnika).

Znajomo$¢ statych wystepujacych w réwnaniach (12a,b) i (14a,b) pozwala na okreslenie
momentu catkowitego, permeancyjnego i od pragdéw maszyny. Moment catkowity maszyny
Wynosi:

Tc= jr2va6B,Badzda- (20)
ev

Przy analizie zespolonej pola magnetycznego mozna wyrazi¢ wartosci chwilowe poprzez
odpowiednie wartosci zespolone:

BrBa =Re{Br}Re{Ba}=iRe{BrB0}+iRe{BrB,}.

lloczyn wielkosci zespolonych pod pierwszym symbolem wartosci rzeczywistej zawiera
wyrazenie exp(zicost - 2ipcc + const), ktdre po scatkowaniu po petnym kacie ae (0,2tU) daje
warto$¢ zerowa. Skiadowa ta bywa nazywana sktadowg pulsacji 2co, [aM.2], a jej wartos¢
$rednia jest zerowa. Drugie wyrazenie nie zalezy od kata a i od czasu. Warto$¢ catki (20)
iloczynu wartosci chwilowych nie zalezy od czasu. Po podstawieniu do powyzszej zaleznosci
sumy rozwiazan odpowiednich sktadowych pola magnetycznego (12a,b) oraz (14a,b) uzyskuje
sie:
=-vasCrplm[DD'+ DrD; +DD;eiK+D rD'e-it]. (21)

Nadkredlenie oznacza tu warto$¢ sprzezong prim oznacza pochodng wzgledem
promienia, a C=7pl. Moment catkowity nie zalezy od promienia re(R,R+g) wybranej
powierzchni cylindrycznej umieszczonej w szczelinie maszyny, po ktorej oblicza sie catke
powierzchniowg z tensora naprezen.
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Analogicznie wyznacza sie moment od pradow:

TeQu = —ysiC |Re{|Z((3n 2 +|Zr(Pr2 + 2Z(Pr)Z,(pr) eik}rdr . (22)
R-a
Wartosci momentéw maszyny opisane zaleznosciami (21), (22) i moment (Srodowisko-
wy) spetniajg réwnosé:
Te=Te,Cu+Te,Fe'

Rowno$¢ ta zostata réowniez potwierdzona przyktadami obliczen zamieszczonych na
rysunkach rys.2-5 dla réznych parametrow geometrycznych i S$rodowiskowych maszyny
asynchronicznej. Na rysunkach przedstawiono przyktady obliczen momentéw maszyny
z anizotropowg magnetycznie szczeling oraz przewodzacg warstwg umieszczong na wirniku
maszyny. Zaprezentowano réwniez obliczenia mocy i sprawdzono doktadno$¢ rozwigzania
réwnan rozniczkowych, opisujacych potencjat magnetyczny. Obliczenia zrealizowano przy
wykorzystaniu programu ,Mathcad”. Wartosci wielkosci podano konsekwentnie w jednost-
kach ukfadu SI. Celem dodatkowego potwierdzenia poprawnosci analiz:

- potwierdzono spetnienie warunkéw brzegowych dla rozwiazah potencjatu pola

magnetycznego wymuszonego przez prady stojana i wirnika:

vasdD(R + g) vaspsdD (R)....
5 » < 5
ecpprs (R + Q) vapdZ(pR
AR dZ(P(R-a)) = 0,
D(R) (P(R-a))
- sprawdzono zupetno$¢ rozkladu catkowitego momentu elektromagnetycznego

maszyny:
Te,Cu + Te.Fe _
-I-e n b

- obliczono moc strat cieplnych w wirniku maszyny dwukrotnie:
catkujac po objetosci gestos¢ objetosciowa mocy strat Joula - Qe,

Qe = wylsj2l J[|Z(pni2 + [Zr(Pr)j2 + 2Re{Z(Pr)Zr(Pr)eik}]rdr,
R-a
catkujac po odpowiedniej powierzchni wektor Poyntinga - Se:
S,, = isttlrpsvaS Im{DdD + D rdD" + DdD” eiK+ D, dD e~'K},
sprawdzono: Se= Qe
(pochodna energii magnetycznej po czasie oraz moc mechaniczna widziana przez
obserwatora zwigzanego z wirnikiem wynosi zero),

- dokonano oceny doktadnosci uzyskiwanych rozwigzan réwnania Helmholtza oraz
Laplace’a:

LZ=" (PdZ(Pr)}+ -1 {Z(Pr)}, RZ= {p2 + Hf-}Z(Pr),

- W
dr dr rodr r
obliczajac ilorazy lewej i prawej strony réwnan:

LZ/RZ=1, LD/RD=1.
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Maszyna indukcyjna z izotropowa, przewodzacag warstwa wirnika

Funkcje Bessela pB-tego rzedu i ich pochodne

State wynikajgce z warunkdw brzegowych rozwigzan réwnania Laplace’a i Helmholtza:

Momenty maszyny:
Moment globalny:

Moment od praddéw:

Moment permeancyjny:
Udziaty procentowe momentow:

Bitans mocy - wektor Poyntinga, moc cieplna

Sprawdzenie poprawnosci rozwigzan dla row. Helmholtza i Laplace’a:

Rys.2. Obliczenie momentéw dla przyktadowej izotropowej maszyny indukcyjnej
Fig.2. The calculation for torques of exemplary isotropic induction machine
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Maszyna indukcyjna z anizotropowa i przewodzaca warstwa wirnika

Vo

1 R 025 a,’ 2 15 wva 25 y 10 to6 " 0001
s-eoy | =5.56310 p5 =p pB -p- — p: gs————
va " va
pB =2.582 lp| =14.050 pR =2.484 +2.484i

Funkcje Besseia pB-tego rzedu (pB - liczba niecatkowita) i ich pochodne

(*1) (0.5iz)P® ¥

I(pB,z) -i -PB- Vv
0 r(k+- i)-r(pB + k+-1)

k=
( 1)-(05-pB i k)-(0.5tz)P8* 2 1

di(pB,z) -i A
T(k+ O-ripBy-k"- 1)

k=0

State wynikajgce z warunkéw brzegowych rozwigzan réwnania Laplace’a i Helmholtza:

s rdl(pB,P(R-a)) p =~ 1. (dl(pB p.R)_ S-dI(-pB,p-R)) Q =I(pB,p-R)-SI(-pB.,p R)
di( pB,p-(R- a)) vop5

U =1-(r'p6+,'P4-R A-q) w =—+(-RpS+"P-t- Rp5'Q)

a °Sp (R'SS) iU(R 1g9)p6 ' W-(R7g) S '1' D(x) -a&x?6"b&xp
vop

Z(x) aa-l(pB,x) + ba I( pB,x) dD(x) =a&x?- 1- b&x p8& 1 dZ(x) aadl(pB,x) “ba-dI( pB,x)
Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw. rozniczkowych:
vodD(Rrg) =t vopS-dD(R) _( Z(p-R) =1}

0spp5'(R"g) 1 vapdZ(P-R) D(R) dz(p (R- a))l = 1355MO

Momenty maszyny:

Moment catkowity: Te  voCrp6TmA”D(r)dD(r) Te 0.394
rR

Moment od pradéw: TeCu =-C-s-i y [(1Z(pT)| )2i-rd TeCu 0.394
JR-a ’

Moment permeancyjny: TeFe:

Udziaty procentowe momentéw:

TeCu | o100 % TeFel00=0 % TeCu - TeFe 1002100 %
Te Te Te

Sprawdzenie poprawnosci rozwigzan w $rodku obszaréw dla réw. Helmholtza i Laplace’a:

TR, LZ —(PdZ(Pn) i bd Z( ) RZ = p2+pi-|-Z(P 1) 5_1.00000

r-R#"- LD - d . dD(r)MAD(r) RD =— D(r) LD
2 drldr S rdr() y rp 100000

' i2

Rys.3. Obliczenie momentéw dla przyktadowej anizotropowej maszyny indukcyjnej
Fig.3. The calculation for torques of exemplary anisotropic induction machine
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Maszyna indukcyjna z anizotropowg szczeling i przewodzaca warstwa wirnika
c_vo

vr. Vo Vo VO
=1 R 020 =0.10 P=1 11 vaf: = vri= — a-=

r =35-106 =0-001 =2n20i O =350 p5=p p =js.JL
y va

p| =40.720 P R =5.759+5.759i pB  p- pB =1.000 |s-eo0-y ‘| =3.17910 18
y va
State wynikajgce z warunkéw brzegowych rozwigzan réwnania Laplace’a i Helmholtza:

s dl(pB,P (R a)) p =J'“ P .(dI(pB p.R) _S.dK(pB,p.R)) Q I(pB,pR) S-K(pB,pR)
dK(pB,P (R -a)) va8-p8

u =l.(r'@B+' . P+R"A.q) W i'( RPN-P-t-RA-Q)

aa w.(R+g)-pS-I] ba aa b8 -aa-W a5 -aa-
vad-pd

D(x) -a8/Th5xp Z(x) =aa-1(pB,x) - ba-K(pB,x) dD(x) =a&xP6" 1- bd-x ;3-
dz(x) =aadl(pB,x) + badK(pB,x)

Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw. rézniczkowych:
_val dD(R,g) =1 ytop&dD(R)=1 Z("R)_, [dz(p.(R. a))| =g4> 1Q22
6s'p-pS -(Rt-g)'1 vapdZ(pR) D(R)

Momenty maszyny:

Moment catkowity: Te = va6 Or-p8-Im(D(r)-dD(r)) Te =0.137
R )
Moment od pragdéw: TeCu = Cs-i y-r [( |Z(P-r)] )2li rd  TeCu=0.137
JR a
Moment permeancyjny: TeFe -

Udziaty procentowe momentow:

* % “@p100= 100 % li£-100=0 % TeCu H-TeFe 100=100 %
Te Te Te
vo vad

—-—--— 100=23.077 %

Bilans mocy - wektor Poyntinga, moc cieplna:

R
Qe =7r{|s! )2-ly 1(|1Z(P-r)| )2]-rd Qe = 1716
R-a
Se =7tls-i rva5.pS-Im(D(r)dD(r)) Se = 1.716 = = 1.000
e

Rys.4. Obliczenie momentdéw dla przyktadowej maszyny indukcyjnej z anizotropowa szczeling
Fig.4. The calculation for torques of exemplary induction machine with anisotropic gap
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Maszyna indukcyjna z anizotropowg szczeling i przewodzacg warstwa wirnika

vri§ ,,\ig Vo vo _vo
=1 R =020 =010 p 1 11 va8 r-—
|
y =35-106 =0.001  "2n-20i O0s =350 p8 p P = [s--¥ |p' =43.982
N va
PR=6.220+6.220i pB =p- — pB=1323 |[ssoy'|=3.1791(T18

va

Stale wynikajace z warunkéw brzegowych rozwiazan réwnania Laplace’a i Helmholtza:

s . dI(pB,P(R-a)) p =J5LL.(dI(pB,p.R)-S"i-pB.p-R)) Q=I(pB,p-R) S I( pB.p-R)
di( PB,p (R - a)) V<x8-p8

U =1 (R p8+IP+R p6Q)W m.=i-(-Rpit '-P4-Rpi-Q)

aa . Osp(Rrg) 1ly (R*g)P8-i_w.(Rt g)-P» ba aa. b8 -aa-W ab=aa-
va8-p8
D(x) =aSxP8-t-b&xp Z(x) =aa I(pB,x) +ba I(-pB,x) dD(x) = 1- b&x"p8~ 1

dz(x) =aa di(pB, x) mba dI(-pB, x)
Spetnienie warunkow brzegowych przez rozwigzania réw. rézniczkowych:

vct&AD(R @) vtopPdD(R)=1 ZelR)=1 jdz(p.(R_a)) =0
6spp8‘(Rig)1l va-p.dZ(p-R) D(R)

Momenty maszyny

Moment catkowity: Te = va8 Crp5Im(D(r)dD(r)) Te =0.146
R

Moment od pragdéw: TeCu Csi y [(1Z(Rr)1)2]-rd  TeCu =0.146
R- a

Moment permeancyjny: TeFe =

Udziaty procentowe momentéw:

ANe100 =100 % 17100=0 % TcCutTeFel00=100 %
Te Te Te
— - VO5-100=23.077 %
Vo
Bilans mocy - wektor Poyntinga, moc cieplna
"R
Qe a.(|s!)2ly L( z(P-r)|) j-rd Qe = 1.837
R-a

Se =7flsi rvaS-p8-Im(D(r) dD(r)) Se =1.837 = = 1.000
e

Rys.5. Obliczenie momentdw dla przyktadowej maszyny indukcyjnej z anizotropows szczeling
Fig.5. The calculation for torques of exemplary induction machine with anisotropic gap
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4. PODSUMOWANIE

1 Przeprowadzone rozwazania oraz dodatkowo przyktady obliczeniowe pozwalaj
na modyfikacje metody pradéw magnetyzacji poprzez wprowadzenie réznicowego
pseudotensora energii pola elektromagnetycznego. Przeprowadzenie obliczeh analitycznie,
choé pozornie nieprzejrzyste, umozliwia uwolnienie sie od btedéw analiz numerycznych dajac
potwierdzenie wnioskéw. Uzyskanie rozwigzan analitycznych - cho¢ dla wyidealizowanej
geometrii maszyny - pozwala na analize jako$ciowa wptywu anizotropii wirnika na warto$¢
momentu elektromagnetycznego.

2. Zdefiniowany roznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego Acrw pozwala na
uzupetnienie wyrazenia opisujacego gestos¢ sit wyrazajacej sie poprzez prady magnetyzacji
postaci do gestosci sit Srodowiskowych o wartosci (tabela 1.). R6znicowy tensor
posiada zatem fizykalng interpretacje, ktéra umozliwia wprowadzenie go do teorii pola
elektromagnetycznego oraz teorii przetwornikéw elektromechanicznych.
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Abstract

In this paper the problem of electromagnetic torque calculation has been considered. The
magnetisation currents method has been generalised. A definition of so-called residual energy
pseudotensor has been proposed. The residual energy quasitensor of electromagnetic field
vanishes only for the vacuum. This tensor describes the difference between the
electromagnetic torque and its approximation given by the method of equivalent
magnetisation currents. This difference does not appear if the residual energy quasitensor is
taken into account. The residual energy tensor enables to generalise the method of equivalent
magnetisation currents if the outer region differs from the vacuum. As an example the
electromagnetic torque has been analytically evaluated for induction motors with solid rotor
and anisotropic gap.



