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PRAD I NAPIECIE UKLADU ELEKTRYCZNEGO : NIELINIOWY
REZYSTOR — NIELINIOWA CEWKA W SKONCZONYM
PRZEDZIALE CZASU

Streszczenie. W pracy udowadnia sie istnienie rozwigzania przebiegu pradu i napiecia
dwadjnika elektrycznego, sktadajgcego sie z szeregowego lub réwnolegtego potaczenia
nieliniowego rezystora i nieliniowego induktora. Dwdjnik zasilany jest ze zrédta napiecia lub
pradu w skonnczonym przedziale czasu. Wyprowadza sie¢ rozwigzanie postawionego problemu
oraz oblicza wybrany przypadek.

CURRENT AND VOLTAGE OF AN ELECTRIC CIRCUIT: NONLINEAR
RESISTOR — NONLINEAR COIL IN A FINITE TIME PERIOD

Summary. In this paper there is proved a possible solution of the panage of current and
voltage of the electric two-terminal network which consists of a serial or parallel connection
of a nonlinear resistor and nonlinear inductor. The two terminal network is supplied from a
voltage source or current generator in a finite time period. The solution of the given problem
is derived and a selected case is calculated.

1. STOSOWANE POJECIA

Dwojnik elektryczny wykonano jako réwnolegte lub szeregowe potgczenie nieliniowej

rezystancji Rn i nieliniowej indukcyjnosci Ln-Napiecie u, prad i, czas t, strumien skojarzony
naleza do zbioréw ograniczonych odpowiednio U, I, T, T: fluo < U < uo, Cio < I < ig,
to< T<t], diyo<T < w0, u0, io, to, tj, igo < co.

Rezystor Rn jest zdefiniowany funkcja: FR:Uiu->F,(u)=ie I, ktéra jest odwzoro-
waniem bijektywnym [2], tzn. istnieje odwzorowanie odwrotne FR' :13i—FR'(i)e U
(funkcje  FR i FR'sg monotoniczne). Analogicznie zaktada sie, ze induktor Ln jest
zdefiniowany za pomocga odwzorowania bijektywnego FL:lal—FL(i) = a/s T . Zakfada sie,
ze krzywe i=FR(u), a/=FL.(i), lezace w 1i 3 ¢wiartce uktadu wspotrzednych, sa nieparzyste:

Fr(u) = -rr(-u), FL()=-FL(-i)
oraz nalezag do klasy C", rr, Fi.eC"

Zaktada sie, ze funkcje wymuszajace ( napiecie ueU lub prad iel lub strumien g/eT ) sg
funkcjami czasu u(t), i(t), vp(t) klasy C". Innymi stowy funkcje te sg analityczne, tzn. sg
rozwijalne w szeregi potegowe, czyli ze sg klasy C". Natomiast o regularnosci funkcji
bedacych rozwigzaniami stawianych probleméw (np. o regularnosci pradu, napiecia lub
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strumienia ) bedg orzeka¢ odpowiednie twierdzenia. Jezeli np. w uktadzie szeregowym RnLn
jest wymuszony prad ieC" iel, to napiecie na zaciskach tego dwdjnika eeU wynosi:

e = FRI(i) + ~ uLd 4 F L(i) 4 1,

R a " of & V)& @
dF

Ld(i) = - indukcyjnosé wiasna dynamiczna induktora, 2

eeC* - ze wzgledu na poczynione wcze$niej zatozenia. 3)

Proponowana w pracy metoda wyznaczania pradu i napiecia nieliniowych dwdjnikéw
opiera sie na twierdzeniu Cauchy'ego i Kowalewskiej [1], [3] rozwiazywania réwnan
rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu i wymaga mocnych zatozern regulamos-
ciowych badanych funkcji (klasy C"). Rozwigzanie problemu konstruuje si¢ w postaci
szeregu potegowego.

Istnieje alternatywna metoda rozwigzywania takich uktadéw, oparta na twierdzeniu
Picarda [1], [3], ktora sprowadza sie do rozwigzywania odpowiedniego réwnania catkowego.
Badane funkcje musza by¢ w tej metodzie co najwyzej ciggte (klasy C°). Metoda ta nie jest
przedmiotem rozwazan w tym artykule.

2. UKLAD SZEREGOWY RNLN

Zaktada sie, ze w przedziale czasu 0 < t < t na zaciskach dwéjnika RnLn wymuszono
napiecie e(t)eU, eeC*“. Dwdjnik sktada sie z szeregowego potaczenia nieliniowego rezystora
Rn i nieliniowego induktora Ln zdefiniowanych odpowiednimi charakterystykami
w poprzednim punkcie. W chwili t = 0 zaktada sie, ze przez dwdjnik ptynie prad io. Prad
w funkcji czasu i(t) oblicza sie z réwnania rézniczkowego zwyczajnego pierwszego rzedu (1)
niejednorodnego. Réwnanie to mozna zapisa¢ w postaci normalnej (rozwigzanej wzgledem
pochodnej obliczanej funkcji):

< =FD. Ry = Ld()=—" . @)

— b ,
L,(i) L)
O istnieniu ijednoznacznos$ci rozwigzania rownania rézniczkowego (4) orzeka twierdze-

nie Cauchy’ego i Kowalewskiej [1], [3], Dla funkcji F okreslonej wzorem (4):

F:(i,t)e IXT = F(i,t)e Q,

analitycznej w otoczeniu punktu (io, 0), t = 0, istnieje rozwigzanie i(t) problemu Cauchy’ego :
~ = F(it 5
ot (i) @)
i(0)=i0 (6)

okreslone jednoznacznie i analityczne w pewnym otoczeniu A punktu t = 0. Funkcja i(t) ma
postac szeregu Maclaurina:

i) =i(0)+ i (0) + -Ni"(0) + - NI (0) + .+ —yi)(0) + ..., @)
1 2! 3 n!

gdzie i'(0) = 8«(®90), i"(0)=TT(t=0), itd.

Udowadnia sie [1], [3], ze szereg (7) posiada niezerowy promien zbieznosci peA, t<p, w
ktorym istnieje suma (7). Oszacowanie promienia zbieznosci nie jest fatwe i stanowi
oddzielny problem nie rozpatrywany w tej pracy.



Prad i napiecie uktadu 121

Wspotczynniki szeregu oblicza sie z rdwnania (5):
i(0) = io - zatozona warto$¢ pradu dwaéjnika w chwili t = o, okre$lona wzorem (s),

i’(0) = F(io,0) - wartos¢ funkcji okre$lona wzorami (5), (4) , (8)
de_dF~_ di .
- - O warto$¢
dt  di dt
pierwszej pochodnej wzgledem czasu funkcji F okreslonej wzorami (4), (5) 9)

(we wzorze (9) wystepuja pochodne a(t =0), w miejsce ktérych podstawia sie funkcje (s)),
im(o) =" (i, ,0), itd (10)
dt

(we wzorze (10) bedg wystepowaé pochodne % oraz ?flr, liczone w punkcie t = o, W

miejsce ktorych wstawia sie funkcje (8), (9)).
W wyniku zasilania uktadu szeregowego RnLn Zzrédiem pradowym uzyskuje sie wprost
ze wzoru (1) przebieg napiecia e na zaciskach dwadjnika RnLn.

3. UKLAD ROWNOLEGLY RNLN

Zaktada sie, ze w uktadzie rownolegtego potaczenia nieliniowego rezystora i induktora
wymuszono prad i(t), ieC”, iel. Na podstawie pierwszego prawa Kirchhoffa :

i(t) = FRe) + il(t), 0<t<r. (11)

Zalezno$¢ miedzy pradem a napieciem induktora okresla rGwnanie rézniczkowe (1):
e=i2 =Ut=! Ft(i,.)-A A ..L A L ,=" =L,(iL), (12)
dt L dt diL dt "odt d diL d L' v

gdzie iL- prad cewki.
Po zrézniczkowaniu réwnania (11) wzgledem czasu i podstawieniu za pochodng

funkcje » ~ ~, wyliczong ze wzoru (12), otrzymuje sie:

—= S N R — (13)
dt de dt L,(iL)

Pochodna pm jest dang funkcja czasu, pochodna q jest dang funkcjg niewiadomego
e

napiecia e, indukcyjno$¢ Ld jest dang funkcja nieznanego pradu induktora iL (wzér (12)).
Woynika z tego, ze réwnanie (13) jest skomplikowanym réwnaniem catkowo-rézniczkowym ,
ktérego nie da sie rozwigzac.

Tylko w przypadku induktora liniowego dla Ld=const réwnanie (13) da sie przeksztatci¢

do postaci podobnej do réwnan (5) (21) ( poprzez wyliczenie pochodnej deét )
aC=Fa(e,t), Fa(ef)=- 1 O ° (14)
. VAR VA dFR
de

Zatozono, ze w chwili t= 0 napiecie na dwdjniku uktadu rownolegtego RnL wynosi:
e(0) = e0. (15)
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Réwnania (14), (15) sa postawieniem identycznego problemu Cauchy'ego jak w
przypadku réwnan (5), (6). Rozwigzaniem réwnania (14) jest szereg Maclaurina (7):
e(t)=eo+te'(0)+"e”(0)+"e"(0)+..., (16)
2 0
liczony w pewnym otoczeniu A punktu t = 0 wewnatrz promienia zbieznosci p, 0 < t < p,
peA. Pochodne e'(0), €"(0), e"'(0) itd. sg liczone podobnie jak we wzorach (s8), (9), (10).
W wyniku zasilania ukfadu réwnolegtego R NL N Zrédtem napieciowym przebieg pradu, jaki

pobiera dwdjnik, uzyskuje sie wprost.
4. PRZYKLAD - UKEAD RNLNSZEREGOWY ZASILANY NAPIECIEM STALYM

Dwdjnik elektryczny R NL N przedstawiono narys. l.a .

a) Rm

e(t)

I+
-

\e(t)

Rys. 1. Uk#ad elektryczny Rn Ln
Fig. 1. The Rn Ln electrical system

Dwadjnik jest zasilany napieciem e(t) ( rys. 1.b), ktére ma posta¢ funkcji gtadkiej (e e C"),
bardzo zblizonej do skoku jednostkowego. Szereg funkcji dokonujacy gtadkiej aproksymacii
skoku jednostkowego mozna zrealizowa¢ na wiele sposobéw. W szczegélnym przypadku
obliczenn réwnania rézniczkowego (4), w ktérym da sie je scatkowac i nie ma potrzeby
stosowania twierdzenia Cauchy’ego i Kowalewskiej , przyjmuje sie za napiecie wymuszajgce
funkcje skoku jednostkowego ( rys. l.c).

Charakterystyka napieciowo-pragdowa F~'(i) = u rezystora ma postac:

u(i)= 1-e u, 17)
gdzie: i, - staty prad ,nasycenia”, powyzej ktérego napiecie juz niewiele rosnie,
Un - stale napiecie (maksymalna warto$¢ napiecia jaka wystepuje na rezystorze dla

pradu i = 00).
Charakterystyka u(i) opisana za pomocga funkcji wyktadniczej (17) i 2 statych jest
zblizona do charakterystyki wytadowania tukowego przed efektem jej opadania
du s



Prad i napiecie uktadu 123

Induktor opisany jest funkcjg F,(i)=\]/ wynikajacag z nieliniowej charakterystyki
magnesowania przy zaniedbaniu histerezy (o$rodek bez pamieci ). Dla induktora przyjeto
podobng funkcje jak dla rezystora:

M= 1-e Ly > (18)

gdzie: iL, JL - stale (prad, strumien skojarzony) nasycenia.
Szukany jest przebieg pradu i(t) w uktadzie rys.l.a, w otoczeniu chwili t = 0. Réwnanie (1)
przyjmuje postac:

e(t) = uR+ uL; (19)
gdzie:
= 1-€ M y 1, = L y V
ur(o = UN ot dt L
Réwnanie (5) przyjmuje postac:
di e(t)-UN 1-e n (20)
dt

Przyjeto zerowy warunek poczatkowy i(0) = 0 = io Funkcja F opisana wzorem (5) ma posta¢:

—atr: F(i,t), F@i,t) = (e(t)-UN)-~-e'L#rnik, Y n (21)
Funkcje (8), (9), (10) przyjmuja wartosci:
i'(0) = F(iQ) = F(0) = =a, (22)
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r{0)=g +2+ * ~ +% i 4_+~ 4 =e. (0A +z2eHo)A _+

di Sil St dt Si2Idtd Si dte Wi 2
2/ A\ .
e(0) _ +UGE1Ye(0)0 ¢ (0y-u NA- e(O)ISL, (24)
\WLUL YIL YMnA vt Vi
+ €(0)-UNA e(o)lL:6C

Funkcja i(t) w poblizu punktu t = 0 przyjmuje postac (7) (obliczong do 3 potegi czasu t):
it)=at+br+ct (25)
(dla statych a, b, ¢ opisanych wzorami (22), (23), (24)).

W pewnych przypadkach wartosci statych w réwnaniu (21) istnieje mozliwo$¢ jego
scatkowania, o ile dodatkowo zastapi si¢ funkcje gtadka e(t) (rys.1.b) skokiem jednostkowym
( rys.l.c ). Jest to mozliwe, bowiem nie trzeba korzysta¢ z rozwigzania wg twierdzenia
Cauchy'ego i Kowalewskiej :

. UNi
INr=1fdt, Fi)=(E- UN)— e1 + N*ev (26)
F@) J yL Vi
Przyktadowo, narzucajgc na elementy Rn, Ln warunek in=3g mozna scatkowac
analitycznie réwnanie (26). Po wykonaniu catkowania otrzymuje sie funkcje t(i):

t(D- Co+ -In1+ ———- —en T= _¥1 27)
u, UNL U,
lub funkcje odwrotng i(t):
E E
mininl + e - (28)
Uy Uy

Statg CO0(27) oblicza sie z warunku poczatkowego t(0) = 0. Catkowanie przedstawione

wzorem (26) jest elementarne ale dosy¢ zmudne, dlatego podano tylko wynik catkowania w
postaci wzoru (27). Funkcja (28) okres$lona jest w nieskonczonym przedziale czasu w
odr6znieniu od rozwigzania (25), ktore jest okre$lone dla niewielkiego promienia t<p. Prad i
okreslony wzorem (28) dla czasu t= 0 ma postac :

i(co)=-ininl £ <1,
u“ U,
a wzdlr (28) ma sens, o ile zachodzi nieréwnos$¢ E < Un (prad i okreslony wzorem (28) jest
funkcjag ograniczong). Nierdwnosé ta oznacza, ze napiecie wymuszajace dwojnika E musi by¢
mniejsze od napiecia Un rezystora okreslonego wzorem (17).
Ksztatt pradu i ( wzor (28) ) jest podobny do przypadku pradu ¢r1 zatgczania napiecia
statego E w gatezi szeregowej RL elementow liniowych:
t>

(29)
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Prad iRL w przedziale czasu O< t < °0 narasta od wartosci zero (tak jak prad i z wzoru
(28)) do wartosci iRL(«>) = E. Dla t= 0o prad ograniczony jest przez warto$¢ rezystancji
R

liniowej (wz6r (30)) lub przez nachylenie charakterystyki zewnetrznej rezystancji nieliniowej
(wzor (28)).

5. PODSUMOWANIE

W artykule udowadnia si¢, ze w wybranym punkcie pracy uktadu nieliniowego Rn Ln
okre$la sie niezerowe otoczenie A punktu czasu to, w poblizu ktérego istnieje jednoznaczne
rozwigzanie przebiegu pradu i napiecia takiego uktadu. Poprzez sklejanie takich rozwiazan
mozna uzyskac¢ rozwigzanie dla ograniczonego przedziatu czasu.
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Abstract

In this paper there is proved a possible solution of the panage of current and voltage of
the electric two-terminal network, which consists of a serial or parallel connection of
a nonlinear resistor and a nonlinear inductor. The suggested method of the solution of electric
circuits is based on Cauchy and Kowalska theorem. The solution of the current i(t) is derived
for a serial connection of the nonlinear resister Rn and nonlinear coil Ln at the voltage input,
whereas the solution of the voltage u(t) is derived for a parallel connection of the nonlinear
resistor Rn andf linear coil L at the current input. In a selected case after, introducing certain
simplifications we obtain a solution of the current i(t) of the serial circuit R NL N for the input

voltage step function. The solution has been obtained by the integration of the differential
equation.



