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OBSE’R,\NOWALNOSC DODATNICH UKEADOW DYSKRETNYCH
Z OPOZNIENIAMI ZMIENNYCH STANU

Streszczenie. W pracy sformutowano definicje oraz podano warunki konieczne
i wystarczajace obserwowalnosci dodatnich (wewnetrznie) uktadéw dyskretnych
z wieloma opGznieniami zmiennych stanu. Podano metode na wyznaczenie
wektora warunkéw poczatkowych. Rozwazania zilustrowano przyktadem.

OBSERVABILITY OF POSITIVE DISCRETE-TIME LINEAR SYSTEMS
WITH DELAYS IN STATE

Summary. Definitions and necessary and sufficient conditions for observability
of positive (internally) discrete-time systems with multiple delays in state vector
have been given. Considerations are illustrated by numerical example.

1. Wstep

Problematyka obserwowalnosci obok osiggalnosci czy sterowalnosci nalezy do
waznych aspektéw nowoczesnej, matematycznej teorii sterowania. Zagadnienia te sg
od wielu juz lat tematem licznych prac, np. monografie [4, 7] (wraz z obszernie
cytowang tam literaturg), w ktorych rozwazano uklady standardowe (niedodatnie)
ciggte oraz dyskretne, lecz bez opdznien. W ostatnich kilku latach, w ktorych znacznie
wzrosto zainteresowanie uktadami dodatnimi, problem obserwowalnosci ukfadow
ciaglych dodatnich bez op6znien byt rozwazany w monografiach [3, 5, 6], natomiast
uktadéw dyskretnych takze bez op6znien w [5, 6].

W niniejszej pracy, przy wykorzystaniu pewnych rezultatow prac [2, 5, 6],
zostang podane tatwe do weryfikacji kryteria obserwowalnosci dodatnich
(wewnetrznie) ukladéw dyskretnych z wieloma opdznieniami zmiennych stanu.
Zostanie takze zaproponowana metoda na wyznaczenie wektora warunkow
poczatkowych dla tej klasy uktadéw dodatnich.
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2. Sformutowanie problemu

Niech Si™1 bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm o0 elementach
rzeczywistych oraz ' =5?"*'. Zbi6r macierzy nxm , ktorych elementami sg liczby
rzeczywiste nieujemne, bedziemy oznaczaé przez 9?)**, przy czym 91”7 = 9'4. Zbi6r
liczb catkowitych nieujemnych bedziemy oznacza¢ przez Z+
Wezmy pod uwage dodatni (wewnetrznie) dyskretny ukfad liniowy z op6znieniami,
opisany réwnaniem stanu i wyjscia

h

Xxm=Z Atx,k +Bu,, ieZ+H (1a)

k=0

y,=Cx,+Du, (Ib)

gdzie h jest liczbg (naturalng) op6znien zmiennych stanu, x, e 91", uie 91”7, y, e 9l
sg odpowiednio wektorami stanu, wejscia i wyjscia oraz Ake A'*' k =0,1,....A
Be q'sm CeOIf*, D s 9f*". Warunek poczatkowy réwnania (la) jest okreslony
nastepujaco:

xie9l”, 1=04,..,A %)
Przy powyzszym warunku, jezeli uie 91” dla ie Z+, to rozwigzanie rownania stanu
(1a) jest nieujemne (tj. x, e 91", V/gZJ i ma postac [1]

h h+]-j /-1

X, =<P0'K +Z Z®(*'- k) Ak-7iX-] 1z °(7-1-9)5w;, (3)

gdzie 0(0 jest macierzgpodstawowa. Spetnia ona réwnanie
O(@i+1)=ZO00 +A®(i-1) +... +Z,,0(i - A, )
z warunkiem poczgtkowym
0(0) = O()=0dla/<0. (5)

Podstawiajac rozwigzanie rownania (la) o postaci (3) do rownania (Ib) otrzymamy

A A+l-y f-J

y, =CO(OX0+C"Z w - K)Ati*jx-j +Z - 1- 9)5», +-Ovm (6)

1=V AR1

Dokonujgc nastepnie podstawien, kolejno dla /=0,1,..,Al-1, do powyzszego
réwnania, otrzymamy zmodyfikowang odpowiedZ ukladu dodatniego (1)
W nastepujacej postaci:
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>0 (7)
gdzie:
AN €)
przy czym
)10 C 0 0 | 0" *0
y. COo(l) CA 0 |
Yo = y2 > CO(2) CO(DA, ca? * 0 9
SV CQ(N) C&(N-1)A, CO(N-2)A2 . Q. Xt

Z réwnania (8) wynika, ze, z punktu widzenia obserwowalnosci rozpatrywanego
ukiadu dodatniego, nalezy zbada¢ powigzanie z warunkami poczatkowymi x0 wektora

Y., , bez uwzgledniania macierzy B i D.
Uogolniajac podane w [5,6] definicje dla uktadéw dodatnich bez opdznien, napiszemy:

Definicja 1. Zbiorem dodatnich warunkow poczatkowych X * uktadu dodatniego (1)
nazywamy zbior warunkow poczatkowych x, e 9", i=0.4,.,/? (przy zerowym
wektorze wymuszen w =0,zeZ+), dla ktdrych otrzymujemy nieujemne wartosci
odpowiedzi y, e 9(, /6 Z+{j.

X+:={"e5R::y,.>0, zgzJ, (0)
gdzie n ={h + )n, zady,, X0 sg dane wzorami (6) i (9).

Definicja 2. Uklad dodatni nazywamy obserwowalnym w N krokach, jezeli na
podstawie znajomosci wartosci odpowiedzi tego ukladu w kolejnych N punktach
yg,Y....,yN, oraz warunkéw poczatkowych x_, e 91',i = 0,1,...h (przy =, = o, 79 Z4,
mozemy jednoznacznie wyznaczy¢ x_.,i = o0,1,...,. h

Definicja 3. Uklad dodatni (1) nazywamy obserwowalnym, jezeli istnieje liczba
naturalna N > 1 taka, ze ukfad ten jest obserwowatny w N krokach.

Celem niniejszej pracy jest podanie warunkdéw koniecznych i wystarczajacych
obserwowalnosci ukladu dodatniego (1) oraz metody pozwalajacej wyznaczy¢ stan
poczatkowy rozpatrywanego ukladu.
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3. Rozwigzanie problemu

Przy zerowym wymuszeniu u. =0,/6 Z+ réwnanie wyjscia rozpatrywanego

ukiadu dodatniego sprowadza sie do postaci (8).
Postepujac podobnie jak w przypadku uktadéw dodatnich dyskretnych bez opdznien
[5,6], mozemy udowodni¢ ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 1. Zbidr dodatnich warunkéw poczatkowych X + ukiadu dodatniego (1)
jest dodatnim stozkiem wypuktym. Stozek ten jest solidny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje liczba naturalna N e Z + taka, ze rzad SN=n, gdzie macierz obserwowalnosci

SN ma postac (9).

Twierdzenie 2. Uklad dodatni (1) jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest

spetniony przynajmniej jeden z podanych nizej warunkow:

1 Istnieje dodatni obraz macierzy obserwowalnosci SN, tzn. Im+SN= 91"

2. Z macierzy SN mozna wybra¢ n liniowo niezaleznych wierszy takich, ze macierz
odwrotna S~I macierzy SN utworzona z tych wierszy ma elementy nieujemne, tj.
S-" e9ifs.

3. Z macierzy SN mozna wybra¢ n liniowo niezaleznych wierszy takich, ze macierz

SN utworzona z tych wierszy jest uogdlniong macierzg permutacji (w kazdym

wierszu i w kazdej kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a pozostate sg
Zerowe).

Wezmy pod uwage nastepujaca, 0golng zaleznosé [2]
<Dn+k) = +k - 1)-... +1)-ac<M®), /ceZ+ (11)
gdzie u,., /=0,1,...,«-1 sgwspotczynnikami wielomianu charakterystycznego
w(z) =det(z/~ -A) =z +ujliz’"1+... +a,z + ag, (12

natomiast macierz A jest macierzg ukladu (bez op6znier) réwnowaznego do ukladu
dodatniego (1)

N
o A = 4- :
K ©O 0 0
0 0 0 0

HO 0 L) h o

Mnozac lewostronnie (11) przez macierz C, otrzymujemy
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CO(n +k) =-a-_,CO@B/+A-1) -... - aoCO(/c), (14)

Ze wzorow (11) i (14) wynika, ze CO(57+ &) jest liniowa, nicujemng kombinacjg
CG$(kk+i) dla kazdego keZ + wtedy i tylko wtedy, gdy a. <0, /=0,1,..,57-1.
Mozna wiec stwierdzi¢, ze rzadSNk=rzadSN, gdzie N =n. Jezeli sg spetnione
warunki twierdzenia 2, to zbiér dodatnich warunkéw poczatkowych X* (10) nie
zmienia sie¢ dla N >5 i pozostaje w przestrzeni 3?"". Je$li nie jest on rowny
przestrzeni 91", to uklad dodatni (1) nie jest obserwowalny. Dalsze zwiekszanie liczby

N nie spowoduje zmiany zbioru wartosci poczatkowych X +. Wobec tego, jezeli uktad
dodatni jest obserwowalny w 5+ k krokach to jest on obserwowalny w 57 krokach.

Uwzgledniajgc réwnanie wyjscia (8) oraz powyzsze rozwazania, mozemy podaé
nastepujacy warunek dostateczny obserwowalnosci.

Twierdzenie 3. Uklad dodatni (1) jest obserwowalny, jezeli istnieje liczba naturalna
N e Z+ taka, ze rzad macierzy SN o postaci (9) jest réwny 57, oraz

ST[SNSK]'e (15)

Dowod. Jezeli rzad SN=57, wowczas macierz [5\vS#] jest nieosobliwa, za$ macierz
Shk Sh]1jest w petni okreslona. Przy spetnionym warunku (15) oraz ciggu
odpowiedzi y* e 9?2y wektor warunkéw poczatkowych xo e91".

Jezeli istnieje taka liczba naturalna N eZ +, Zze jest spetniony jeden z warunkéw
twierdzenia 2, to ukiad jest obserwowalny. Jezeli jest spetniony warunek (15), to,
korzystajac z rozwigzania réwnania stanu (1) w postaci (8), mozemy wyznaczy¢
wektor stanu x0 (na podstawie znajomosci sekwencji odpowiedzi y,, oraz znajomosci
macierzy obserwowalnosci SN). Wektor xo jest okreslony wzorem

X0~Snk $n] (16)
4. Przykiad

Celem pelnego zobrazowania podanych powyzej rozwazan zbadamy
obserwowalno$¢ ukiadu standardowego (,,niedodatniego™) oraz ukfadu dodatniego
z dwoma opoznieniami (w kazdym przypadku) w 4 krokach. Macierze opisujace ukiad
standardowy oraz warunki poczatkowe sg nastepujace

0 o f 'o o o" 010
40=0 0 0.4 =05 005 4 =1 00o0,C=[ 00, (17)
010 0O 0 O 0 0O
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t0=[3 2 IJr,*,=[2 1 2]t,x2=[6 4 5]r. (18)

Przyjmujac podang liczbe krokow N =4, ze wzoru (9) wyznaczymy macierz
obserwowalnosci

c 0 0 ‘1 0 O 0 0 00O
co(i) CA 0 0 0 1 0 0 00O
CO(2) CO(hA, ca2 = 0 1 O 0 0 010 (19)
CO(3) CO(Rz CO()z2 o 1 o 05005000
CO4) CO)Z, Cx>(2~2_ 05 o0 05 05 0 05 1 0 O™

gdzie wartosci 0(1)...0(4) wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego (4). Macierz (19)

ma petny rzad wierszowy réwny 5, rozpatrywany uklad jest obserwowalny. Ciag
odpowiedzi wyznaczony ze wzoru (8) ma postaé

o =2 [3164 10f, ¢o)

gdzie y0=3 vy,=1 vy2=6, y3=4, y4=10. Natomiast wektor standw
poczatkowych wyznaczony ze wzoru (16)

X, = =Sj[s,S#]'ye=[3 2 1 2 0o 2 6 4 Of. (21)
Wobec tego
g3 AT
0 @ = 2, X,= %12 = 05 X2 *22 = 4 (22)
*03. 1 *-13. 2 *-23. 0

Zauwazmy, ze macierze opisujgce uklad standardowy zawierajg elementy nieujemne,
mozna wiec ten uklad traktowal rowniez jak uklad dodatni. Z punktu widzenia
badania obserwowalnosci uktadu dodatniego, posta¢ macierzy (19) wskazuje jednak,
ze zaden z warunkow twierdzenia 2 nie jest spetniony i uklad nie jest obserwowalny
(przy nieujemnej sekwencji wyjscia). Latwo mozna sprawdzi¢, ze wynika to z faktu,
ze macierz [64S4]" zawiera elementy niedodatnie.

Wezmy zatem pod uwage ukiad dodatni przy tych samych warunkach poczatkowych,
lecz o nastepujacych macierzach
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0 0 f "o 0 O 0 1 0
Aog= 0 0 0.4 =05 0 04 -1 0 0,C=[10 0 (23
0 0 0 0 0 o0 0 0 O

Powtarzajac obliczenia dla powyzszych danych, otrzymujemy nastepujaca postaé
macierzy obserwowalnosci

100 0 00000
001 0 000O0O
000 0 00010 (24)
010 0 00O0O00O
000 0500000

Z postaci macierzy (24) wynika, ze sg spetnione warunki twierdzenia 2. tatwo mozna
sprawdzié, ze jest spetniony warunek dostateczny (15), bowiem dla n ={h +\)n-9

otrzymujemy, ze SI [s4S[ ] ' e 9F*5. Wektor odpowiedzi oraz standw poczatkowych
w rozpatrywanym uktadzie dodatnim wynoszg odpowiednio

I3l
1*0’ 1 *0
Yi=SA=1 = 4 »ro= \'yA=[3 2 12 0 0 0 4 Of. (25)
_X_l_ 2 _X_z_

1

5. Uwagi koncowe

W pracy rozpatrzono problem obserwowalnosci dodatnich ukladéw
dyskretnych z wieloma opo6znieniami w wektorze stanu. Dla tej klasy ukiadéw
sformutowano definicje oraz podano fatwe do weryfikacji warunki konieczne
i wystarczajgce obserwowalnosci. Wskazano rowniez, ze istnieje metoda pozwalajaca
wyznaczy€, przy spetnieniu warunku dostatecznego (15), wektor stanéw
poczatkowych. Rozwazania zilustrowano przyktadem liczbowym, w ktérym pokazano
réznice miedzy obserwowalnoscig standardowego uktadu dyskretnego z opdznieniami
a obserwowalnoscig uktadu dodatniego. Warunki obserwowalnosci (podobnie jak
osiggalnosci czy sterowalnosci) dyskretnych ukladéw dodatnich sg trudniejsze do
spetnienia ze wzgledu na posta¢ macierzy obserwowalnosci (lub odpowiednio
osiggalnosci), od ktérej wymaga sie istnienia jej obrazu dodatniego (spetnienie
warunku 1, twierdzenia 2 i w konsekwencji warunkéw 2, 3). Poszczeg6lne zerowe
skfadowe stanéw x_,,x_2 w rozpatrywanych uktadach wynikajg z zerowych wierszy

macierzy S* [I4£[]'. Podane rozwazania mozna uogdlni¢ na klase uktadow
dodatnich ciggtych z wieloma op6znieniami.
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Abstract

In positive systems inputs, state variables and outputs take only non-negative
values for non-negative initial states and non-negative controls. The basic
mathematical tools for analysis and synthesis of linear systems are linear space and the
theory of linear operators. Positive linear systems are defined on cones and not on
linear spaces. Therefore, the theory of positive systems is more complicated and less
advanced. Some known results on positive discrete-time linear systems (without
delays) are extended for positive discrete-time systems with delays in state and input
vector.
In this paper we give definitions of observability (based on monographs [5, 6] for
discrete-time linear systems without delays) of positive (internally) linear discrete-time
systems with multiple delays in state vector. We give also simple necessary and
sufficient conditions for observability. Considerations are illustrated by numerical
example.



