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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE WEWNATRZ WALCA
PRZEWODZACEGO UMIESZCZONEGO W PODLUZNYM
ROWNOMIERNYM POLU MAGNETYCZNYM O CHARAKTERZE
SINUSOIDY TEUMIONEJ

Streszczenie. W pracy wyznaczono nieustalone pole elektromagnetyczne w walcu prze-
wodzgcym umieszczonym w zewnetrznym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy
thumionej poprzez rozwiazanie rownania Bessela we wspétrzednych walcowych z wyko-
rzystaniem przeksztalcenia catkowego Laplace’a. Na podstawie otrzymanych wzoroéw
wykonano dbliczenia i rysunki rozkkaddw przestrzenno - czasowych, thumienia iwnika-
nia natgzenia pola magnetycznego i gestosci pradu w walcu. Takze dla przypadku ze-
wnetrznego sinusoidalnie zmiennego pola magnetycznego rozpatrzono nieustalone i usta-
lore pole elektromagnetyczne w walcu przewodzacym. Otrzymane wzory opisujace pole
elektromagnetyczne w walcu moga byc wykorzystane do opisu gestosci objetoscionej sil
icisnienw przypadku ksztaktoweniametali impulsowym polem magnetycznym.

ELECTROMAGNETIC FIELD INSIDE A CONDUCTING CYLINDER
PLACED IN LONGITUDINAL UNIFORM MAGNETIC FIELD
IN THE FORM OF A DAMPED

Summary. In the paper we determine the transient electromagretic field in a conducting
cylinder placed in extermal magnetic field having the character of damped sinusoid, using
the solution of Bessel equation in oylirdrical co-ordinates, and also applying the integral
Lapalce transformation. The resulting equations are the besis for calculation and graphs
of space-time distributians, damping and diffusion of the magnetic field strength and
of current density in the cylinder. Moreover, for the case of extermal sine-shaped magnetic
field, we also take into consideration the trasient and steady electromagretic field in
a conducting cylinder. The resulting equations describing the electromagretic field in the
cylinder can be used to describe the volume density of forces and pressures in the case
of forming metals by means of impulse magnetic field.
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1 WSTEP

Pole magnetyczne o charakterze sinusoidy thumionej uzywane jest przy ksztaktowaniu
metali 1 polega na wykorzystaniu do ich formowania energii impulsowego pola
magnetycznego. Impuls pola uzyskuje siew wyniku przeptywu przez ghowice roboczg (cewke
cylindryczng lub phaskg) pradu impulsowego wytworzonego przez wysokonapieciowy
generator udaréw pradowych [2], [3], Uktad generator udaréw pradowych - gtowica robocza
wykorzystuje sie rowniez do wytwarzania ekstremalnie silnych impulsowych pdl
magnetycznych o indukcji kilkuset tesli i czasie trwania nie przekraczajacym kilkudziesieciu
mikrosekund [1], Tak silre pola magnetyczne stwarzajg unikalne warunki do prowadzenia
badan, miedzy innymi w inzynierii materiatowej ifizyce ciala stalego.

W przypadku ksztaktowania walca przewodzgcego impulsowe pole magnetyczne jest
polem zewnetrznym w stosunku do walca, ma jedng sktadowg wzdduz osi z (rys. 1) i okresla
sieje nastepujacymwzorem [2], [3]:

= (1)

w ktorym sktadowa natezenia pola magnetycznego wzdduz osi z

H:n @)=H €e"" sinll7 i+ Q) 1(/), (&)
gdzie: H 0 - amplituda polamagnetycznego przy braku thumieniaw A-m"1,
o - pulsacja drgan whasnych ukdadu ksztattowany element - gowica robocza -
bateria kondensatoréw w rad-s"1,
il - wspddczynnik thumienia pola magnetycznegow s,
¢ - faza poczatkowa natezenia pola magnetycznegow rad,

1(/) - skok jednostkowy Heaviside’a.

Typowe, przecietne wartosci wymienionych wielkosci wystepujace przy ksztaktowaniu
metali impulsowym polem magnetycznym wynoszga [3]: H0=107A-m"’, tj= 5-103s1,
m = n ml04rades™l, £=0.

Przy ksztattowaniu metali impulsowym polem magnetycznym nalezy okresli¢ rozkiad
czasowo - przestrzenny cisnienia w formowanym elemencie po uprzednim wyznaczeniu

rozkkadu czasowo - przestrzennego gestosci objetoscionej st ponderomotorycznych
w metalu [2], [3], Gestos¢ objetosciowg sttdla przypadku przewodu o skonczonym przekroju

z gestoscig pradu J{r,t) i polem magnetycznym H" (r,1) okresla sie [7] nastepujgcym
wzorem:
/r,® =/, Ox/H 1, D=n rotH 1F, OXH 1F, D @)

Okreslenie tg] gestosciobjetoscionej st wymaga zatem znajomoSci czasowo - prze-
strzennego rozk#adu gestoscipradu J(rj) inatezenia pola magnetycznego H 1{rj)w ksztak-
towanym elemencie.
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Rys. 1 Walec przewodzacy w zewngtrznym podduznym réwnomiernym polu magnetycznym o cha-
rakterze sinusoidy thunionej

Fig. 1 Conducting cylinder in the extermal longitudinal unifonn magnetic field having a character
ofdamped sinusoid

2. ROZKLAD CZASOWO-PRZESTRZENNY NATEZENIA POLA
MAGNETYCZNEGO

W przypadku nieskoriczenie dhugiego walca przewodzgcego w zewnetrznym podduznym
polu magnetycznym (rys.I) wielkosci charakteryzujace pole elektromagnetyczne, ze wzgledu
na symetrie ukladu, zalezg tylko od wspGhrzednej r walcowego ukdadu wspérzednych.
Chodzi zatem o zagadnienie jednowymiarowe ze stalg przenikalnoscig magnetyczng walca
H - ijego stalg konduktywnoscig y .Ze wzgledu na to, ze pole H zem®) ma tylko jednag

sktadowg wzdduz osi z ,na mocy drugiego réwnania Maxwella rotE ¥(@,©= —/iQH o ,
di

natezenie pola elektrycznego ma rowniez jedng sktadowg wzdtuz osi 9 , tn.
E lemr,t) = -10Eg" (rj) -Wtedy tez wektor Poyntinga

P{rj) - E :n(rj)XH BE®=-1rPr{,o, (©)

co oznacza, Ze mamy do czynienia z zagadnieniem padania fali cylindrycznej na
powierzchnie boczng walca przewodzgacego.
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W przypadku ogélnym przewodnika o dowolnym ksztakcie, umieszczonego w zmiennym
polu elektromagnetycznym silg rzeczy musza powstac prady, gdyz pole elektryczne catkowite
nie moze by¢ réwne zeru wszedzie w calym przewodniku. Prady te noszg nazwe pradow
Foucaulta [6] i sa okreslone przez wektor gestosci pradu J(r,t)- rnys.l. Prady te wytwarzaja

tzw. pole magnetyczne oddziakywania zwrotnego H o:{r,t), ktére w badanym ukkadzie ma
Jedng sktadowg wzd¥uz osi z , czyli

Ho"{r,1) = \;H°Iz{r,©). (())
Zatemw obszarze I, tn. dla r > R cakkowite natezenie pola magnetycznego
H “(r,t)=H2ew®+ H ozfr,t). ®)
Konduktywno$¢ obszaru 11 (powietrze) jest rowna zeru, a stad pierwsze réwnanie
Maxwel la dla pola magnetycznego oddziakywania zwrotnego H°z(r,t), przy jednoczesnym
pominieciu pradéw przesuniecia (pole quasi-statyczne), ma postac
rotHae@,©=0. ®)
Po uwzglednieniu wzoru (4) réwnanie (6) sprowadza sie do

dH; (r,t) _
dr

0, 6a)

co oznacza, ze skkadowa H oz(r,1) nie zalezy od zmiennej r walcowego ukdadu wspot-
rzednych. Zatem ze wzoru (5) pole magnetyczne dla r > R

H*(r.t) = H ;ev@+ H°; (). @)

Dla r->0 pole Hf (r,)—»H *W(/), astadwynika, ze H°z@® =0 iwtedy catkowite
pole magnetyczne w rozwazanym obszarze

Hn®=1.//F()=H zem® = 1;H = ). ®)
Zerowa wartos¢ pola magnetycznego oddziakywania zwrotnego w obszarze r> R
wynika z faktu, ze linie gestosci pradu J(r,I) indukowanego w walcu sg okregami
koncentrycznymi o asi Oz - rys.l Zatem, nie wytwarzaja one na zewngtrz walca zadnego
pola magnetycznego podobnie jak prad w nieskoriczenie dbugim solenoidzie.
Zewnetrzne pole magnetyczne mozemy przedstawi¢ jako czeS¢ urojong funkcji
zespolonej pola zewnetrznego, tn. w postaci wzoru

Hr«)=1Mzrm (©)

w ktorym to wzorze
tLT(t) =Hoe ""eD"I( , (€2))

gdzie amplituda zespolona pola magnetycznego zewnetrznego
K 0=H,, eji: (9b)

Podobnie przedstawimy poszukiwane natezenie pola magnetycznego w
obszarze 1 (0<r <R), czyli



Pole elektromagnetyczne wewnatrz. 31

HI(r,©) = . D}, (10)
gdzie Jest funkcjg zespolong pola magnetycznego w walcu zmiennych rzeczywistych

r oraz t.Funkcja ta spehnia skalarme réwnanie falowe we wspotrzednych walcowych

d2H[(r,t) ,1 _Q
drl r dr dt

Dla r = R musi zachodzi¢ ciaghos¢ natezenia pola magnetycznego, tzn. mamy nastepujacy
warunek brzegowy dlawielkosci zespolonych:

H-(R,t) = KT(t). 12
Ponadto zakt#ada sie zerowy warunek poczgtkowy, tn. dla /=0

H[(r.0)=0 . (129)
Rozwigzania roéwnania (11) z warunkiem brzegowym (12) dokonamy stosujac
przeksztakcenie catkowe Laplace’a. W tym celu oznaczmy przez H :(r,s) transformate
Laplace’a funkcji zespolonej /7! (R, ) wzgledem zmiennej t,tm.
©
Hkr.s) = £,{H[(r,©)} = \ H I(r,t)es’At a3)
[0}

Dokonujac nastepnie przeksztatcenia Laplace’a wyraz po wyrazie réwnania rézniczko-
wego (11), uwzgledniajac jednoczesnie zerowe warunki poczatkowe H.@0=0,
otrzymujemy réwnanie

d2H":(r,s) . 18H :(r_,?)

-/.
————— H Z(F,s) = O. 14
dr- r dr ) a9

Po przeksztakceniu warunku brzegowego (12), uwzgledniajgc takze wzér (%),
znajdujemy

h *(R,s)=H 0— — , (€15)
s-sQ

gdzie
SO =-ri+ jm. (15a)
Rownanie (14) jest réwnaniem Bessela zerowego rzedu zmiennej r, ktoérego rozwig-
zaniem jest funkcja [5]

H -("5)=A,/0(V74Jtir)+ A 2K 0(Vs r), (€5)

gdzie funkcje 10 (yfs-Jju/ r) i K 0C¢JIs-Jjuy r) sg zmodyfikowanymi funkcjami Bessela
zmiennej zespolonej -Jsyf/jyr odpowiednio pierwszego idrugiego rodzaju zerowego rzedu,
zas At i A2 sagzespolonymi stabymi catkowania.

Dla r->0 funkcja K O(y/sy[Jiyr) <= , za$ pole magnetyczne musi by¢ skonczone,

a stad wynika, ze stala A 2= 0. Zatem natezenie pola magnetycznego w obszarze /
(O<r<R)
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H i1(r,s) = A, 10(sfs yflry-r). (16a)

Z warunku brzegowego (15) wyznaczamy stalg A, i ostatecznie natezenie pola
magnetycznego w postaci operatorowej

e o= o MUY VWl oa (16b)
(s-s0) In(JsJIIyR)

Mozna wykaza¢, ze mianownik we wzorze (16b)

M(s) = (s-s0)10(yfs J/uy R) (160)
jest funkcjg analityczng w calej polplaszczyznie ,S” oraz ma (opr6cz zera 5 = sO )
pojedyncze zera st = -crt (ak > 0) na ujemnej polosi rzeczywistej.

Przedstawiajac zmodyfikowang funkcje Bessela
A, (V- = 4w R)= loQxk), aan
gdzie
xk =Jo~k Jjjy R (17a)
iunzgledniajac zwiazek miedzy zmodyfikowang funkcja /,, a funkcja JO pierwszego rodzaju
zerowego rzedu
70(x) = yow (17b)
oraz przyjmujac, ze punkty +xk sgmiejscami zerowymi funkcji Bessela J,,(x), 1.
JOo(xxk)=10, (9]
wyznaczamy miejsca zerowe funkcji 10(y/s -1Jiy R ), otrzymujac
2
> <0. (¢5))
ryR1

Miejsca zerowe xk funkcji Bessela J0O(x) pierwszego rodzaju zerowego rzedu oblicza
sie za pomocg wzoru przyblizonego ([5l, s. 48, na podstawie wzoru (4))

1 124 120928 401743168
xk =(pk + ——c————=ZlC S I s -+, 19)
K 8qk 3(Bgk)3 158(8eit)  105(8e>,)7

gdzie
ekz(k——}x, *=123,..). (19)

Do obliczenia oryginabu H_[(@r,©) funkcji operatorowej H -.(r,s) Kkorzystamy z
twierdzenia o rozkdadzie

& -s0)10(ylsyJju/R) oM (sk)
gdzie L(sk) jest wartoscig licanika, M* (sk) jest wartoscig pierwszej pochodnej mianownika
funkcji (16b) wzgledem zmiennej s dla s=sk , za$ punkty sk sg miejscami zerowymi
mianownika (k= 0, 1, 2,... ).Dla k= 0 miejsce zerowe funkcji (16c) okreslone jestwzorem
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(1%). Dla ¢=1,2, 3,... miejscazerowe sk zmodyFikowanej funkcji Bessela 10(y[sJjuyR)

wyznaczamy ze wzoru (18).
Pochodna funkcji (16c) wzgledem zmiennej y

M (®)-= =/, Sy[I~R) + JARIN-FSJIAR), (21)
ds 2yls
gdzie Inyfsy/jur R) jest zmodyfikowang funkcjg Bessela pierwszego rodzaju pierwszego

rzedu.

Jesli uwzglednimy, ze sk, okreSlone wzorem (18), jest miejscem zerowym
zmodyfikowanej funkcji Bessela 10(-JsyfpyR) pierwszego rodzaju zerowego rzedu, czyli
10(¢sk)= 0, to

MT (=~ (4 4R2E ILH ) - X (AR ), 1a)
gdzie wspotczynnik zespolony
x*)= ~2/;—V [R2njity + J(R2riny -x])]= Ak(xk) exp[j a, (xt)], QlIb
gdzie modut
ACE = JRLMAD2+(RWY-Xj)2 Q10
iargument
at(yt) = arctg/? Rmj uy_ n (¢4 [s))

We wzorze (21a) kwadrat zespolonej stalej propagacji
£- =—jjyjr +imjuy = r 2ej2’. (€2))

Modu+t stakej propagacji okreslony jest wzorem

T = Njyjy Ri2+m 2 (22a)
zas jej argument poprzez wzor
1 T o1 m
== arctg(—rzr = — +-arctg- . (22b)
2 mno4 2 ir

Wyznaczone miejsca zerowe mianownika we wzorze (16b) oraz wyznaczone wartosci
funkcji M "(sk) - wzér (21a) umozliwiaja obliczenie oryginabu zespolonego natezenia pola
magnetycznego w obszarze / (0 <r<R)

z :(".0=g.z7° eV =ZUr,t) +i.1£Ar"t), @)

M G tf
gdzie Hi <@ 7)jest oryginakem funkcji (16b) w biegunie 5 =s0 (Ar=0),za$ H.iic(rA) jest
oryginatem tgj funkcji w biegunie s=s,. (k= 1, 2, 3,... ). Oryginaly te sg dane nastepujacymi
wzorami :
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HLO(r.,©)=H 0~ + i (23a)
- 10(£R)

Oraz
TO- (23b)

Postac wyktadnicza funkcji Bessela wystepujgcych we wzorach (23a) 1(23b)
Ijrr) =Mjrr)txpU/s3JLr)l

h(£-K= (£R)exp[j /2, (£/?)],

| _ o 4)
£(-j *—k_K/\) = U /lz-) exp[j /?0i.(-j x, E)]’
I, (- X£) = M KE(-j xt) exp[j pu (-j x,)]-

umozliwia zapis funkcji (233) 1 (23b) w postaciach rzeczywistych, tzn. jako funkcji
rzeczywistych zmiennej r walcowego ukdadu wspétrzednych oraz czasu t .Odpowiednio
otrzymujemy

H[A@0 = Im {//'"n(%0} = H O e* sinf«r /+/2,(E ) - pOCFR) +£], (25)
M O(£R)

oraz

M uCGaxk—) 2 2
B e PPy STAUE g0 B+

Ostatecznie natezenie pola magnetycznego w walcu przewodzacym umieszczonym w
zewnetrznym pod4uznym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy thumionej ma postac¢

@n

Rys. 2. Rozkkad czasowo - przestrzenny natezenia
pola magnetycznego w walcu przewodzacym
umieszczonym w zewnetrznym podduznym
rownomiernym polu magnetycznym o
charakterze sinusoidy thumiorej; R =210'2m,
j = 51083 s1, a=%tlo4 radsT,
y=58-10sSm 1, =0

Fig. 2. Time-space distribution of the magnetic
field in a conducting cylinder placed in
the extermal longitudinal uniform magne-
tic field having a character of adamped
sinusoid; R =2-102 m, %= 5-103 s,
o= ;104 rads"l,y= 58-106 S-m'L £ =0
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Rozk¥ad czasowo - przestrzenny natezenia pola magnetycznego w walcu przewodzacym
przedstawiono (cbliczenia i rysunki wykonano w Mathematica 3.0) na rys.2 w jednostkach
wzglednych jako funkcje

= (27a)

THumienie pola magnetycznego do walca przewodzgcego umieszczonego w zewnetrznym
podtuznym réwnomiernym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy thumionej dla kilku
wartosci oot = const przedstawiono na rys.3.

Wnikanie pola magnetycznego wewnatrz walca przewodzacego umieszczonego Ww
zewnetrznym poddtuznym réwnomiernym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy
thumionej dla kilku wartosci r = const przedstawiono na rys.4.

Rys. 3. Thumienie pola magnetycznego w walcu Rys. 4. Wnikanie pola magnetycznego wewngtrz

przewodzacym umieszczonym w zewngt- walca przewodzacego umieszczonego
rznym podduznym réwnomiernym polu w zewnetrznym podtuznym réwnomier—
magnetycznym o charakterze sinusoidy nym polu magnetycznym o charakterze
thumionej dlacot = const; 1- cot\ = 0, 2 - sinusoidy tlun|0ne1 dla r = oost;
cot2 ~ 0,006 T, 3 - cot3 = 0,01 R - 1-r, =R = 20-103m, r2= 19-10"3m,
2-102m, rj = 5103 s, co = 7A-104 rads"], 3= 18-103m; R =2-102m, 7= 5-103s7,
y=58-106 Sm"1, =0 = 104 rads"l,y = 58-106S-m"1, £ =0
Fig. 3. Damping of the magnetic field in a con- Fig. 4. Diffusion of the magnetic field insice
ducting cylinder placed in the external a conducting cylinder placed in the exter-
logitudinal  uniform magnetic field ha- nal logitudinal unifonn magnetic field
ving a character of damped sinusoid for having a character of an attenuated sinu-
cot = const; 1-cot\ = 0, 2 - cot2 = 0,005 n, oid for 7= amst.; 1- A = R =
3 - cot2 = 0,00 A R =2-10":m, {1 = 20-10'3m, 72= 19-10"3m, 73= 18-10"3m;
5T03 s, © = *lo4 rads1 y R =2-102m, 7= 5-103s1, w = 7104

58-106 Sm"1, ¢=0 rad-s', y=58-106 S-m', i =0
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3. ROZKLAD CZASOWO - PRZESTRZENNY GESTOSCI PRADU

W walcu przewodzacym zespolone natezenie pola magnetycznego r.©o=1 tL*ArA)
zwigzane jest z zespolong gestoscig pradu J(r,t) = 1& Je(r,t) pierwszym rownaniem
Maxwel la

rot (28)

skad po uwzglednieniu, ze powyzsze wektory maja tylko po jednej skiadowej, otrzymujemy

le(r,t)=-m 1M

| wore ] ©9)
t$

gdzie

dr —0 Ilu(frR)
oraz

Xk T/ = K\
dH1 (r v X2
IBtED= - o Pz Hoe Aee ~ exp[ (2%0)
y dr AKX, {-I1xk) n tiyRIi

Wzory (29a) i (29b) umozliwiajg wyznaczenie gestosci pradu jako funkcji rzeczywistej
zmiennej r walcowego ukdadu wspétrzednych oraz czasu t w walcu przewodzgcym
umieszczonym w zewnetrznym polu magnetycznym o charakterze sinusoidy thumionej. Znak
minus w tych wzorach oznacza, ze zwrot wektora gestosci pradu J (r,©) jest przeciwny do

zwrotu wektora jednostkowego 10 walcowego ukdadu wspodrzednych - rys.l. Wtedy
sk¥adowa gestosci pradu

Je (C0 =Jeo(CO +£;4,r(r>0 > 30)
gdzie
~Ne.o(cO = Im{,/00(7-,N}=
MAT , (30a)
=~H"Ww V(]y<j’ re sin[sr"+ @nN-A (£E*)+?+£]

gdzie M,(/>) i /?,(//) saodpowiednio modutem iargumentem zmodyfikowanej funkcji
Bessedla pierwszego rodzaju piemwszego rzedu /,(/>) =M, (/>) eM,cr) oraz

«V (cO =Im{Jot(r,0} =
AT, (-Jxt-) 2 (30b)

M0 oyl 3 TR - = IO/ G, %) = 26X )= o )+ ]
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Rys. 5. Rozkkad czasowo - przestrzenny gestosci
pradu w walcu przewodzgcym umieszczo-
nym w zewnetrznym podduznym réwno-
miernym polu magnetycznym o charak-
terze sinusoidy thumiorej; R=2-102 m,
4= 510381, w= 704 rds™, y =
58106 Sm 1, i =0

Fig. 5. Time-space distribution of the current
density in a conducting cylinder placed in
the external longitudinal uniform magne-
tic field having a character of a damped
sinusoid; /?=2-102 m, #=5T03 s,
w = 104 rads™], y=58-106 Sm" 1, 4 =0

Rozk#ad gestosci pradu (30) wygodnie jest przedstawiaC w postaci bezwymiarowej za
pomoca funkcji

kJ(rd)~RINrd). Q@D

Rys. 6 .Thumienie gestosci pradu w walcu prze- Rys. 7. Whikanie gestosci pradu  wewnatrz walca

wodzacym umieszczonym w zewnet-
rznym podduznym réwnomiernym polu
magnetycznym o charakterze sinusoidy
thumiongj dla o = cost; 1 - @) =
0,2- o2=0,006n, 3- 3= 0.01 n:
R =2-102 m, ] = 518 s, © =
il rads™], y=58-106 Sm"L, i =0

ducting cylinder placed in the extermal
longitudinal uniform magnetic field ha-
ving a character of an damped sinusoid
for ot = cost; 1 - o\ = 0,2 -co2=

0,005 jt, 3- ci3- 0,01 @ R =2102m,
/=51085s1 o©=irl4 rads", y-=
58-106 Sm"1, 4 =0

przewodzacego umieszczonego w zewnet-
rznym podtuznym réwnomiernym polu
magnetycznym o charakterze sinusoidy
thumiogj dla r = aost.; 1 - A= R =

19-10" m. r3= 1810%3m;
2=2102m. £=518s* ©=irl0 rads
y=58T06 Sm"1, 4=0

Fig. 6 .Damping of the current density ina con- Fig. 7. Diffusion of the current density in a con-

ducting cylinder placed in the extermal
logitudinal uniform magnetic field having
a character of an damped sinusoid for r =
aost.; 1 - rt=R =20-103m, r2=
19103m, r3= 18103m; R =2102m,
¥ = 5103 ST, ® = 71 rads"
58-106 S-m f =0
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Rozk#ad gestosci pradu w walcu przewodzacym umieszczonym w zewnetrznym polu
magnetycznym o charakterze sinusoidy thumionej z punktu widzenia thumienia catkowitego
jest podobny do rozk#adu natezenia pola magnetycznego, z tym ze zachodzi przesuniecie
fazowe gestosci prgdu w stosunku do natezenia pola magnetycznego. llustrujg to rysunki
5,617

4. ZAKONCZENIE

Jezeli wspodczynnik thumienia zewnetrznego pola magnetycznego 4 ~ 0 (tak mozna

m .
iwvtedy a=X3B=k,

przyjac, gdy rj« o ), to argument zespolonej stalej propagacji o= %

za$ zespolona stata propagacji

r:a+jp=k+]k:—Jmnyt}:—J]m, 32
gdzie wspétczynnik
w = -Jar/gy - (32)
a kwadrat zespolonej stalej propagacji
r2=JUJHY =]m2 (33)

Wtedy tez réwnanie operatorowe (14) iwarunek brzegowy (15) pozostajg niezmienione,
przy czym sO= jtw .Odpowiada to poszukiwaniu przebiegu nieustalonego natezenia pola
magnetycznego w walcu przewodzacym po ,wkaczeniu”, podduznego w stosunku do walca,
zewnetrznego sinusoidalnie zmiennego pola magnetycznego, czyli

H:'(t)=HOsin(B7/+£)I(t). (34)

Otrzymane poprzednio rozwigzania dla pola elektromagnetycznego ulegng pewnym
uproszczeniom, zaszespolone natezenie pola magnetycznego mozna wtedyprzedstawic jako

sume dwoch sktadnikow: sktadowej ustalonej i sktadowej przejSciowej, tzn.
Ki(rd) = iL4ys{r, )+ przgj (r,t). (35)

Zespolona sktadowa ustalona pola magnetycznego

Ki.ArJd) =HL[ O, ©)=H 0 edr, (353)

oraz sktadowa przejsciowa
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“ > iXk D) 2

tt ’(r'/)zti Ak(xk)lx(-ij-eXp[ -2l (33)

przy czym wspétczynnik zespolony (xk) jest wtedy dany wzorem

dt (xt)= - j xt) = At (xK) exp[j a k(xK)], (35¢)
gdzie modut
A(xk)=—2’;(—kyl(R2er)2+4 (35d)
iargument
2
ak(xk)= -zxc\g— " — . (3%e)
R~mfjy

Natezenie pola magnetycznego jako funkcja rzeczywista zmiennej r walcowego ukdadu
wspotrzednych iczasu t wyraza sie nastepujaco:

Hi(r,0 =H[m, . O+ H[ pE (.0, (36)

gdzie rzeczywista skfadowa ustalona pola magnetycznego

A, @/Tnir) - yA (362)

= HOwWw ', r— TTs in 1+ P o A~ m " P “ m R )+ £1],

oraz rzeczywista sktadowa przejsciowa pola magnetycznego

M n(xij) x2 (36b)

=)YgqH "Ak(Xk)M I(-jxt ) exP[ iu/\h Asin*" G g ~-P " k@Gn xt>+ sl

Rozktad czasowo -przestrzenny, wnikanie i thumienie pola magnetycznego w walcu

przewodzacym wprzypadku n~0 ,w postaci funkcji kH(rj) =" przedstawiono
#0
odpowiednio na rysunkach 8, 9 i10.



Thumienie pola magnetycznego w
walcu przewodzgcym umieszczo-
nym w zewnetrznym podtuznym
sinusoidalnie  zmiennym  réwno-
miernym polu magnetycznym dla
ot=cost; 1- @\ =0, 2- o2=
0,005 k, 3 - (@ = 0,00 ™
R =2-102 m, © = 7104 radsT),
>=58 106 Sm"1, i =0

Fig. 9. Damping of the magnetic field insice

a conducting cylinder placed in the
extermal  logitwdinal  sine-shaped
uniform magnetic field for «t =
ocost; 1- @A=0, 2- ot2=0,005n,
3-a0t83=0,0l n:- R =2102m, =
tclM radsl, y=58-106 S-m*",i=0

Zygmunt Pigtek. Bernard Baron. Andrzej Katuza

Rys. 8.Rozklad czasowo - przestrzenny natezenia
pola magnetycznego w walcu przewodza-
cym umieszczonym w zewnetrznym po-
dtuznym sinusoidalnie zmiennym réwno-
miernym polu magnetycznym; R =2-102m,
= =104 rds™], y=58106 Sm 1, i =0

Fig. 8. Timc-space distribution of the magnetic
field strength in a conducting cylinder pla-
ced in the external logitudinal sine-sha-
ped uniform magnetic field; R =2T0'2 m,

© = ;tT04 rads™l, y = 58-106 S-m"l

f

Rys. 10. Whikanie pola magnetycznego we-
wngtrz walca przewodzacego umiesz-
czonego w zewnetrznym podduznym
sinusoidalnie  zmiennym  réwnomier-
nym polu magnetycznym dla
r=omst; 1- rt=R = 20-103 m,
r2 = 19-103 m, r3 = 18-10"3 m;
R = 2T0'2 m, ® = tclo4 rads™l,
y=58-106 S-m"L i =0

Fig. 10. Diffusion of the magnetic field insice a
conducting cylinder placed in the
external logitudinal sine-shaped
uniform magnetic field for r = cost.; 1
- r,=R = 20-103m, r2= 19-10"3m,
r3= 18-103m; R =2-102m. w = TtIM
rads"l, y= 58-10sS-m"1, £ =0
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W przypadku zewnetrznego polamagnetycznego okreslonego wzorem (34) gestosc
pradu w walcuprzewodzgcym moze by¢, podobnie jak natezenie polamagnetycznego,
przedstawiona jako suma skkadowej ustalonej iprzejscionej, tan.

- + @n

Zespolona sk¥adowa ustalona gestosci pradu

_ 37.
10(y1jR) G7

oraz zespolona sktadowa przejsciowa gestosci pradu

=£J0x(".0= * w o, Mexpl = . (@37b)

Gestos¢ pradu w walcu przewodzacym, jako funkcje rzeczywista zmiennej r walcowego
ukdadu wspdtrzednych iczasu t,wyraza sie nastepujaco:

Je (. ©=JAst (, O+ Jarxj (1), )

gdzie rzeczywista skfadowa ustalona gestosci pradu

n n n (383)
=~ — + MR) + - +
%u Ol{er)mR) Yrg A
oraz rzeczywista sktadowa przejsciowa gestosci pradu
0vV)} =
_ r
- M\ Gxk—) 2
= Et 710 %(-kk )M](—jxt§ R exp[—j yR cos[/?,3t('j ** R (1 **xe (y=>+" nm
(380)

Rozktad gestosci pradu w walcu przewodzacym umieszczonym w zewnetrznym
sinusoidalnie zmiennym polu magnetycznym przedstawiono na ns.11, ns.12 i ns.13 za

pomoca funkcji kj @)= ——=-2-= |
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Rys. 12. Thumienie gestosci pradu w walcu

Fig. 12.

przewodzacym umieszczonym Ww
zewnetrznym podduznym  sinusoi-
dalnie zmiennym réwnomiernym
polu magnetycznym dla ot = const;
1- aot, =0, 2 - coU = 0,005 n,
3-awy=0017% R =2-10"m,
o= trl4 rads™], y = 58-106 S-m"1,
Z=0

Damping of the current density ina
conducting cylinder placed in the
extermal logitudinal  sine-shaped
uniform magnetic field for
ot =oost; 1- at, = 0,2 - o2 =
0,005 jt, 3 - wty = 0,01 & R =
2-102M, o = 7104 rads"L y =
58-106 S-m"1, i =0

Zygmunt Pigtek. Bernard Baron. Andrzej Katuza

Rys. 11. Rozkkad czasowo - przestrzenny gestosci
pradu w walcu przewodzacym umiesz-

czonym w

zewngtrznym podduznym

sinusoidalnie zmiennym réwnomiernym

polu magnetycznym; R =2-102 m,

Q=

Ti- rad s, y=58-106 Sm*1, i =0
Fig. 11. Time-space distribution of the current

density in a conducting cylinder placed in

the extermal longitudinal sine-shaped uni-

form magnetic field; R =2-10 "' m,

@ =

ti-I04 rad S, y = 58-106 S-m"1, =0

Rys. 13. Wnikanie gestosci

Fg. 13.

pradu wewngtrz
walca przewodzacego umieszczonego
W zewnetrznym pocuznym
sinusoidalnie zmiennym réwnomier-
nym polu magnetycznym dla r =
aost; 1-r,=R = 20-103m, r2=
19103 m, r3 = 18103 m; R =
2-102 m, © = M rad-sl, y =
58-106 S-m1, i =0

Diffusion of the current density insice
a conducting cylinder placed in the
extermal  logitdinal  sine-shaped
uniform magnetic field for r = const;
1-r,=R =20-103m, r2= 19-103m,
r}= 18103 m; R =2-102m, ® =
7104 rad-s™,y = 58-106 S-m"L £ = 0
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Jezeli dla #/ = 0 (przypadek niethumionego zewnetrznego pola magnetycznego)
pominiemy stan przejsciony, tn. jezeli bedziemy rozpatrywa¢ walec przewodzacy
w zewnetrznym podtuznym ustalonym sinusoidalnie zmiennym polu magnetycznym, to
sktadowe przejsciowe znikna i pozostang tylko skkadowe ustalore. Zespolone pole
magnetyczne jest wtedy okreSlone wzorem

Hi @) =H{w(@,D=H[({M)e}, €))

gdzie na podstawie wzoru (35a)

B 7
10(y1jmR)

co jest rozwigzaniem (podanym w [4], s. 199, wzor (9.109)) réwnania Besela ([4], s. 198,
rownanie (9.105))

(3%)
dar" r dr

Natezenie pola magnetycznego, jako funkcja rzeczywista zmiennej r walcowego ukdadu
wspotrzednych i czasu 1, odpowiadajace rozwigzaniu (39) dane jest wtedy wzorem (36a).
Rozk#ad czasowo - przestrzenny, wnikanie i thumienie pola magnetycznego w walcu
przewodzacym w przypadku ustalonego sinusoidalnie zmiennego zewnetrznego pola

magnetycznego , w postaci funkcji kH (r,©) = —
Ho

, przedstawiono odpowiednio na

rysunkach 14, 15 i 16.

Rys. 14. Rozkdkad czasowo - przestrzenny natezenia pola magnetycznego w walcu przewodzacym
umieszczonym w zewnegtrznym podduznym ustalonym sinusoidalnie zmiennym réwno-
miernym polu magnetycznym; R =2-102m, (o= jri®dradsl y=58 106 Sm 1, ¢ =0

Fig. 14. Time-space distribution of the magnetic field in a conducting cylinder placed in the
external logitwdinal steady sine-shaped uniform magnetic field; R =2-102m, t =
iH104 rad S, y= 58-106 S-inl, =0
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Rys. 15. Thumienie pola magnetycznego w

walcu przewodzgcym umieszczo-
nym w zewnetrznym podduznym
ustalonym sinusoidalnie zmiennym
réyynomiemym polu magnetycznym
dla @t = ost; 1 -cot,= 0,
2-ot2=0,0056 7 3 - ooti = 0,01 5
R =2-102m, w = ®l04 rads"L y =
58 106 Sm A<i =0

Fig. 15. Damping of the magnetic field in a

conducting cylinder placed in the
extermal longitudinal steady sine-
shaped uniform magnetic field for
ot=oost; 1- af]=0, 2 - 2=
0,006 &4 3 - o = 0,01 jg
R =2-102m, = =10 rads", y =
58 106 SIM™L, i =0

Zygmunt Pigtek. Bernard Baron. Andrzej Katuza

Rys.

Fig. 16.

16. Wnikanie pola magnetycznego we-
wngtrz walca przeyyodzacego umiesz-
czonego w zewngtrznym podduznym
ustalonym sinusoidalnie  zmiennym
rownomiernym polu magnetycznym
dlar=const; 1- A=R = 20-103m,
/z= 191008 m, 73 = 18-103m; R =
2-10'2 m, © = ™04 radsd, y=
58-106 Sm L, i =0

Diffusion of the magnetic field insice a
conducting cylinder placed in the
extermnal logitwdinal  staeady  sine-
shaped uniform magnetic field for
r=const; 1-rt=R = 20-103 m,
R = 19103 m, 7-3= 18-103 m;
R =2-102 m, o = TE0" rads'
y=58-106 Snfl, £ =0

Dla wyzej wymienionego przypadku, ustalonego sinusoidalnie zmiennego zewnetrznego

pola magnetycznego, zespolona gestos¢ praduw walcu przewodzacym jest réwna:

Rys. 17.

Fig. 17.

Rozkkad czasoyvo - przestrzenny gestosci
pradu w walcu przewodzacym umiesz-
czonym w zeyymetrznym podduznym usta-
lonym sinusoidalnie zmiennym réwno-
miernym polu magnetycznym; R
2-102 m, o©= 1M rdsl, vy
58-106 Sm"L i =0

Time-space distribution of the current
density ina conducting cylinder placed in
the extermal logitudinal stable sine-
shaped uniform magnetic field; R =
2-102 m, ® = W04 rads"l, y=
58-106 S-m"1, €=0
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ce (Y=Jsd@,H=Je()erF*, (40)

gdzie

(40.)
/0(Vij

co odpowiada rozwigzaniu podanym przez M. Krakowskiego w pracy [4 (wzér (9.110),
s 19).

Gestos¢ pradu, jako funkcja rzeczywista zmiennej r walcowego ukdadu wspodrzednych
i czasu t, odpowiadajaca rozwigzaniu (40), dana jest wtedy wzorem (382). Rozk¥ad gestosci
pradu w walcu przewodzgcym umieszczonym w zewnetrznym ustalonym sinusoidalnie
zmiennym polu magnetycznym przedstawiono na rysunkach 17, 18 i 19 za pomocg funkcji
s 5 5 RI(r,®)

240

Rys. 19. Wnikanie gestosci pradu wewngtrz wal-
umieszczonego

Rys. 18. Thumienie gestoéci pradu w walcu
przewodzacym umieszczonym w ca przewodzacego

Fig. 18.

zewngtrznym podduznym ustalonym
sinusoidalnie zmiennym réwnomier-
nym polu magnetycznym dla cot =
oconst; 1-cot\ =0, 2 - cot2 = 0,005 g,
3-coti = 0,01 ;% R =2-102m, co=
7104 rad-sl, y=58-106 Sm4, i =0
Damping of the current density in
a conducting cylinder placed in the
extermal logitudinal  stesble  sine-
shaped uniform magnetic field for
cot = ast; 1 - a\=0,2 - col2 =
0,006 i, 3 - cot2 = 0,00 &
R =2102 m, co = tcl¥ radsl,
y=58-106 Sm 1, £ =0

w  zewnetrznym pocduznym ustalonym
sinusoidalnie zmiennym réwnomiernym
polu magnetycznym dla r = const;
1- r,=R = 20-103m, r2= 19-103m,
r2= 18103 m; R =2-102m, @ =
Ti-I rads™], y= 58-10¢ S-m"1, i =0

Fig. 19. Diffusion of the current dasity” in a

conducting coylinder placed in the
external  logitudinal  stesble  sire-
shaped uniform magnetic field for
r - const; 1 - rt= R = 20-103 m,
r2 = 19103 m, r3= 18-103 m;
R =2-102 m, ® = ™10 rads"l,
y=58-106 S-m"1, =0
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Abstract

During the process of the magnetic forming of metals e.g. of the conducting cylinder
shown in Fig. 1, extermal magnetic field is longitudinal in relation to the cylinder and ithas the
character of a damped sinusoid - see equation (1a). The magnetic field strength inside the
cylinder (0 < r <R ) isthen defined by the differential equation (11) with boundary condition
(12) and initdal rest condition (12a). Applying Laplace transformation in relation to time tto
equation (11) yields Bessel equation (14) of zero order in relation to variable of the
cylindrical coordinate system.

Complex solution (17) of this equation enables, after using inverse Laplace
transformation, the determination of the magnetic field strength inside the cylinder as a
function of the real variable r and time 1 - equations (25), (26) and (27). The time-space
distribution of this magnetic field strength is shown in Fig. 2, its curve as a function of
variable r inFig-3, as a in function of time t inFig-4.

The determined magnetic field strength is the basis for determination of the current
density- equations (30), (30a) and (30b), whose distribution isshown inFigs. 5, 6 and 7.

Assuming a very small damping the extermal magnetic field ( § ~ 0 ) enables us to
reduce the discussed question to the case of transient magnetic field with sine-shaped extermal
field. Then, we can determine the magnetic field strength- equations (36), (36a) and (36b)
together with relevant graphs- Figs. 8,9 and 10, as well as the current density- equations (),
(38a) and (38b) with relevant graphs- Figs. 11, 12 and 13.

Next, we reduce further considerations to the steady state of the electromagnetic field in
a cylinder placed in sine-shaped longitudinal extermal magnetic field. Then the magnetic field
strength in the cylinder is determined- equation (3%), together with relevant distribution
graphs- see Figs. 14, 15 and 16, and the current density- equation (40a) and its distribution-
see Figs. 17, 18 and 19.



