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Streszczenie. Całkowite natężenie pola elektrycznego w  przewodzie dwuwarstwowym 
napowietrznej dwuprzewodowej linii przesyłowej przedstawiono w  postaci sumy indu­
kowanego i statycznego pola elektrycznego. Obliczając transformatę Laplace’a z funkcji 
opisującej wektorowy potencjał magnetyczny, indukowane pole elektryczne przedsta­
wiono w  postaci wzorów analitycznych jako sumę pola elektrycznego indukowanego 
przez prąd własny przewodu i pola elektrycznego indukowanego przez prąd przewodu 
sąsiedniego. Statyczne pole elektryczne określa całkowite napięcie w  rozważanym 
przewodzie i jest ono sumą spadku napięcia na impedancji własnej przewodu i spadku 
napięcia na impedancji wzajemnej, przy czym impedancja własna jest sumą impedancji 
wewnętrznej określonej na podstawie całkowitego pola elektrycznego i impedancji 
zewnętrznej określonej na podstawie pola elektrycznego indukowanego przez prąd 
własny przewodu. W  zakończeniu opracowano projekt w  Delphi 4, skąd obliczono 
impedancje własne i wzajemne dwuprzewodowej napowietrznej linii przesyłowej dla 
kilku wybranych typów przewodów dwuwarstwowych.

IM P E D A N C E S  O F C IR C U IT S  W IT H  G R O U N D  R E T U R N  
O F A N  O V E R H E A D  D O U B L E  W IR E  T R A N S M IS S IO N  L IN E  
W IT H  T W O -L A Y E R  C O N D U C T O R S

Summary. The total electric field strength in the two-layer conductor of an overhead 
double wire transmission line is presented as a sum of induced and static electric fields. 
Calculating the Laplace transform from the function describing the vector magnetic 
potential we can represent the induced electric field by means of analytical formulae 
as a sum of the electric field induced by the own current of the conductor and of the 
electric field induced by the current of the neighbouring conductor. The static electric 
field determines the total voltage in the considered conductor and it is a sum of the 
voltage drop across the self-impedance of the conductor and of the voltage drop across 
the mutual impedance, while the self-impedance is a sum of the internal impedance 
determined on the basis of the total electric field and the external impedance determined 
on the basis of the electric field induced in the conductor by its own current. Finally 
a project elaborated in Delphi 4 is used to calculate the self- and mutual impedances 
of the overhead double wire transmission line for a few selected types of two-layer 
conductors.
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1. WSTĘP

Obwody ziemnopowrotne składają się z dwóch przewodów dwuwarstwowych 
umieszczonych na wysokościach odpowiednio y\ i yi nad ziemią - rys.l. Prądy 
sinusoidalnie zmienne o pulsacji co i wartościach zespolonych I\ '\ h  w  przewodach wracają 
przez ziemię do źródła.

Rvs. 1. Dwuprzewodowa napowietrzna linia przesyłowa RyS. 2. Przewód dwuwarstwowy z prądem I 
Fig. 1. Double wire overhead transmission line Fig. 2. Two-layer conductor with current /

Przewód walcowy jest dwuwarstwowy z rdzeniem o promieniu R\ i konduktywności y\ 
oraz z warstwą zewnętrzną o promieniach R\ oraz R 2 i konduktywności '¡2 - rys.2.

2. POLE E LE K T R Y C Z N E

W  układzie dwóch przewodów przedstawionym na rys.l całkowite pole elektryczne w
/ - tym przewodzie ([12], s. 162), tzn. w  punkcie X  = X(x, y) e Si (Si jest przekrojem
poprzecznym / - tego przewodu)

E\'\X) = E ^ ( X )  + Ell,(X), (1)

gdzie
K)(X) = - grad ę,, (la)

E Z l(X) = - ] m A ^ ( X )  (lb)

oznaczają odpowiednio natężenie statycznego oraz indukowanego pola elektrycznego, zaś ę, 
jest zespolonym potencjałem skalarnym elektrycznym.

W  rozważanym przypadku (rys. 1) statyczne pole elektryczne E (J] (X) = 1 _ Ą 1}, gdzie

= %  (2 )
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jest [8, 9, 12] polem pierwotnym (źródłowym), zaś (il i jest napięciem na jednostkę długości 
(w V-m'!) w  / -tym przewodzie.

Indukowane pole elektryczne E^],(X) =  Ą 1], l2 =  — jar A,0>(X) lz, gdzie potencjał 
magnetyczny dany jest wzorem [4]

A m (x,y) = + ^ - ± I k Inf
* 4xt* (x-xk) + ( y - y kY

a funkcja O  i określona jest wzorem

(3)

e pucosqu

o u+Ju*
A u , (4)

+ J
w  którym

p  = a(y + y k), q = a ( x - x k), a = y[m/pj, m  = a u  (5)

Natężenie indukowanego pola elektrycznego w  I - tym przewodzie jest zatem określone 
następującym wzorem

mi,, 
n k-\

EZ(x,y) = - ^ t h - 0 ( p , q  +  h n i X - X ^ H y  +  y t ) 1

4 (x-xt)2 + ( y - y k)2
(6)

gdzie funkcja

Q(p,q) = }Qi(p,q) = i J-— ^ = d u ,
0 U + \ U  • L

(6a)
+ J

tzn. funkcja ta określona jest wzorem podanym przez M. Krakowskiego w  pracy [12] (wzór 
(9.137), str. 207).

Podstawiając do wzoru (6a) za

cosąu = jj-(e)‘"' + e‘w"),  7= r =  = W " 2 + J “ w)f>
1 # + v»'+ j J

otrzymuje się funkcję 0  wyrażoną wzorem
. oo _____________  co__(_

Q(P^ ) - ~ j  J*(Vw2 +j - w ) e ™  d// - J(-y/;/2 + j -//)e ™ d//

(7)

(8)

Dla /?e{5'} = p > O całka we wzorze (8) jest transformatą Laplace’a funkcji podcałkowej,
tzn.

J(V.’ + j - ")e 5" d;/ = l' ! ^ / / 2 + j -//|= =f{-y/ « 2 + j}— r/}-
o

Transformaty Laplace’a funkcji |-y/w2 + j j oraz J°{ //} oblicza 
Mathematica 3 0. Transformata Laplace’a z funkcji u

S

zaś transformata z funkcji -Jir + j (Mathematica 3 .0)

(9)

się za pomocą programu

(9a)
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gdzie

- 1 + ̂  V) + 7~~r {12- 3(-l) 4 n sg, 
s '  12ai_

+ 4(-l) 4 a3 F 

1_
- 12(-1)4 A$,

1 I i - . l £
’ 2 ’ 2 ’ " 4

+ 6(-l) 4 s

( - 1  ) 4 A

(-1) 4 A ln 4 -

(-1) 4 A ln^}--L[- 4(-l) 5 + 2(-l) 5 So(VIi)-
2 A

-2jy VI-y¿¡i(VIs) + 2(-1)4 r VIs & (VI-s)+ 2(-i)4^ VT*i,(VIs)-
3 3 3

- (-i)4 vr»  ̂ (-n/i •*> - 2(-j)4 vi  ̂ &  ( V i in2+ (-o4 v r ^ ,  (Vi ̂  ino ■s2) i
(9b)

0) (̂ /j a) jest funkcją Bessela drugiego rodzaju, pierwszego rzędu,
)> = 0,577216... jest stalą Eulera.

3. IM P E D A N C JE  PR Z E W O D Ó W

Całkując równanie (1) wzdłuż drogi całkowania Ci znajdującej się na powierzchni 
/-tego przewodu, otrzymuje się następujące równanie

JE ™  (X) dl = J E,m  (X) ■ dl - J E'" , (X) dI. (10)
c, C, c,

Lewa strona równania (10) jest ([12], wzór (8.81), s. 169) różnicą potencjałów między 
dwoma punktami I - tego przewodu, czyli napięciem

U,=\E«](X)-dl. (11)
c,

Zgodnie ze wzorem (6) natężenie indukowanego pola elektrycznego w  I - tym 
przewodzie można przedstawić jako sumę natężenia pola elektrycznego indukowanego przez 
prąd h w  / - tym przewodzie oraz natężenia pola elektrycznego indukowanego przez prąd 

w  ¿-tym przewodzie. Wtedy ze wzoru (10) otrzymuje się następujące równanie

J ^ r W - d /  ¡E^„(X)-dl J EZ,kAX)-dl

U , = ±    /, ---- 7 /,+* 7 /M - (i2)
‘i h  ‘m

Iloraz wartości zespolonej napięcia wzdłuż linii C; znajdującej się na powierzchni 
/ - tego przewodu przez wartość zespoloną prądu // w  tym przewodzie, występujący w  
pierwszym składniku sumy prawej strony równania (12), jest ([12], wzór (8.75), s. 167) 
i m p e d a n c j ą  w e w n ę t r z n ą  p r z e w o d u

f£,(l)W ' d  /
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W  drugim składniku sumy prawej strony równania (12) iloraz siły elektromotorycznej 
indukowanej przez prąd /; wzdłuż linii Ci pomnożony przez -1 do wartości zespolonej 
prądu //jest ([12], wzór (8.76), s. 168) impedancją zewnętrzną przewodu

j£«„(X)-d/

Z =^  zew.l
I,

(14)

W  trzecim składniku sumy prawej strony równania (12) iloraz siły elektromotorycznej 
indukowanej przez prąd h*t wzdłuż linii C/ pomnożony przez -1 do wartości zespolonej 
prądu ¡kti jest ([12], wzór (8 76), s. 168) impedancją wzajemną między /-tym a A:-tym 
przewodem

z =
h

(15)

Po wprowadzeniu powyższych impedancji z równania (12) otrzymuje się napięcie I - 
tego przewodu

u, = Z_„/, + Z„jl, + Z J M  = Z„I, + Z,kIM  (16)

gdzie impedancja własna 1 - tego przewodu Z u - Z wewl + Z :ewl.

Dla układu przewodów przedstawionego na rys.l natężenia pól elektrycznych nie zależą 
od zmiennej z kartezjańskiego układu współrzędnych i wtedy zgodnie ze wzorem (2) 
równanie (16) można wyrazić przez napięcie i odpowiednie impedancje na jednostkę długości 
/ - tego przewodu

t J l  +  ~ ' :e w .l7  +  k (17)

Impedancję wewnętrzną na jednostkę długości przewodu dwuwarstwowego (rys.l) 
wyznacza się z wektorowego równania Helmholtza, otrzymując [3, 5]

-C2$0(fi2 R 2) + C 3%,(fi2 R 2), ( 18)

gdzie funkcje g0 (fi, R 2) i 9t0 (fi, R 2) są funkcjami Bessela rzędu zerowego odpowiednio 
pierwszego i drugiego rodzaju, zaś stałe we wzorze (17) wyznacza się z układu równań

"cl0(fil R\) ■ (Pl )

~ d o  (fil Rfi tóćIo (fii R\) t t 91*) (fii Rfi

Mfii R\) 
L l  
fi\ fii Pi

o (fil R 7) (fil Rl)
Pl Pl

C 2

2xR1

(18a)

Impedancję zewnętrzną na jednostkę długości przewodu wyznacza się ze wzoru (14) i 
wzoru (6), z których dla przewodu prostoliniowego otrzymuje się

1 , 71
0(2« v,,0) +j-ln^l- 
~ ' 2 R ,

(19)
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Impedancję wzajemną na jednostkę długości przewodu wyznacza się ze wzorów (15) i (6), 
z których dla przewodów prostoliniowych otrzymuje się

y, - R 2)\,

7 1
0 1 . 0 - , +

4 (x,-xk) +0, - y k)

(20)

4. Z A K O Ń C Z E N IE

Do wyznaczania impedancji własnych i wzajemnych układu dwóch przewodów nad 
ziemią opracowano projekt w  Delphi - rys.3. Do obliczeń numerycznych wybrano kilka 
typów przewodu dwuwarstwowego, przyjmując: y\ = y 2 = 9 m, odległość między przewodami 
d = x 2 - ją = 0,4 m  (xi = 0,2 m, x 2 = - 0,2 m). Wyniki obliczeń przedstawiono w  tabeli 1.

nA/mro2I j l 1 8 

[ module in [A]lii OD

Maximum curren! in {mA/rora2]

jCurien! module m lA y  1 0 0 0  

Current p h a s e  [slop] U

O pcje obliczeniow e iC '-#*"''*“ 7™ <
Ground return im pedance of conduc to rs AFL

iilL Graph of m agnetic field s trength  a t th e  height y

S elec t th e  number of conductors in a  sh ea l 2

m in X  Jm ] 1 y [n>] j m a x X  [m ]

-0 .2 5 9 *0.25 I ;
C onductor num ber x Im] j y [ml I I [A] j f [stop] j :
Przew ód 1 0.2 9 500.00 0.00
Przew ód 2 0.2 I9 500.00 .0.00......  j

....L....-................ ■*

Im pedance of circuit with ground return {milt Ohm/mJ

Z = 0.06544 + j  0.58801

Z t . l 1
0.08277 + j 0.68802 1 0.04811 + j 0.48799 

10.04811 + j 0.48799 0.08277 + j 0.68802

S elec t th e  conduc to r type

AFL-20-670
AFL-20-775
AFL-20-840
AFL-8-350

Options jAFL-20-84

P r z e w ó d  w a lc o w y

C zęstotliw ość {Hz] 10000

Gamma [MS/m] j
...................  • .... :

57 .0

10.0P rontefi przew odu w {mmjj

[ ____ __ P r.-n v .f td  r u r n w y . _ , j

C zęstotliw ość {Hz] ]10000 j

Gamma {MS/mJ IS ¡ g ¡ ¡ ¡  | S  %
Promień wewnętrzny [mm] i

;0Promień zew nętrzny [mm]

Rys. 3. Formularz symulatora cyfrowego do wyznaczania impedancji własnych i wzajemnych dwóch 
przewodów nad ziemią

Fig. 3. Form of a numerical simulator for determination of self and mutual impedances of two 
overhead conductors



Tabela 1
Impedancja własna i wzajemna dwóch przewodów nad ziemią
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Typ przewodu Impedancja własna Sn 
w milm'1

Impedancja wzajemna S\2 
w  mil m'1

1 AFL - 20 - 670 0,09138 +j 0,69538 0,04811 + j 0,48799
2 AFL - 20 - 840 0,08277+j 0,68802 0,04811 + j 0,48799
3 AFL - 8 - 350 0,12790 + j 0,71284 0,04811 + j 0,48799
4 AFL - 8 - 525 linia 400 kV 0,10324 +j 0,70055 0,04811 +j 0,48799
5 AFL - 6 - 25 1,18202 +j 0,82821 0,04811 +j 0,48799
6 AFL - 6 - 240 0,16784 + j 0,72498 0,04811 + j 0,48799
7 AFL - 1,7-50 linka odgromow a 0,61617 + j 0,78822 0,04811 + j 0,48799

Przedstawioną w  pracy metodę obliczania impedancji linii dwuprzewodowej nad ziemią można 
stosować również dla jednorodnych przewodów walcowych i rurowych. Wtedy należy tylko 
odpowiednio wyznaczyć impedancję wewnętrzną na jednostkę długości przewodu, tzn. dla
przewodu walcowego wykorzystać wzór (11.1.34), p.216 z pracy [6], zaś dla przewodu rurowego 
wzór (1.112), p.42 z pracy [11], Wtedy też można porównać otrzymane wyniki z wynikami 
otrzymanymi na podstawie wzorów i metod obliczeniowych podanych w [11, 13, 14], Do obliczeń 
numerycznych przyjęto: R = 0,01 m, yk = 10 m, / =  104" Hz, konduktywność gruntu yg = 10'2 S m'1, 
konduktywność przewodów yc„ = 5,7-107 S m'1, d =  1 m. Otrzymano następujące wyniki:

Z n =  7 ,9 5 8 2 6 + j 1 1 3 ,8 6 5 1 7  [m O -m 1] 

Z 12 =  7 ,5 2 4 0 9 +  j 5 5 ,5 7 7 0 5  [m O -m 1]
Wartości tych impedancji obliczone w  dostępnej literaturze są następujące:

Krakowski ( [11], p. 69, Eq. (3.19)): 

Krakowski ( [11], p. 72, Eq. (3.26)) :

Mayer- Ulrych ( [13], p. 327 ): 

Mayer -Ulrych( [13], p. 329 ):

Piątek ( [14], p. 103 ) :

Piątek ([14], p. 105):

Z„ = 7,583-t-j 113,6 [ m Q m 1] 

Z ,2 = 7,582 + j 55,77 [mQ m  ']

Z„ = 6,621 + j 117,6 [ m Q - m 1] 

Z l2 = 1,120 + j 56,45 [mQ m 1]

Z„ = 8,558 + j 113,9 [mQ m 1] 

Z 12 = 5,901 + j 54,50 [mQ m'1]
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A bstract

In a system consisting of a double wire overhead transmission line (Fig. 1) with two- 
layer conductors (Fig. 2) the vector magnetic potential is defined by the formula (3), while the 
induced electric field strength by the relationship (6). Function Q(p,q), formula (6a), after 
appropriate transformation of the calculations (7), is presented as a Laplace transform (9a), 
itself presented in the form of formulae (9a) and (9b).

The static electric field determines the total voltage (11) in the considered conductor, and 
it is a sum (12) of the voltage drop across the internal impedance of the conductor (13), of the 
external impedance (14) and of the mutual impedance (15), or it can also be a sum (16) of the 
voltage drops across the self and mutual impedance.

The internal impedance of the conductor is determined from the equations (18) and (18a), 
the external impedance from the formula (19) and the mutual impedance from the formula 
(20).

A  project elaborated in Delphi (Fig.3) enables the calculation of those impedances for 
any type of conductors (Table 1).


