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UNORMOWANIE FILTROW ELIPTYCZNYCH

Streszczenie. W pracy pokazano whasciwosci filtdw eliptycznych przed i po
unormowaniu. Unormowaniu zostala poddana funkcja filbegi H@) Wzor @).
Przedstawiono sposob wyznaczenia biegunéw i zer funkcji filbagi H@). Poréwnano
whasciwosci  filtrdv przed i po unormowaniu. W ramach tego pordwnania
zaprezentowano przebieg funkcji filtegi F() (ys.l, rys4) oraz charakterystyke
amplitudowg K(Joo)| (ys-3, rys.5) dlaobu przypadkéw. Celem pelniejszego pordwnania
wprowadzono parametry okresSlajace whasciwosci filtron: A s, A stp, Fs oraz Srednie
nachylenie charakterystyki w pasmie przejsciowym - szczeg6towo opisane w pracy.

STANDARDIZATION OF ELIPTIC FILTER

Summary. In this paper properties of elliptic filters before and after standardization are
shown. The filterig function H) (expression (1) s stawarized. The way of
determining poles and zeros of the filtering function () is also presented. The filter
properties before and after standardization are compared, namely there are shown the
courses of the filtering function K@) (Figs. 1 and 4) and the amplitude daracteristics
IKG@©@] (Fig- 3 and 5) for the both cases. In order to make the comparison more complete
there are introducted the fol lowing parameters describing the filter properties: A s, A S,
Fsand the average slope of the daracteristic within the pass band. They are described in
cetail.

1. WSTEP

Transmitancja przejsciowa filtrow Butterwortha, Czebyszewa oraz Bessela ma jedynie
bieguny. W odréznieniu od tych filtrow transmitancja filtrow eliptycznych ma zaréwno bie-
guny, jak izera. Wystepowanie zer powoduje z jednej strony pojawienie sie zafalowan w pa-
Smie zardéwno przepustowym, jak i zaporowym, co ogranicza wartos¢ realizowanego
thumieniaw pasmie zaporowym. Z drugiej jednak strony, dobierajac potozenie zer wzgledem
biegunéw, mozna uzyska¢ bardzo stromg charakterystyke przy przejsciu z pasma
przepustowego do zaporowego. W zwiazku z tym filtry eliptyczne odznaczaja sie wiekszg
selektywnoscigniz filtry Butterwortha, Czebyszewa oraz Bessela.
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2. FILTRY ELIPTYCZNE NIEUNORMOWANE

Modut transmitancji znormalizowanego filtru eliptycznego moze by¢ okreslony
zalezno$cig:
iK(jco)l = KO(to)= , 1 ==. D
afl+e F (W)
Funkcja F(co) jest zerowo-biegunowa eliptyczng funkcjg filtracji okre$long w zaleznosci
od rzedu w nastepujacy sposob:
- dlarzedu parzystego r=2, 4,6, 8...:

r

H1l Qo

—dla rzedu nieparzystegor =3,5,7,9...:

co0?-c02 3)
F(co)=© n 2 2
ifl-co 202
- dlarzedur= 1:
F(co)=co. (4)

Funkcija filtracji F(co) okre$lona wzorami (2), (3), (4) jest funkcjarzeczywistg spetniajaca
wiasciwose:

Fil]=qLT- ®

Funkcja filtracji powinna mie¢ tak dobrane zera oraz bieguny, aby byta réwnomiernie
falista wok6t zera w pasmie przepustowym oraz aby byta rownomiernie falista wzgledem nie-
skonczonos$ci w pasmie zaporowym. Jezeli zera bedg rozmieszczone w pasmie przepustowym
0 <co< 1,to namocy whasciwos$ci (5) bieguny bedg lezaty w pasmie zaporowym 1< @< co.
Jezeli ponadto zadba sie, aby zera byty réwnomiernie roztozone, uzyska sie automatycznie
robwnomierne roztozenie biegunéw. Wtedy otrzyma sie rownomierng falisto§¢ wokot zera w
pasmie przepustowym oraz réwnomierng falisto§¢ wzgledem nieskofczonos$ci w pasmie za-
porowym. Przyktadowy przebieg funkcji filtracji F(co) dla rzedu r = 4 przestawiono na rys. 1.

Funkcja F(co) ma zafalowania w pasmie przepustowym o amplitudzie h, a zarazem w

pasmie zaporowym zafalowania o amplitudzie — (na mocy wtasciwosci (5)). Zera funkcji coj,
h

a> lezagce w pasmie 0 < 0 < 1 przechodzg w bieguny — lezace w pas$mie 1< c0< co.
Cco02 cCo,

Maksima zafalowan o wartosci h w pasmie przepustowym sg osiggane w 3 punktach: po, pi i
P2. Z kolei maksima zafalowan o wartosci h_ w pas$mie zaporowym sg osiggane w punktach

1 1
P2’ Pi ’Po
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Rys. 1. Przyktadowy przebieg funkcji filtracji Hct>) dla rzedur =4
Fig. 1. Examplary course of the filtering function F(co) for the orderr = 4

Precyzyjne okre$lenie rozmieszczenia zer funkcji F(co), tak aby miata ona przebieg
rownomiernie falisty, mozna ustali¢ wykorzystujgc wiasciwosci funkcji sinus eliptyczny
Jacobiego sn(u). Przebieg tej funkcji mozna poréwna¢ do przebiegu funkcji sinus
trygonometryczny sin(O) ze sptaszczonymi maksimami. Istnieje Scista zalezno$¢ miedzy
argumentem u sinusa eliptycznego a argumentem O sinusa trygonometrycznego [1], [2]:

J dx
ufcjt. k) - (@

0'yl—k 2sin2x
przy

sn(u) =sin(0). )
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Zaleznos$é (6) jest nazywana catka eliptyczng 1 rodzaju. Wspdtczynnik k jest modutem
catki eliptycznej i moze by¢ zadawany w przedziale od 0 do 1. Wielko$¢ K, odpowiadajgca

wartosci u dla O = 2, przy zadanym k, nosi nazwe warto$ci pelnej calki eliptycznej i jest

okre$lona zaleznoscia:

(8)
0'JIl-k7sin x

Okres powtarzania funkcji sn(u) wynosi 4K. Przebieg funkcji sinus eliptyczny dla k = 0,9
w poréwnaniu z przebiegiem sinusa trygonometrycznego przedstawiono na rys. 2.

o 0.2 0.4 06 0.8 1 12 14 16 18 2 22 24 2.6 2.8 3 3.2 3.4 36 38 4
.3.99,

Rys. 2. Przebieg funkcji sinus eliptyczny Jacobiego sn(u)
Fig. 2. Jacobi elliptic sinus function sn(u)

Wyznaczenie warto$ci coi, p;, h funkcji filtracji w zaleznosci od rzedu moze przebiega¢ w
nastepujacy sposéb [1]:
- dlarzedu rparzystegor=2,4,6,8,...:

pi=Vksn(~Ar),i=0,2..] (10)

- 2 "))
- dlarzedu rnieparzystegor=3,5,7,9,...:
»i-VksnpM).i=1,2..~, (12)

2i=Vksnf<At»)).i =0.1.2..irl. (13)
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r-3
b-fApf. (14
0
dlarzedur = 1:
co, =0, (15)
p, = -k sn(K(k)) = Vk, (16)
h=Kk. 17)

Charakterystyke amplitudowa mozna przedstawi¢ jako funkcje czestotliwosci f dla
dowolnej czestotliwos$ci granicznej fgr:

- dlarzedu parzystegor=2,4, 6, 8...:

1
K (jf)l = KO(f) =
f V2 n
2 f
1 co?- c
nzr K & (18)
1+ E2 11 / ST
f
1 CO':L
1 2
i vV & ; /
przy warto$ciach co, okreslonych wzorem (9),
- dlarzedu nieparzystegor=3,5,7,9..
iK({Hl = KO(f) = -
f \2>
ntg?. o1
(19)
1rez U 2
gr =1 L
1-co2
fi
\ Sr/
przy warto$ciach coi okreslonych wzorem (12),
—dlarzedur= 1
;K F)>K0(f)= .
f (20)

G+ £

Charakterystyke K(jco)| przyktadowych filtréw eliptycznych 4 i 5 rzedu klasy k = 0,25

oraz s = 1 przedstawiono na rys. 3.
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Fs=-~=2 f
Rys. 3. Charakterystyka K(jco)j przyktadowych filtréw eliptycznych 4 i 5 rzedu klasy k = 0,25 oraz
8= 1
Fig. 3. Characteristic K(jco)jof exemplary fourth and fifth order elliptic filters with k = 0,25 and
8=1

Dla opisywanych filtrow mozna zdefiniowa¢ nastepujace parametry:

e Apass w dB dopuszczalne ttumienie w pasSmie przepuszczania, osiggane dla f  fg>
zalezne tylko od przyjetego parametru s:

Apass = 101og(s2 +1), (21)
¢ Astopw dB - minimalne ttumienie gwarantowane w pasmie zaporowym, osiggane dla

f = fs, zalezne od przyjetego £ oraz h, ktére z kolei zalezy od rzedu r i parametru k:

Adp=20logil’ (22)

e Fs- wzgledna szeroko$¢ pasma przejSciowego - zalezy jedynie od parametru k:

[ = 1

s=fgr 7k’ (23)
« S$rednie nachylenie charakterystyki w pasmie przejsciowym:

Astop w dB

log2Fs okt

Parametry opisywanych filtrow zestawiono w tabeli 1.
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Tabela 1

Parametry przyktadowych filtréw nieunormowanych 4 i 5 rzedu klasy k = 0,25 ie= 1

Parametr Filtrrzedur=4 Filtrrzedur=5
0)j ©i = 0,194; 0)2= 0,463 i = 0,297; o2= 0,476
P. Po=0; pi = 0,356; p2= 0,5 Po=0,157; pi = 0,407; p2=0,5
h 0,0081 0,002
Apeass 3dB 3dB
Agp 41,9 dB 53,9 dB
Fs 2 2
$rednie nachylenie 53 9@
charakterystyki 41 195‘?“ okt

Charakterystyka amplitudowa filtrow nieunormowanych ma pomijalnie mate zafalowania
(rys. 3) w pasmie przepustowym ijest w tym obszarze zblizona do ptaskiej charakterystyki
filtru Butterwortha. Skutkiem tego jest relatywnie niski poziom gwarantowanego ttumienia w
pasmie zaporowym, odpowiednio dla rzedu 4 41,9 dB, dla rzedu 5 53,9 dB.

Wieksze thumienie uzyskuje sie w filtrach eliptycznych unormowanych.

3. FILTRY ELIPTYCZNE UNORMOWANE

Unormowanie polega na przeksztatceniu funkcji filtracji F(co), aby wuzyska¢
charakterystyke amplitudowg o amplitudzie zafalowan w pasmie przepustowym réwnej
doktadnie przyjetej nierownomiemos$ci pasma Apass. Bedzie tak, jezeli warto$¢ funkcji filtracji
F(co) podzieli sie przez h oraz argument co podzieli si¢ przez k. Tak zmodyfikowang
funkcje filtracji mozna wyrazi¢ za pomocgwzoru:

- dla rzedu parzystego r=2, 4, 6, 8...:

Feo)=1 fT“" Cxk (25)
h+=j 1—co?0 k

-dla rzedu nieparzystego r=3,5,7,9...:

-
FmM=ImfT*“S ® Kk, (26)
h 1—cocok
-dlarzedur=1
Fleo)=7-=7-- 27
feoj=7-=7 (27)

Przebieg funkcji filtracji F(co) po unormowaniu dla rzedu r = 4 przestawiono na rys. 4.
Po unormowaniu amplituda zafalowan funkcji F(co) w paSmie przepustowym zwiekszyta
sie z warto$ci h do jednosci. Rownoczesnie zwiekszyto sie ttumienie w pasmie zaporowym z
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warto$ci — do --. Charakterystyke amplitudowa po unormowaniu jako funkcje
h h

czestotliwosci f, dla dowolnej czestotliwos$ci granicznej fgr? opisujg wzory:
- dlarzedu parzystegor=2,4,6, 8...:

IK(if) = KO(f) = 1

(28)

przy warto$ciach coj okre$lonych za pomocg wzoru (9),

Rys. 4. Przyktadowy przebieg funkcji filtracji F(<a) po unormowaniu dlarzedur =4
Fig. 4. Examplary course of the filtering function F(co) after standardization for the orderr = 4
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dla rzedu nieparzystegor=3,5,7,9

KNI = KO(f) =

(29

przy warto$ciach og okreslonych wzorem (12),
dlarzedur= 1

IK(f)l = KO(f) =
(30)

Charakterystyke |K(jco)] przyktadowych filtrow eliptycznych rzedu 4 i 5 po

unormowaniu, klasy k = 0,5 oraz s = 1 przedstawiono na rys. 5.
Minimalne ttumienie w pasmie zaporowym AstOp filtru unormowanego wynosi:

(1)

Natomiast wzgledna szeroko$¢ pasma przejsciowego Fsjest opisana za pomocgwzoru:

Pozostate parametry: Apass oraz S$rednie nachylenie charakterystyki w pasmie
przejSciowym sa okreslone przez te same zalezno$ci jak w przypadku filtréw
nieunormowanych (wzory (21), (24)). Parametry opisywanych filtrow zestawiono w tabeli 2.

Amplituda zafalowan charakterystyki amplitudowej filtrow nieunormowanych w pasmie
przepustowym jest rowna doktadnie zadanej nierébwnomiemosci pasma przepustowego Apess.
Dzieki temu uzyskuje sie wieksze ttumienie w pas$mie przepustowym (tabela 2) przy takiej
samej szerokos$ci pasma przejsciowego Fs = 2. Oczywiscie w filtrach unormowanych
otrzymuje sie w zwigzku z tym wieksze nachylenie w obszarze przejSciowym. Filtry
unormowane sgzatem bardziej selektywne.
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Rys. 5. Charakteiystyka jK(jco)J unormowanych filtréw eliptycznych 4 i 5 rzedu klasy k = 0,5 oraz

8=1
Fig. 5. Characteristic KL(jco) of exemplary fourth and fifth order standardized elliptic filters with

k=05and8=1
Tabela 2

Parametry przyktadowych filtréw unormowanych 4 i 5 rzedu klasy k =0,5i8=1
Filtrrzedur=5

Parametr Filtrrzedur=14
(0] i = 0,406; 0)2= 0,933 i = 0,615; a2= 0,957
B p0= 0; pi = 0,732; p2= 1 Po = 0,329; pi = 0,829; p2= 1
h 0,036 0,013
Apess 3dB 3dB
A sip 57,8 dB 75,2 dB
Fs 2 2
Srednie nachylenie 578 752 ds
charakterystyki okt " okt

Filtry eliptyczne unormowane zostaly skatalogowane przez Saala oraz Zwerewa [2], [5],
[6]. Podstawg skatalogowania byt rzad r, wspétczynnik odbicia p wyrazony w procentach
oraz kat © wyrazany w stopniach. Wspoétczynnik p jest powigzany z e:

-~100% . (33)
1 1+8
Z kolei kat © jest powigzany z modutem catki eliptycznej k:
(34)

0 =arcsin(k).
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Filtry eliptyczne unormowane sg czasami, nazywane filtrami Cauera dla uhonorowania
wktadu w te dziedzine nauki profesora Wilhelma Cauera i czesto sg oznaczane wg
nastepujacej konwencji:

CrpO.

Dla przyktadu, filtry 4 i 5 rzedu, klasy k = 0,5, s = 1, o charakterystyce przedstawionej na
rys. 5 bedg miaty nastepujace parametry piO:

p=J--- 100% =100 % =70,7%,
M+ S2 vi+ |

© = arcsin(k) = arcsin(0,5) = 30°

i beda wg przedstawionej konwencji oznaczone jako: C 4 70,7% 30° (filtr 4 rzedu) i C 5
70,7% 30° (filtr 5 rzedu).

PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono dwa rodzaje filtrow eliptycznych, nieunormowane
unormowane. Wykazano, ze filtry eliptyczne po unormowaniu zapewniajg wieksze ttumienie
w pasmie zaporowym. Selektywno$¢ takich filtrow eliptycznych przewyzsza selektywnos$¢
filtrw o innych znanych aproksymacjach: Bessela, Czebyszewa, Butterwortha. Z tego
powodu ten rodzaj filtrow eliptycznych jest najbardziej rozpowszechniony. W nastepnym ar-
tykule zostanie przedstawiona realizacja praktyczna eliptycznych filtréw unormowanych z
uzyciem struktur bikwadratowych. Na przyktadzie filtréw parzystego rzedu opisana zostanie
budowa filtrow dowolnego typu przepustowosci: dolnoprzepustowy, gdrnoprzepustowy,
pasmowoprzepsutowy i pasmowozaporowy. Przedstawiona zostanie procedura wyznaczania
warto$ci elementéw struktur wchodzacych w sktad uktadu danego filtru dla zatozonych pa-
rametrow e, k oraz dla zadanych czestotliwosci granicznych. Rozwazania zostang
zilustrowane symulacjami komputerowymi, w ramach ktérych zostang wyznaczone
charakterystyki czestotliwos$ciowe filtrow.
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Abstract

In this paper the properties of the elliptic filters before and after standardization are
shown. The filtering function F(co) (expression (1)) is to standardized. The function F(co)
influences the filter frequency characteristic. The way of determining poles and zeros of the
filtering functions F(co) is also presented. The filter properties before and after
standardizationb are compared, namely there are shown the course of the filtering function

F(co) (Figs. 1 and 4) and the amplitude characteristic K(jco)| (Figs. 3 and 5) for the both

cases. In order to make the comparison more complete there are introduced the following
parameters describing the filter properties: passband ripple Apass, minimum stopband
attenuation Astop, relative transient bandwidth Fs and the average slope of the characteristic in
the passband. It is proved that elliptic filters after standardization guarantee batter attenuation
within the stop band. The selectivity of these filters is higher than that of other known filters
such as Bessel, Thebyshev and Butterworth ones. That is why this kind of elliptic filters is the
most widespread of all.



