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Streszczenie. Niniejszy artykuł jest kontynuacją pracy [8]. Opisano w nim realizację 
praktyczną filtrów eliptycznych parzystego rzędu z użyciem struktur bikwadratowych. 
Punktem wyjścia do przeprowadzenia syntezy filtrów jest określenie zer i biegunów filtru 
znormalizowanego. Pokazano sposób wyznaczania tych zer i biegunów dla dowolnie 
przyjętych parametrów s, k i parzystego rzędu r. Opisano procedurę wyznaczania 
realizacji układowej filtru dolnoprzepustowego, gómoprzepustowego, pasmowoprze- 
pustowego oraz pasmowozaporowego. Przedstawiono procedurę obliczania wartości 
elementów struktur bikwadratowych wchodzących w skład danego filtru. Ponadto 
zamieszczono charakterystyki częstotliwościowe filtrów (rys.6, tys.10, rys. 13, rys. 16), 
uzyskane na drodze symulacji komputerowej.

PRACTICAL REALIZATION OF EVEN ORDER ELIPTIC FILTERS BY  
USING BIQUADRATIC STRUCTURE

Summary. This paper is a continuation of the previous one [8]. Practical realization o f 
even order elliptic filters by using biquadratic structure is described. The starting point for 
conducting the synthesis o f filters is to define zeros and poles o f normalized filter. The 
way o f determining these zeros and poles and for any assumed parameters s, k and even 
order r is also showed. There is presented the procedure o f determining the circuit 
realization o f lowpass, highpass, bandpass and bandstop filters. There is also described 
the procedure o f calculationg the values o f elements o f biquadratic structures that are the 
parts o f a given filter. Moreover, frequency characteristics o f filters (Figs.6, 10, 13, and 
16) obtained from o f computer simulation are shown as well.

1. W ST Ę P

R ealizacja filtrów  za pom ocą struktur bikw adratow ych odbyw a się na  podstaw ie 
znajom ości odpow iednio uporządkow anej operatorow ej transm itancji przejściowej K(s). 
T ransm itancję tę należy przedstaw ić jak o  iloczyn czynników  bikw adratow ych. W tedy każdy 
czynnik  z  osobna je s t realizow any za  pom ocą odpow iedniej układowej struktury
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bikw adratow ej, w ykonyw anej w  form ie układu zaw ierającego w zm acniacze operacyjne. 
K om pletny  układ  filtru  m ający realizow ać zadaną transm itancję K (s) je s t połączeniem  
kaskadow ym  takich  struktur. Ponadto najczęściej zachodzi potrzeba dołączenia dodatkow ej 
struktury proporcjonalnej realizującej czynnik stały po jaw iający się po rozłożeniu 
transm itancji na czynniki b ikw adratow e.

2. O K R E ŚL E N IE  T R A N SM IT A N C JI O P E R A T O R O W E J K (S) FIL TR U  
Z N O R M A L IZ O W A N E G O

K w adrat m odułu  transm itancji znorm alizow anego filtru  eliptycznego m oże być określony 
za leżnością  [8]:

K 02 (w) =  ¡K(jco)|2 = 2TT7”T  ’ 0 )
1 +  s F (co)

przy czym  funkcja filtracji F(co) d la  parzystego rzędu r =  2, 4, 6, 8 .. .  je s t określona w zorem :

r

f (co) = 1 n  - k20 )2 2  ’  o
h i=1 1-kcOj co

gdzie: coi -  i-ta pulsacja  charakterystyczna funkcji filtracji:

/. ( ( 2 i - l ) K ( k ) N) f t t  , ^ 2r c
CO: = v k s n -------------------- , przy czym K  =  u — ,k  = ,----- ^

V r )  \ 2  J 0JVl-k
d x  • 1 o  ri =1,2...—  ,2 - 2  9sin x z

h  -  w spółczynnik  zafalow ań funkcji filtracji:

h  = f j c o 2 .
i=l

W staw iając zależność (2) do (1) uzyskuje się:

(3)

(4)

n ( i - k « . y )
 7 • (5)

i=l h ¡=1

N astępnie m ożna przejść na dziedzinę operatorow ą, stosując podstaw ienie co =  - js :
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L(s)
W  celu  w yznaczenia transm itancji K (s) = -------  m ożna skorzystać z w łaściw ości [1]:

M (s)

K 02(js )  = K (s )K (-s ) , (7)

z której w ynika rów nież:

L2(js )  = L ( s ) L ( - s ) , M 2(js )  =  M ( s )M ( -s ) . (8)

L icznik  L2(js) m ożna dalej przedstaw ić w  postaci iloczynow ej:

ks-Zi''2
i= l

gdzie z; -  zera  funkcji K o (js )  m ożna obliczyć w edług w zorów :

L2(js) = L2 n ( s - z i)2 ) (9)

z 2i_ i = - l j - 17= ) i =  l , 2 . . . ^ > (10)
coj Vk 2

z2i = -z2i-i = U — 7r> i = 1>2-^- (U)C0j v k  2

C zynnik stały L20 je s t określony w zorem :

L2o = k zn < B 2 ,i = l,2...̂ . (12)
i= i 2

R ów nież m ianow nik M 2(js) m ożna przedstaw ić w  postaci iloczynowej

2r

n
i= l i=r+ l

M 2(js)=M2n(s-b,)n(s-b,), (13)

gdzie bj — bieguny funkcji K (2 ( j s ) , które m ożna w yznaczyć dow o lną  m etodą num eryczną d la 

zadanego rzędu r  oraz param etrów  s  i k po przyrów naniu  do zera m ianow nika zależności (6):

z2X (  , . _ (14)
n  (l +  kw 2s2 )+  y  n ( r a 2 + k s2)=  0 .
i= ! i= .

B ieguny bi m ożna podzielić na 2 grupy:
a) b ieguny  b, o indeksach od 1 do r leżące w  lew ej półpłaszczyźnie zespolonej,
b) b ieguny bj o indeksach od  r  +1 do 2 r leżące w  praw ej półpłaszczyźnie, będące

sym etrycznym  odbiciem  w zględem  osi urojonej biegunów  z lewej półpłaszczyzny:

bi = -b i+r, i = l,2...r. (15)

Ponadto  b ieguny obu grup m ożna zestaw ić w  pary sprzężone:

b 2 j = b 2M , i  =  l, 3 . . . ( 2 r - l ) .  ° 6)
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Z nając b ieguny, m ożna rów nież określić num erycznie czynnik  stały M 0 według 

następującego w zoru:

Mn =
M 2(js )

° Tli (17)
i= l

podstaw iając za  s dow o lną  liczbę zespo loną  s *  b j .
T ransm itancję opera to row ą K (s) m ożna zatem  na  m ocy w łaściw ości (7) w yrazić w zorem :

T Ili-*.)

K (s) =  ' (18)
° n ( * - b . )¡=i

W szystkie zera  Zj oraz b ieguny b, K (s) są  rozm ieszczone w  lewej półpłaszczyźnie. 

Poniew aż z 2i =  - z 2M , i = l , 2 . . . ^  oraz b 2 i= b 2j_], i = 1, 3 . . . ( 2 r - l ) ,  w ięc m ożna dalej 

w ykazać, że:

n ( s~ z2i-iXs- z2i) = r
i= l i= l ¡=1
f i  (s -  z i ) =  n  (s -  z 2i-l Xs -  z 2i ) =  n  (s2 + (Im {z 2i-l })2 ). (19)

f i ( s - b i ) = n ( s _ b 2i i X s - b 2i) = n ( s 2 +2 jR e{b2i_ , | s  + (Re{b2M })2 + (lm{b2i_,})2 ). (20)
i=l i=l i=I

U w zględniając w zory  (19) i (20), m ożna w yrazić transm itancję K (s) jak o  iloczyn 
czynników  bikw adratow ych:

r

T n  (s 2 + (irniz2i-i i)2)
K ( s ) = - f - ----------------- M--------------------------------------------------=  (21)

M 0 7

n  (s2 + 2jRe{b2i_, }[s + (Re{b2i_, })2 + (lm {b2W })2 )
i=l

, ń ( 2 + « v , ! )
L 0 ¡=1
M 0 \

i=l

gdzie:

2

n ( s 2 + 2 a 2i_iS + cop2. ,2)

CO, w 2 = (Im{z 2i-i})2’ CT2i-i = 2 (Re{b 2W}j, C0 p2i i2 = (R e{b2i_|})2 +(lm {b2i_l})2 , i = 1,2...— . (22)

M ożna zauw ażyć, że  zależność (21) je s t w yrażona jedyn ie  poprzez zera  i b ieguny o 
indeksach nieparzystych  2i -  1, czyli pochodzące z  III ćw iartki. U zyskana postać
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transm itancji K (s), będąca iloczynem  czynników  bikw adratow ych je s t postacią, k tó rą  m ożna 
w prost realizow ać za  pom ocą  układow ych struktur bikw adratow ych.

W yznaczenie b iegunów , zer oraz transm itancji K (s) d la  zadanych konkretnych 
param etrów  k, £ oraz rzędu  r =  4 zilustrow ano na  przykładzie 1.

P rz y k ła d  1

N ależy w yznaczyć transm itancję operatorow ą K(s) o postaci bikwadratowej 
znorm alizow anego filtru  eliptycznego 4 rzędu o param etrach s =  1, k = 0,5.

R o z w i ą z a n i e

N a  podstaw ie w zoru  (3) w yznaczam y pulsacje charakterystyczne coi oraz 002:
n r r  ( K(0,5)~) rad rr- -  f 3 K (0 ,5 )V  rad

co, = ^ '0 ,5 s n l— --—- 1 = 0,2873 -  -  ,co2 = A/0 ,5 s n l— - — J =  0,6599 —  (23)

oraz na podstaw ie w zoru (4) w spółczynnik  h:
h = 03,002 s  0 ,0359 . (24)

Z era w yliczam y w edług zależności (10) i (11):

z, =  -  j  -  -  j 4 ,922 , z 2 =  j  — L ,  -  j  4,922,
co,Vk co ,vk  (25)

z3 = -J— r = -J2’143 ■ z4 = j -  V  = -J2’143 •co2Vk co2Vk

N atom iast b ieguny K 02(js )  obliczam y dow olną  m etodą  num eryczną z rów nania (14):

a) leżące w  lewej półpłaszczyźnie będące w łaściw ym i biegunam i K(s):

b , =  - 0 ,2 1 3 2 5 6 - jO ,420556, b 2 = b j  = -0 ,2 1 3 2 5 6  + jO,420556,

b 3 = -0 ,07 5 2 0 6 4  -  j0 ,9 5 4 103, b 4 = b j = -0 ,0752064  + j0 ,9 5 4 103, (26)

b) leżące w  praw ej półpłaszczyźnie:

b 5 =  0 ,0752064 - jO ,954103 , b 6 = b*5 =  0,0752064 + jO,954103,
(27)

b 7 = 0 ,2 1 3 2 5 6 - jO ,420556 , b 8 = b*7 = 0,213256 + jO,420556.

R ozm ieszczenie b iegunów  i zer przedstaw iono na rys. 1.

T ransm itancja K (s) w  postaci iloczynu czynników  bikw adratow ych w ynosi:

Ln s2 +co s2 +co
K (s) =  0 ■ 2 ---------- Z|-------2 •  - 3------- J t  (28)

M 0 s + 2 - a , - s  + copi s + 2 - a 3 -s + cop,

gdzie: L 0 = 8,986-10 “3, M 0 = 6 ,9638,

□
co2 = 2 4 ,2 3 0 3 , a ,  = 0 ,4 2 6 5  co2 = 0 ,2 2 2 3 , co23 = 4 ,5 9 2 8 , a 3 = 0 ,1504  co23 = 0 ,9 1 6 0 .
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Rys. 1. Rozmieszczenie zer i biegunów Ko2(js) 
Fig. 1. Location o f  zeros and poles o f K02(js)

3. R E A L IZ A C JA  F IL T R U  D O L N O PR Z E P U ST O W E G O

T ransm itancja  filtru  dolnoprzepustow ego o dow olnej często tliw ości granicznej fgr 
pow staje poprzez  transform ację często tliw ościow ą transm itancji filtru  znorm alizow anego 
ok reś loną  w zorem  (21). T ransform acji dokonuje się podstaw iając w  m iejsce zm iennej s 

s
w yrażenie transform acji

27tfg r

Po dokonaniu  tej transform acji i uporządkow aniu  o trzym uje się transm itancję filtru 
dolnoprzepustow ego o częstotliw ości granicznej fgr w  postaci iloczynu czynników  
bikw adratow ych:

r

K (s)=  K uo —  —--------------------------, (30)

n ( s 2 +2CT2i_is + ff)p2|_i2)
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gdzie:

co *_,2 = 47t2f^ (Im(Z2i-l})2. CT2i-l = 4^griRe{b2i-!}!

Pr,, , 2 =  ^ 2fg2r [(Re{b2i_,})2 +  ( Im {b 2j_ ,} )2 ] , i =  1,2.. I , K uo =  ,
(31)

Lo, Mo —czynniki stale określone odpow iednio zależnościam i (12), (17).

D la dow olnie przyjętych param etrów  filtru  dolnoprzepustow ego Kuo <  1, ponadto w yraz 
w olny licznika każdego czynnika bikw adratow ego transm itancji K (s) je s t w iększy od w yrazu 
w olnego m ianow nika:

co2 2 >co 2 , i = 1 ,2 ...—.z2i-l P2i-1 5 2
(32)

U kład  praktyczny filtru  dolnoprzepustow ego będzie  się składał z kaskady um ieszczonej
r

na początku struktury proporcjonalnej i z  w ystępujących po niej — struktur bikw adratow ych

typu „a” . S truktura p roporcjonalna realizu je  czynnik stały Kuo, spełn iający w arunek Kuo <  1, 
natom iast każda struktura b ikw adratow a typu „a” realizuje jed en  z czynników  bikw adrato­
w ych, spełn iających w arunek  (32). U kład struktur przedstaw iono n a  rys. 2.

K„„<1
2 2 
>copi

2 2 CD, >CD„ 
z 3 P3

C0Z 2 > CD 2 (r-l) P(r-l)

sekcja
proporcjo­

nalna

1 sekcja 
bikwadratowa

2 sekcja 
bikwadratowa — sekcja 

bikwadratowa "a"

Rys. 2. Schemat blokowy, przedstawiający układ struktur filtru dolnoprzepustowego 
Fig. 2. Błock diagram showing the composition of lowpass filter structures

U kład struktury proporcjonalnej, zw anej zerow ą, przedstaw iono na rys. 3. Transm itancja 
tej struktury ustalana je s t przez rezystory Roi, R02 i w yraża się zależnością:

U wy(S) _  R 01___  < L  (33)

U We(S) R-01+ R-02
D obór w artości rezystorów  m oże się odbyw ać w edług następującej procedury:

1. zakładam y w artość Ro 1,
2. R02 w yznaczam y w edług w zoru:
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Uw,(s)

Rys. 3. Układ struktury proporcjonalnej
Fig. 3. Schematic diagram o f  the proportional structure

U kład struktury b ikw adratow ej „a”, przeznaczonej do realizacji czynników  bikw adrato- 
w ych  filtru  dolnoprzepustow ego, spełniającej w arunek (32), przedstaw iono na  rys. 4. U kład 
ten  zaczerpnięto  z  ka talogu  struktur b ikw adratow ych [7]. T ransm itancja tej struktury ustalana 
je s t przez rezystory  oraz kondensatory  i w yraża się za  p om ocą  w zoru:

s2 +co 2U J s )

U wc(s) s 2 + 2 c rs  +  con

s2 + -
RtCjRzCjRg

1 + * 2
R. (35)

2 1 s +  s + Ri
c iR i R 4C 1R 2C 5R 6

2 2przy czym  coz > co .

D obór w artości elem entów  struktury m ożna przeprow adzić w edług następującej 
procedury:
1. zakładam y w artość C i,
2. w yznaczam y w artość Rj ze w zoru:

R .=
1

2ctC,
(36)

3. w yznaczam y w artość R2 ze w zoru:

m2 -  co2
R 2 = i 2 con

(37)

4. zakładam y w artości R3, R4, R^, C5,
5. ob liczam y w artość R3 ze w zoru:

R 3 — co R 4C jR 2C 5R 6 . (38)

W yznaczenie struktury  filtru  dolnoprzepustow ego d la  konkretnych w artości k, s  i rzędu 
r  =  4 przedstaw iono w  przykładzie  2.
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Rys. 4. Układ struktury bikwadratowej typu „a”, przeznaczonej do realizacji filtrów dolnoprze- 
pustowych

Fig. 4. Scheme o f the type “a” biquadratic structure used for lowpass filters realization 

P r z y k ła d  2

N ależy w yznaczyć strukturę filtru  dolnoprzepustow ego rzędu r =  4 o częstotliw ości 
granicznej fgr =  1 kH z i param etrach s  i k  określonych d la  filtru  znorm alizow anego 
w przykładzie 1, czyli s =  1, k  =  0,5.

R o z w i ą z a n i e

U kład zaw iera je d n ą  strukturę proporcjonalną oraz dw ie struktury b ikw adratow e „a” . 
W artości elem entów  obliczono zgodnie z opisanym i proceduram i. Schem at układu filtru 
przedstaw iono na  rys. 5.

Rys. 5. Schemat realizacji układowej filtru dolnoprzepustowego 
Fig. 5. Lowpass filter circuit realization
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U kład poddano  sym ulacji kom puterow ej w  program ie SPICE. N a  rys. 6 zaprezentow ano 
charakterystyki często tliw ościow e filtru  uzyskane z tych  sym ulacji dla dw óch w ariantów :
a) z  użyciem  w zm acniaczy  idealnych, b) z użyciem  w zm acniaczy rzeczyw istych.

f [Hz]
Rys. 6. Charakterystyka częstotliwościowa filtru dolnoprzepustowego uzyskana w ramach przepro­

wadzonych symulacji: 1) idealne wzmacniacze operacyjne, 2) rzeczywiste wzmacniacze 
operacyjne

Fig. 6. Frequency characteristic o f the lowpass filter obtained from o f carrying out simulations: 
1) ideal operational amplifiers, 2) real operational amplifiers

□

4. R E A L IZ A C JA  F IL T R U  G Ó R N O P R Z E P U ST O W E G O

T ransm itancja filtru  góm oprzepustow ego o dow olnej często tliw ości granicznej fgr 
pow staje poprzez transform ację często tliw ościow ą transm itancji filtru  znorm alizow anego 
określonej w zorem  (21) poprzez podstaw ienie:

s ̂ 27tf§L. (39)
s

Po dokonaniu  tej transform acji i uporządkow aniu  o trzym uje się transm itancję filtru 
góm oprzepustow ego  o często tliw ości granicznej fgr w  postaci iloczynu czynników  
bikw adratow ych:
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fil?1* » . , , ,2)
K (s) = K uo

gdzie:

n  ( s 2 +  2  • CT2 i- l  - S +  C0p2. _2  )
i= l

47rfgr|Re{b2i_I}|
2 ■ CT2 i - l  -

(Re{b2i_, })2 + (lm {b2i_, })2

CD
P 2 i-1 (Re{b2j_,})2 + (lm{b2i_i})2 ’ ’ 2 ’

K u o = ^ f l
(lm {z2i_i })2

M 0 i=1 (Re{b2i_,})2 + (lm {b2M })2 ’

(40)

(41)

Lo, Mo -  czynniki stałe określone odpow iednio  zależnościam i (12), (17).
D la dow olnie przyjętych param etrów  filtru góm oprzepustow ego Kuo <  1, ponadto wyraz 

w olny m ianow nika każdego czynnika b ikw adratow ego transm itancji K (s) je s t w iększy od 
w yrazu  w olnego licznika:

P 2 i - I

2 2 • , t r> co, , i = 1,2... .
2z 2 i—1

(42)

U kład  struktur filtru  góm oprzepustow ego będzie taki ja k  d la  filtru  dolnoprzepustow ego, 
z tą  różn icą  że zostaną użyte struktury b ikw adratow e typu „b” spełniające w arunek (42). 
U kład struktur przedstaw iono na rys. 7.

co,2 <oi_ 2z3 P3
o u  2  < c o „  2

( r —1) P ( r - l )

sekcja
p roporcjo ­

nalna

1 sekcja 
b ikw adratow a 

" b "

2 sekcja 
bikw adratow a 

"b " b ikw adratow a "b "

Rys. 7. Schemat blokowy, przedstawiający układ struktur filtru dolnoprzepustowego 
Fig. 7. Błock diagram showingthe composition of highpass filter structures

U kład  struktury bikw adratow ej „b” zaczerpniętej z katalogu struktur b ikw adratow ych [7], 
przeznaczonej do realizacji czynników  bikw adratow ych filtru góm oprzepustow ego, spełnia­
jącej w arunek (42), przedstaw iono na rys. 8. T ransm itancja tej struktury ustalana przez rezy­
story oraz kondensatory w yraża się zależnością:
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przy czym  mz2 < rap2 .

struktura 
bikwadratowa "b" R .

X
R,

R. R,k3
— [ 3 - »  {

■o
o-

R,

U (s)w y' '

Rys. 8. Układ struktury bikwadratowej typu „b”, przeznaczonej do realizacji filtrów gómoprze- 
pustowych

Fig. 8. Scheme o f the biquadratic structure type “b”, destined to the highpass filters realization

D obór w artości e lem entów  struktury m ożna przeprow adzić w edług następującej 
procedury:
1. zakładam y w artość C2,
2. w yznaczam y w artość R i ze  w zoru:

3. zakładam y w artość C ó,
4. w yznaczam y w artość Re ze w zoru:

5. zakładam y w artości R4 , R 5,
6. ob liczam y w artość R3 ze w zoru:

W yznaczenie struktury filtru  góm oprzepustow ego d la  konkretnych w artości k , s  i rzędu 
r =  4 przedstaw iono w  przykładzie  3.

N ależy w yznaczyć strukturę filtru  góm oprzepustow ego rzędu  r  -  4  o częstotliw ości 
granicznej fgr = 1 0  kH z i param etrach  e i k  określonych w  przykładzie 1, czyli e  =  1, k  =  0,5.

(44)

Przykład 3
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R o z w i ą z a n i e

U kład zaw iera je d n ą  strukturę proporcjonalną oraz dwie struktury bikwadratowe „b”. 
W artości elementów obliczono zgodnie z opisanym i procedurami. Schemat układu filtru 
przedstawiono na rys. 9.

? 1

G
°— G

R ,a

8.297 k 

  +

rC

c,> -L
1 n

c»-L
1 n

r
10 k

R*

Rys. 9. Schemat realizacji układowej filtru gómoprzepustowego 
Fig. 9. Highpass filter circuit realization

N a  rys. 10. przedstaw iono charakterystyki częstotliw ościow e filtru  uzyskane w  w yniku 
przeprow adzonych sym ulacji.

f [Hz]

Rys. 10. Charakterystyka częstotliwościowa filtru gómoprzepustowego uzyskana w ramach przepro­
wadzonych symulacji: 1) idealne wzmacniacze operacyjne, 2) rzeczywiste wzmacniacze 
operacyjne

Fig. 10. Frequency characteristic o f the highpass filter obtained from simulations: 1) ideal operatinal 
amplifiers, 3) real operatinal amplifiers

□
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5. R E A L IZ A C JA  FIL TR U  P A SM O W O P R Z E P U ST O W E G O

T ransm itancja  filtru  pasm ow oprzepustow ego o dow olnej częstotliw ości granicznej dolnej 
fd oraz górnej fg, pow staje poprzez  transform ację często tliw ościow ą transm itancji filtru 
znorm alizow anego określonej w zorem  (21) poprzez podstaw ienie:

s , 2jtfdfg (47)

Po dokonaniu  tej transform acji i uporządkow aniu  o trzym uje się transm itancję filtru 
pasm ow oprzepustow ego w  postaci iloczynu czynników  bikw adratow ych:

fl(s2 -s27i(fg-fd)zi + 47t2fdfg) flLi(s)
K(s) = K uo - y ----------------------------------------- K u c - ” ------- . (48)

n ( s 2 - s 2it(fg - f .K  +4n2fdfg) n M ,( s )

gdzie: K u0 = - 0 <1 i Lo, Mo -  czynniki stałe określone zależnościam i (12), (17).
M0

T ransm itancja  w  postaci określonej w zorem  (48) n ie je s t realizow alna przez żad n ą  opra­
co w an ą  strukturę ze  w zględu  na  to , że w spółczynnik  1 stopnia zarów no licznika, ja k  i m ia­
now nika je s t lic zb ą  zespoloną. W yznaczając m iejsca zerow e licznika i m ianow nika, m ożna 
licznik  i m ianow nik  doprow adzić do postaci iloczynow ej. M ianow icie, dla i-tego czynnika 
b ikw adratow ego transm itancji K (s) m am y:

L j (s) = (s -  zn )(s -  z i2),

gdzie:

z» =7t(f g - f d K - ^ i g - f d ) 2*? - 4 f df g , z.2 = " ( fg  - f d)z i + ^ ( f g - f d)2z? - 4 fdf g .

(49)

(50)

oraz:
Mj(s) = ( s - Z j , ) ( s - z i2), (51)

gdzie:

b u = 7 t( fg - f d)b i - n  (fg - f d f b ,2 - 4 f dfg , 

b i2 =  Jtffg - f d)b i + ^ ( f g - f d)2b 2 - 4 f dfg .

(52)

Poniew aż m ożna zauw ażyć, że:
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w ięc transm itancję K (s) m ożna rozbić na dw ie grupy iloczynów  czynników  bikw adratow ych:

fi ((s -  Z2i-l,l XS -  Z2i,2 )) n  ((S ~ Z 2i-l,2 XS -  z 2i,l ))
K (s) =  K uo- y --------------------------------- -M .----------------------------- . (54)

n  ((s  ~  b 2 i—1,1 XS -  b 2 i,l ) )  n  ( (S ~  b 2i—1,2 XS -  b 2i,2  ) )
i=l i=l

1 grupa 2 grupa

Po w ym nożeniu dw um ianów  zm iennej s otrzym uje się następu jącąpostać  K(s):

r r

nfs1*»*,,2) n(*2«.,!)
K (s) = K uo — —-------------------------------------- . (55)

Fl(s2 +2c72i_, s + topjM2) n ( s 2 + 2 a 2is + cop22)

1 grupa 2 grupa

gdzie:

= (*m{z 2i-i,i}) > °2i-i = 2 Re{b2i_1 j}), cop2. , =  (Re{b2i_11}) + (lm {b2i_u }) ,

®z22 = M z 2i-i,2})2 . ^2i = 2 jR e{ b 2i_ii2}|, cop2i2 = (R e{b2W 2})2 +(lm {b2W 2})2, (56)

D la dow olnie przyjętych param etrów  filtru pasm ow oprzepustow ego w yraz w olny 
licznika każdego czynnika bikw adratow ego 1 grupy je s t w iększy od w yrazu w olnego 
m ianow nika:

coz 2 >cod 2 , i = 1 ,2 ...— , (57)z2i-l P2i-1 2

z  kolei w yraz w olny m ianow nika każdego czynnika 2 grupy je s t w iększy od w yrazu w olnego 
licznika:

2 2 • , ~ r (58)(Bn >co, , 1 = 1,2...—  . v ’P2i-1 z2i-l 2

W ynika stąd, że  czynniki bikw adratow e 1 grupy b ędą  realizow ane za  pom ocą struktury 
b ikw adratow ej typu „a”, natom iast czynniki bikw adratow e 2 grupy za pom ocą struktury 
b ikw adratow ej typu „b” . U kład struktur przedstaw iono na  rys. 11.

W yznaczenie struktury filtru  pasm ow oprzepustow ego dla konkretnych w artości k, s  i 
rzędu r  = 4 przedstaw iono w  przykładzie 4.
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K,„<1
2 2 (B, > <B„

Z 1 P l
CO 2  > 0 5  2  

z 3 P3

2 2 
C 0 _  > C 0 n  

( r - l )  P ( r - l )

1 sekcja 
bikwadratowa 

”b”

2 sekcja 
bikwadratowaHbn

2  sekcja 
bikwadratowa "b"

2 grupa

Rys. 11. Schemat blokowy, przedstawiający układ struktur filtru pasmowoprzepustowego 
Fig. 11. Block diagram showing the composition o f  bandpass filter structures

Przykład 4

N ależy w yznaczyć strukturę filtru  pasm ow oprzepustow ego rzędu r = 4 o częstotliw ości 
granicznej dolnej fd =  1 kH z oraz górnej fg =  10 kH z i param etrach s  i k  określonych w  
przykładzie 1, czyli s  = 1, k  =  0,5.

R o z w i ą z a n i e

U kład  zaw iera  je d n ą  strukturę proporc jonalną  oraz dw ie struktury bikw adratow e „a” i 
dw ie struktury b ikw adratow e typu  „b” . W artości e lem entów  obliczono zgodnie z  opisanym i 
proceduram i. Schem at układu filtru p rzedstaw iono na  rys. 12.

N a rys. 13 przedstaw iono charakterystyki często tliw ościow e filtru  uzyskane w  wyniku 
przeprow adzonych  sym ulacji.
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Rys. 12. Schemat realizacji układowej filtru pasmowoprzepustowego 
Fig. 12. Scheme o f bandpass filter circuit realization

f [Hz]
Rys. 13. Charakterystyka częstotliwościowa filtru pasmowoprzepustowego uzyskana w ramach prze­

prowadzonych symulacji: 1) idealne wzmacniacze operacyjne, 2) rzeczywiste wzmacniacze 
operacyjne

Fig. 13. Frequency characteristic o f the bandpass filter obtained from simulations: 1) ideal operational 
amplifiers, 2) real operational amplifiers

□
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6. R E A L IZ A C JA  F IL T R U  P A SM O W O Z A P O R O W E G O

T ransm itancja filtru  pasm ow ozaporow ego o częstotliw ości granicznej dolnej fd oraz 
górnej fg pow staje poprzez  transform ację często tliw ościow ą transm itancji filtru 
znorm alizow anego określonej w zorem  (21) po podstaw ieniu:

s <-
27i(fg - f „ ) s

s 2 +47i2f„ f
(59)

Po dokonaniu  tej transform acji i uporządkow aniu  oraz stosując podobne rozw ażania jak  
d la  filtru  pasm ow oprzepustow ego, uzyskuje się ja k  dla filtru  pasm ow oprzepsutow ego 
następu jącą  postać transm itancji filtru, b ęd ącą  iloczynem  czynników  bikw adratow ych, 
sk ładającą  się z  2 grup:

n t 1+«„..■)
K (s) = K U0-  —--------------------------------- 7 — ^ ------------------------- , (60)

ń ( s 2 + 2 o 2i_u  S + C0p2i„„,2) fi(s2 + 2 a 2i,2 s + coP2ij22 )

1 grupa 2 grupa

gdzie:

“ z2¡_,2 = M z2í-i,i})2' ° 2i-i =  2 R e {b 2i i.,}|, top2. , 2  = (R e {b 2i_u })2 + ( lm {b 2i_1>1})2 ,

®z2 2 =  (lm {z2i_ii2})2 , cr2j = 2 |R e { b 2i_u }|, cop2. 2 =  (Re{b2j_, 2})2 + ( lm {b 2i_1>2})2 , (6 1)

i = l , 2 . . . I

przy czym :

Z:, = — =----------- 71

i,2
Z;

b,, -
b;

f c - f d ) 2
- 4 f d f g

'( f g -f d ) 2
- 4 f dfg

i z 2

; ( f g - f d ) 2 - 4 f df g
i b 2

:(f g - f d)2 — 4 fdf g
1 b 2

(62)

(63)
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O dw rotnie n iż to  m iało  m iejsce dla filtru  pasm oprzepustow ego, w yraz w olny 
m ianow nika filtru  pasm ow ozaporow ego każdego czynnika bikw adratow ego z 1 grupy jes t 
w iększy od w yrazu w olnego licznika:

2 2 ■ , T rco„ >co7 ,1 = 1,2...— ,
z 2 i - l  2

(64)
P 2 Í -1

z kolei w yraz w olny  licznika każdego czynnika z  2 grupy je s t w iększy od w yrazu w olnego 
m ianow nika:

(o, 2 ><a„ 2 , i = 1 ,2 ...— .2
(65)

z 2 i - l  P 2 Í -1

W ynika stąd, że czynniki b ikw adratow e 1 grupy b ęd ą  realizow ane za  pom ocą struktury 
b ikw adratow ej typu „b”, natom iast czynniki b ikw adratow e 2 grupy za pom ocą struktury 
b ikw adratow ej typu „a” . U kład struktur filtru  przedstaw iono na rys. 14.

K„„<1
2 2 

C 07 < C 0 n 
z ł Pi

co 2 <01 2
z 3 P3

2 2 co7 <co_
z ( r - l )  P ( r - l )

1 sekcja 
bikwadratowa

2 sekcja 
bikwadratowa 2  sekcja 

bikwadratowa "a"

2 grupa

Rys. 14. Schemat blokowy, przedstawiający układ struktur filtru pasmowozaporowego 
Fig. 14. Block diagram showing the composition o f stopband filter structures

W yznaczenie struktury filtru  pasm ow oprzepustow ego dla konkretnych w artości k, s  i 
rzędu r = 4 przedstaw iono w  przykładzie 5.

Przykład 5

N ależy w yznaczyć strukturę filtru pasm ow ozaporow ego rzędu r =  4 o częstotliw ości 
granicznej dolnej fd =  1 kH z oraz górnej fg =  10 kH z i param etrach s  i k  określonych w  
przykładzie 1, czyli c =  1, k  = 0,5.
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R o z w i ą z a n i e

U kład zaw iera je d n ą  strukturę p roporc jonalną  oraz dw ie struktury b ikw adratow e „b” i 
dw ie struktury b ikw adratow e typu  „a” . W artości e lem entów  obliczono zgodnie z opisanym i 
p roceduram i. Schem at układu filtru  przedstaw iono na  rys. 15.

N atom iast na  rys. 16. zaprezentow ano charakterystyki częstotliw ościow e filtru uzyskane 
w  ram ach w ykonanych sym ulacji.

□

Ru r m

Rys. 15. Schemat realizacji układowej filtru pasmowozaporowego 
Fig. 15. Stopband filter circuit realization

W N IO SK I

W  pracy opisano realizację unorm ow anych filtrów  elip tycznych za pom ocą analogow ych 
struktur b ikw adratow ych. Stosując dw a opisane typy struktur bikw adratow ych (struktura typu 
„a” przedstaw iona na rys. 4 oraz struktura typu  ”b ” przedstaw iona na  rys. 8) oraz strukturę 
p roporcjonalną (rys. 3), m ożna zbudow ać filtry eliptyczne o dow olnym  typie charakterystyki 
często tliw ościow ej. P ro stszą  budow ę m a filtr do lnoprzepustow y oraz góm oprzepustow y.
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f [Hz]
Rys. 16. Charakterystyka częstotliwościowa filtru pasmowozaporowego uzyskana w ramach przepro­

wadzonych symulacji: 1) idealne wzmacniacze operacyjne, 2) rzeczywiste wzmacniacze 
operacyjne

Fig. 16. Frequency characteristic o f the stopband filter obtained from simulationa: 1) idea! operational 
amplifiers, 2) real operational amplifiers

D o budow y filtru  dolnoprzepustow ego r-tego rzędu należy użyć — struktur typu „a”,

natom iast filtr góm oprzepustow y r-tego rzędu m ożna zbudow ać z — struktur typu „b”.

D o realizacji układow ej filtrów  pasm ow ych (pasm ow oprzepustow y oraz pasm ow ozapo- 

row y) r-tego rzędu należy użyć 2-krotnie więcej struktur, m ianow icie X-  struktur typu „a”

oraz -- struktur typu „b” .

W yznaczone w  przykładach struktury filtrów  4 rzędu (rys. 5, rys. 9, rys. 12, rys. 15) 
zostały  przebadane w  program ie sym ulacyjnym  SPICE. W  ram ach  przeprow adzonych 
sym ulacji zdjęto charakterystyki częstotliw ościow e tych filtrów  ze w zm acniaczam i idealnym i 
oraz rzeczyw istym i. C harakterystyki w szystk ich  sym ulow anych filtrów  zaw ierających 
w zm acniacze idealne są  zgodne z  założonym i, czyli idealnym i charakterystykam i (rys. 6, rys. 
10, rys. 13, rys. 16 -  k rzyw a 1). N atom iast użycie w zm acniaczy rzeczyw istych (dla przykładu 
w  sym ulacjach zastosow ano popularne w zm acniacze TL081 o polu  w zm ocnienia f r =  3M z) 
pow oduje pow stanie pew nych n iew ielk ich  odstępstw  od ideału, szczególnie w  zakresie 
w yższych częstotliw ości (rys. 6, rys. 10, rys. 13, rys. 16 -  krzyw a 2).



122 Tomasz Adrikowski. Marian Pasko

LIT E R A T U R A

1. B ellert S.: Z arys teorii syntezy lin iow ych układów  elektrycznych. W PW , W arszaw a 1964.
2. W illiam s A .: E lectric F ilter D esign H andbook. M cG raw -H ill Inc., N ew  Y ork 1981.
3. T hede L.: A nalog A nd  D igital F ilter D esign U sing C. Prentice H all PTR, N ew  Jersey 

1996.
4. Pasko M ., W alczak J.: Teoria sygnałów . W yd. Pol. Śl., G liw ice 1999.
5. Z verev  A .I.: H andbook O f  F ilter Synthesis. John  W iley and Sons, N ew  Y ork 1967.
6. Saal R.: D er E n tw urf von  F iltern  m it H ilfe des K ataloges N orm ierter Tiefpasse. 

T elefunken G M B H , B acknang G erm any 1963.
7. K atalog struktur b ikw adratow ych: N orbert Fliege: A  N ew  C lass O f Second O reder RC- 

A ctive F ilters w ith  Tw o O perational A m plifiers. N achrichtentech . Z ., vol. 26, pp. 279- 
282, June 1973.

8. A drikow ski T ., Pasko M .: U norm ow anie filtrów  eliptycznych. Z eszyty N aukow e 
Politechniki Śląskiej serii E lektryka n r 182, G liw ice 2002.

W płynęło  do R edakcji dn ia  5 czerw ca 2002 r.

Recenzent: D r hab. inż. K onrad Skow ronek, prof. Politechniki Poznańskiej

A b s tra c t

This paper is a continuation  o f  the previous one [8]. The w ay o f  determ ining zeros and 
poles o f  even  order e llip tic filter transm ittance fo r any assum ed param eters e, k o f  the elliptic 
filter is described. T he know ledge o f  these o f  zeros and poles is the starting point for 
synthesis o f  filters, w hich  is illustrated  by exam ple 1. There is also proposed a practical 
rea lization  o f  elliptic filters using proportional and b iquadratic structures, w hich are built o f  
operational am plifiers and R C  elem ents. The synthesis o f  low pass, highpass, passband and 
stopband filter is show n. It is proved tha t it is possib le  to  build  all kinds o f  elliptic filters by 
using  only  tw o types o f  b iquadratic structure (b iquadratic structure o f  type “a” presented in 
Fig. 4  and b iquadratic structure o f  type “b ” show n in Fig. 8) and proportional structure (Fig.
3). T he practical realization  o f  all k inds o f  filters is illustrated  by exam ples 2, 3, 4 and 5. The 
obtained circu it realizations w ere tested by  com puter sim ulation  using  SPICE. The frequency 
characteristic o f  these filters w ith  ideal and real operational am plifiers w ere obtained from  the 
carried  ou t com puter sim ulation. The characteristics o f  all the sim ulated filters containing 
ideal operational am plifiers are the sam e as the assum ed, that is ideal, ones (see Figs. 6, 10, 13 
and 13 — curve 1). H ow ever, the application  o f  real operational am plifiers (for exam ple: 
am plifiers TL081 o f  gain-bandw idth  equal to 3 M H t w ere used in  sim ulations) results in  som e 
little deviations o f  the obtained characteristics from  the ideal ones, especially  w ithin the range 
o f  h igher frequencies 9see Figs. 6, 10, 13 and 16 -  curve 2).


