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PODEJMOWANIE DECYZJI GRUPOWYCH NA
PODSTAWIE TEORII ZBIOROW ROZMYTYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode podejmowania decyzji grupowych na
podstawie indywidualnych preferencji decyzji poszczegblnych czlonkéw grupy.
Preferencje spoteczng grupy okresSlono w postaci relacji rozmytej. Wykorzystujac a-
przeciecie zbioru rozmytego wyznaczono grupowe uporzadkowanie preferencyjne dla
wszystkich decyzji.

MAKING GROUP DECISIONS ON THE BASIS OF THE THEORY
OF FUZZY SETS

Summary. The paper presents a method of making group decisions on the basis of
individual preferences of the members of the group. Social preference of the group has
been defined in the from of a fuzzy relation. Making use of a-cut of a fuzzy set, a group

ordered set preferential for all the decisions has been determined.
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I‘Pl\/l-lb\-l'lVE rpynnOBbIX peuiehmh ha ochobe teopmm

PA3MDbITbIX MHOXECTB

PesioMe. B paBoTe npeacTaBJueTCH mctoa npnuHTHfl rpynnoRbix pemeHHti Ha
ocHOBaHHM HHfI[HBHayaabHbix npe$epeHHH« pemeHHfl OTuejibHbix qjienoB rpynnbi.
OSmecTBeHHaa npetfepemniH rpynnbi onpefleaaeTCfl b BHjie pa3MbiToro cooTHomeHRH.
C HcnoJib30BaHM6M a-nepeceaeHHnNn pa3MbiToro MHoacecrea onpeaejmeTCH rpynnoBofl

npecpepeHnMajibHbift nopaaoK aim Bcex pemeHH ft.

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Bedziemy rozwaza¢ sytuacje, w ktérej mamy do czynienia z decydentem zbiorowym
i kazdy z cztonkéw grupy ma mozliwos$¢ podjecia pewnej liczby decyzji. R6zne decyzje
sg bardziej lub mniej preferowane przez poszczeg6lnych cztonkéw grupy. Bedziemy
rozpatrywa¢ zadanie, jak otrzyma¢ na podstawie uporzgdkowan preferencyjnych
poszczegélnych cztonkéw grupy pewne uporzadkowanie preferencyjne wiasciwe dla
catej grupy. Postuzymy sie tu podejsciem wykorzystujacym teorie zbioréw rozmytych
zaproponowanym przez Blina [1] oraz Blina i Whinstona [2], omawianym takze w
pracy [s], Przyjmujemy nastepujgcy model podejmowania decyzji. Dane sg:

A =(aj ,...,am) - zbior decyzji,

B = (bj ,...,bn) - zbiér decydentéw (cztonkowie grupy),

Ok C AXxA - uporzadkowanie preferencyjne (nierozmyte) k-tego decydenta Jezeli
decydent preferuje bardziej a) niz aj, to para decyzji (a), aj) GOk, co zapisujemy w
postaci aj >aj.

Uporzadkowania preferencyjne decyzji roznych decydentéw mogg byé rdzne, a
nawet sprzeczne zesobg Naszym zadaniem bedzie znalez¢ takie jedno
uporzadkowanie preferencyjne decyzji, aby bylo ono najbardziej odpowiednie i
charakterystyczne dlacatej grupy. Og6lnie mozna powiedzie¢, ze zadaniem
podejmowania decyzji grupowych jest okreslenie pewnego odwzorowania

(0i,02....0n) - 0 0 . )

Jest to wyznaczenie zuporzadkowan preferencyjnych poszczegélnych decydentow
pewnego najadekwatniejszego uporzadkowania preferencyjnego grupowego o q -
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Definicja 1 [s]
Grupowe uporzadkowanie preferencyjne nazywamy preferencjg spoteczng i
okreslamy jako relacje rozmyta RCAXA o funkcji przynaleznosci

HR 1 AXA -* [0,1], (2)
Wartosci funkcji przynaleznosci nR (ai, aj) okreslajg stopien preferencji decyzji aj nad

Rozmytos¢ w okreslaniu uporzadkowania preferencyjnego decygi dla catej grupy
wyraza sie tutaj poprzez funkcje przynaleznosci hr, ktérej wartosci sg utamkami z
przedziatu [0,1]. Przyktadowo, jezeli wszyscy decydenci uwazajg, ze decyzja "a" jest
bardziej preferowana niz "b", to mozemy uzna¢, ze preferencja spoteczna (grupowa)
tezjest taka, ze a>b. Przyjmujemy wtedy, ze

R (ab) = 1 ©)

Jezeli natomiast cze$¢ decydentéw bardziej preferuje decyzje "a" a cze$¢ bardziej
decyge "b", to stopien preferencji grupowej ""a" nad "b" moze wynosi¢ np. 0,7, 0,6 lub
0,3. Mozemy powiedzie¢, ze decyzja "a" jest tylko w pewnym stopniu bardziej
preferowana niz "b". Jezeli mamy do czynienia ze zbiorem n decydentéw i m decyzji,
to ustalenie kolejnosci preferencji wszystkich decyzji bardziej komplikuje sie.

2. PODSTAWOWE POJECIA Z TEORIlI ZBIOROW
ROZMYTYCH

2.1. OKkreS$lenie zbioru rozmytego

Podamy tu tylko kilka podstawowych poje¢ z teorii zbioréow rozmytych wykorzy-
stywanych w tej pracy. Bardziej doktadne omowienie tych poje¢ oraz opis teorii zbio-
row rozmytych mozna znalez¢ w pracach [3; 4; 5;6;7; 7; 9; 10],

W Kklasycznej teorii zbioréw kazdy zbiér ma jednoznacznie okreslone granice
oddzielajgce elementy nalezace do niego od nie nalezacych. Jezeli mamy zbiér A i
element x, to mozemy stwierdzi¢, czy element x nalezy do zbioru A, czy tez nie nalezy.
Oznaczmy przez X przestrzen wszystkich rozpatrywanych elementow x. W tej
przestrzeni jest okres$lona funkcja charakterystyczna zbioru A [3; 4; s ; s], Ta funkcja
zdefiniowana jest nastepujaco
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1 dla xXE A,
vxe X, xa(x) =* (4)

0 dla A.

Funkcja charakterystyczna x a odwzorowuje przestrzen X w zbior (0,1).

W wielu przypadkach, gdy operuje sie pojeciami charakterystycznymi w sposob
nieprecyzyjny, wystepujg trudnosci w okresleniu przynaleznosci elementu do danego
zbioru. Funkcja charakterystyczna okreslona wzorem (4) jest wtedy niewygodna i
mocno ograniczajgca zastosowanie jej do sytuacji niedoktadnie okreslonych. Zadeh w
swej pracy [10] wprowadzit pojecie zbioru rozmytego. Zbiér rozmyty ma taka
wiasnosc, ze jego funkcja okreslajgca przynaleznos$é elementu do zbioru odwzorowuje
przestrzen X w odcinek [0,1]. Jest to wiec rozszerzenie przeciwdziedziny funkcji
charakterystycznej okreslonej wzorem (4) na odcinek [0,1].

Definicja 2[4]
Zbiorem rozmytym A okreslonym na przestrzeni X jest zbiér uporzadkowanych
par:

A={(x, pA(x)) dlaxe X}, ®)

gdzie pa jest funkcja przynaleznosci zbioru A
Przykfad 1
Niech X oznacza zbiér numeréw zakreséw grubosci pokiadu wegla przy
eksploatacji z podsadzka suchg {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9},
A - oznacza numer S$redni,
B - oznacza numer duzy.
Funkcje przynaleznosci zbioréw rozmytych A i B moga by¢ nastepujace:

PA(1) = °. PB(1) = °.
PA(2) = °. PB(2) = °.
PA(3) = °>6> PB(3) =0,
PA(4) = 0,8, PB(4) =0,1,
PA(5) = 1. PB(5) = °.4,
PA(6) = °,8, pg(6) = 0,6,
pa(?) = °>6> PB(7) = °.8.
pa(8) =°. PB(8)=1>

PA(9) = pb(9) = 1-
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Przykiad 2
Niech X = R bedzie przestrzenig liczb rzeczywistych utozsamiong z glebokoscig

poktadu wegla, a A zbiorem liczb okreslajacych gtebokosé poktadu duzo wiekszg od
150. Funkcje przynaleznosci zbioru A mozemy okresli¢ nastepujgco

0 dla x s 150,

1 dla x) 150.

1+150(x-150)-1

2.2. Obciecie zbioru rozmytego

Definicja 3
a-obcieciem zbioru rozmytego A nazywamy zbiér Aot okreslony nastepujaco

Aa={xeX : pA(x)aa }, ae[0,l]. (6)

2.3 Okreslenie relacji rozmytej

W teorii mnogosci jednym z podstawowych pojeé jest pojecie relacji miedzy dwoma
niepustymi zbiorami X i Y, definiowanej jako podzbior iloczynu kartezjanskiego XxY.
Podamy teraz definicje relacji wielowartosciowej [3; 4; 6 ;8]

Definicja 4

Relacjg rozmytag miedzy dwoma niepustymi zbiorami X i Y nazywamy podzbior
rozmyty R iloczynu kartezjanskiego XxY. Funkcja przynaleznosci hr jest
odwzorowaniem typu

I XXY -* [0,1], ©)

Wartosci funkcji przynaleznosci [rR(x,y) interpretujemy jako stopien powigzania
miedzy elementami XEX i yGY.
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Jezeli zbiory X i Y posiadajg skonczong liczbe elementow, tj. X={xj,...,xm},
Y ={yi,...,yn}, to funkcje przynaleznosci pr relacji R mozemy zapisa¢ w postaci
macierzowej

HR(Xi,yi),...,HR(Xi,yn)' rl1>-»rln (8)

HR =[HR(xiYj)]

_HR(Xm,yi),..,HR(Xm,yn) .rmli—>rmn_

gdzieryef[o,I]; i=1 m;j=1 n

Przykfad 3

Dane sg zbiory X=Y={0, 1, 2, 3, 4, 5} stanowigce oznaczenia cyfrowe przedziatow
energetycznego wskaznika urabialnosci wedtug metody ISI. Okreslamy relacje: X jest
"duzo wiekszy niz" Y. Relacje te mozemy zapisa¢ za pomoca tabeli

Xyy 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0,2 0 0 0 0 0
3 0,5 0,2 0 0 0 0
4 08 0,5 0,2 0 0 0
5 1 0,8 0,5 0,2 0 0

3. OKRESLENIE GRUPOWEJ PREFERENCJI SPOLE-
CZNEJ

Dla kazdego decydenta b”™ tworzymy macierz preferencji Sk na podstawie zbioru
uporzadkowania preferencyjnego O™

gdy (ai,aj)EOKk,
= s*  gdzie Sj =
Sv= sy gdze s gdy (ai,aj)~OK. ©)
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Na podstawie macierzy preferencji Sfc tworzymy macierz sumaryczng N preferencji
indywidualnych

N -~ S f i«)
k=1

Jako preferencje spoteczng catej grupy decydentdw przyjmujemy relacje rozmyta o
stopniach przynaleznosci

"R (ai *aj) = — nij* dl)

Zadaniem naszym bedzie wyznaczenie z tej relacji rozmytej, odzwierciedlajgcej
preferencje spoteczng grupy, pewnego nierozmytego uporzgdkowania preferencyjnego
decyzji. Te procedure wyznaczania preferencji grupowej bedziemy opiera¢ na pojeciu
a-obciecia zbioru rozmytego.

Okreslamy najpierw a-obciecie relacji rozmytej R dla parametru a=r, gdzie x jest
pewnym poziomem akceptacji preferencji w grupie.

Rt ={(ai,aj) :#tR (ai,aj)tT}. (12)

Zbior R,. zawiera pary decyzji wchodzacych w sktad uporzadkowania preferencyjnego,

dla ktérego poziom akceptacji nie jest nizszy od przyjetego t w calej grupie.

Przytoczymy tutaj metode zaproponowana przez Blina [1], a opisana w pracy [s],

1. Nalezy uporzadkowaé¢ wszystkie elementy macierzy hr rozne od zera w cigg silnie
malejacy tj, % xs, tzn. jezeli w macierzy hr kilka elementéw na te samg
wartos¢, to w utworzonym ciggu ta warto$¢ wystapi tylko jeden raz.

2. Wyznaczamy zbiér R x*,

3. Sprawdzamy, czy wyznaczony zbiér pozwala na okreslenie uporzadkowania pre-
ferencyjnego dla wszystkich decyzji.
Uwaga.
Uporzadkowanie preferencyjne bedzie okreslone, gdy zbior R™bedziezawierat

m (m-1)/2 pardecyzji. Kazda decyzja musi wystapi¢ doktadnie wm-1 parach
zbioru Rt. decyzja najbardziej preferowana musi wystgpi¢ m-1 razy na pierwszej
pozycji w parach. Decyzja'druga pod wzgledem preferencji musi wystgpi¢ m-2
razy na pierwszej pozycji oraz 1 raz na drugiej itd. Najmniej preferowana
decyzja wystgpi m-1 razy na drugiej pozycji w parach, natomiast nie pojawi sie
na pierwszej pozycji.
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4. Jezeli nie da sie okreslic uporzadkowania preferencyjnego, to wyznaczamy nowy
zbiér R,. dla kolejnego i.

5. Ze zbioru tego eliminujemy pary, ktore wskazujg na preferencje sprzeczna z parami
zbioru R rl'i-l"

6 . Nalezy przejs¢ do punktu 3.

7. Jezeli udato sie okresli¢ uporzadkowanie preferencyjne w punkcie 4, to jest to koniec
obliczen. Jest to poszukiwane grupowe uporzadkowanie preferencyjne.

s . Jezeli dla i=l,..., s nie udato sie na podstawie zbioréow R x. okresli¢ uporzadko-

wania preferencyjnego decyzji, to stwierdzamy, ze takie grupowe uporzgdkowanie
preferencyjne nie istnieje. Stanowiska decydentéw sg zbyt rozbiezne. Powinni oni
przedyskutowaé i uscisli¢ kryteria ustalenia preferencji oraz ponownie przedstawic¢
bardziej zblizone swoje stanowiska.

Podamy teraz prosty przyktad zastosowania wyzej przedstawionej procedury.
Przyktad 4
Dyrektor kopalni powotat grupe dziesieciu decydentow w celu ustalenia waznosci i

kolejnosci podjecia aktualnie pilnych decyzji. Te decyzje oznaczono symbolami:

a - zakup nowego kombajnu weglowego KWB-3RUW/400 i obudowy S$cianowej
PIOMA 25/45 OZ,

b - zakup nowych komputeréw IBM PC i sieci komputerowej UNDC WARE,

c - wystanie do Anglii grupy pracownikéw na szkolenie z zakresu nowoczesnego
zarzadzania,

d - rozbudowa magazynu.
Decydenci przedstawili kolejno$¢ preferowania decyzji w nastepujacej postaci:

Decydent Preferowanie decyzji
bj c>a>b>d,
b2 ,bs b>a>c>d,
ba c>d>b>aq,
N> ag b>a>d>c,
bg d>c>a>Db,
b9, b™o a>d>b>c.

Temu  zapisowi odpowiadajg nastepujgce  uporzadkowania  preferencyjne
poszczeg6lnych decydentéw:

01 = {(c,a), (c,b), (c,d), (a,b),(a,d),(b.d)},
02=03= {(b,a), (b,c), (b,d), (a,c), (ad),(c,d)},
04 = {(c,d), (c,b), (c.,a), (d,b), (d,a), (b,a)},
0s =06 =07 = {(b,a), (b,d), (b.c), (a.d), (ac), (d.c)},
Og = {(d,c), (d,a), (d,b), (c,a), (c,b), (a,b)},

09

O1o0 = {(a,d), (ab), (a,c), (d.b), (d,c), (b.c)}.
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Na podstawie tych uporzadkowan tworzymy macierze preferencji Sfc dla kazdego

decydenta:

c d
a‘o 0 1 1

a b

d
f

a b c
b0 0 O0 1

a'0 1 0

b10 11

S2=83=

c0 0 0 1

cl 101
do o0 0 0

do 0 0 O

- wo o
“ A4 O
O o0oo
oD 40O O

T O o T

$5=86=87=

oo — o
ococoo
0O o -

c O —«H A

c O o T

54 -

a'0 1 1 1

a'0 1 0 0

b 00 10
c0 0 0O

39 = io

bo O OO
cl 100

do 110

1 10

1

d
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Z tych macierzy tworzymy macierz sumarycznag N.

b ¢

4 7

N 10 0 7
2, S* 3 0

4 6

Okreslamy teraz preferencje spoteczna (grupowa) jako relacje rozmyta o nastepujacej
funkcji przynaleznosci

a b c d

0 04 07 0,8

1 06 0 07 0,6
HR=1N=¢c03 03 0 04
02 04 06 0

Obliczamy teraz relacje Rx wedtug wzoru (12):
Rt=o (9 = {(a,d)},
Rt=0 >7 = {(a,c), (a,d), (b,c)},
Rt=0.6 = {(a.c), (a.d), (b,a), (b,c), (b.d), (d,c)}.
Na tym obliczenia mozemy przerwaé, poniewaz dla R ~ s otrzymujemy juz
uporzadkowanie zawierajgce wszystkie pary. Zbiér Rp=0 s jest wiec poszukiwanym

grupowym uporzgdkowaniem preferencyjnym Oq- Na podstawie zbioru Og mozemy
zapisa¢ decyzje w kolejnosci ich preferowania przez grupe w dogodny, czytelny i
zwiezty sposéb

b>a>d>c.

Jest to rozwigzanie wyzej przedstawionego zagadnienia podejmowania decyzji
grupowych.
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W celu uzupetnienia przedstawiamy takze pozostate R™:

Rt=0.,4 = (a'C). (M ), (b,a),(b,c), (b,d), M )1 (d,b), (d,C)},

i("b). (@M ), (b.a),(b.c), (b,d). (c.a), (c,b), (c,d), (d.b), (d.c)},

Rt=0.2 = {(a>b). fec). (a,d), (b,a),(b,c), (b,d), (c,a), (c,b), (c,d), (d,a), (d,b), (d,c)}.
Tak wiec najwazniejsza decyzjg i podjetag w pierwszej kolejnosci powinna by¢

decyzja o zakupie komputeréw i sieci komputerowej dla kopalni. W drugiej kolejnosci

nalezy zakupi¢ kombajn i obudowe $cianowa. Kolejng decyzjg jest rozbudowa

magazynu. Ostatnig decyzjgjest wysianie pracownikow na szkolenie do Anglii.
Przedstawiamy jeszcze inny sposéb okreslania funkcji przynaleznosci relacji

rozmytej R reprezentujacej preferencje spoteczng [s], Zamiast wzoru (11) mozna
zastosowac wzOr nastepujacy

Rt=o0,3

(i " nji)/n> gdy = = Ny

z \
AR {(ai>aj) = rij (13)
R (ai>aj) =rij| Q gdy N itji.

Przyktad 5
Wyznaczymy teraz uporzagdkowanie grupowe dla dziesieciu decydentow z przyktadu

4 stosujac wzér (13). Otrzymamy funkcje przynaleznosci » r w postaci

a b ¢ d
a-0 O 04 0,6

b 02 0 04 0,2
c 0 0 O 0
d 0 0 02 O

f*R

Obliczamy kolejne Rj wedtug wzoru (12):

Rt=0,6 = {(a,d)},

Rt=0,4 = {(a,c), (a,d), (b,c)},

Rx=0,2 = {(a,c), (a,d), (b,a), (b,c), (b,d), (d,c)}.

OtrzymalisSmy uporzadkowanie to samo, co poprzednio: b > a>d > c.

Podsumowujac mozemy stwierdzi¢, ze zaprezentowang metode mozemy
wykorzysta¢ w réznych dziedzinach zycia nie tylko w gornictwie. Nadaje ona sie tam,
gdzie mamy podja¢ szereg decyzji, a wazno$¢ decyzji ocenia grupa ekspertow.
Preferencje decyzji przez poszczeg6lnych ekspertow moga by¢é rdézne, a nawet
sprzeczne. Zaprezentowana metoda pozwala okresla¢ preferencje spoteczng (grupowa)
catego zespotu decydentéw. Nalezy tu nadmienié, ze nie zawsze da sie okresli¢ taka
preferencje dla catej grupy decydentéw. W przypadku duzej rozbieznosci stanowisk
ekspertéw taka preferencja grupowa nie istnieje. Rozwazmy najprostszy przyktad.
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Niech eksperci bj i b2 maja do dyspozycji dwie decyzje aj i a2 - Ekspert bj bardziej
preferuje decyzje aj, a ekspert bz bardziej a:- Mamy wiec do czynienia z
nastepujacymi uporzadkowaniami preferencyjnymi:

°1 = {{aj, a2)> °2 =i(a2al)}-

Sg to uporzadkowania sprzeczne ze sobg. W takiej sytuacji mozna by powolywaé
dodatkowego eksperta lub tez eksperci powinni przekonsultowaé swoje opinie w celu
uzgodnienia stanowisk. To samo dotyczy sytuacji, gdy mamy wieksza liczbe ekspertéw
i decyzji. Gdy stanowiska ich sa zbyt rozbiezne, powinni oni przedyskutowac i uscisli¢
kryteria ustalenia preferencji oraz ponownie przedstawi¢ bardziej zblizone stanowiska.
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Abstract

The paper presents a method of making group decisions on the basis of preferential
ordered sets of individual members of the group. The theory of fuzzy sets has been used
for determining group decisions. The method of determining group decisions on the
basis of this theory has been proposed in the works of Blin [1] and Blin and Whinston
[2]. In this method it is assumed that the following data are given:

A = {ai,...,am} - a set of decisions,
B = {b|,...,bn} - a set of decision makers (members of the group),
Ok ¢ AXA - an unfuzzy order preferential for k-decision maker.

Preferential orders of decisions of two different decision makers canbe different or
even contradictory to each other. The problem to be solved is to fine a preferential
order of decisions which would be the most characteristic and suitable for all the group.

A group preferential order is called a social preference and is defined as a fuzzy
relation RCAXA expressed by the membership function pR : AXA —[0,1]. The values
of the membership function pR(ai, aj) determine the ratio of the preference of the
decision ai over the decision aj. Fuzziness in determinng a preferential ordered set of
decisions for all the group is expressed hare by the membership function pR, the values
of which are fractions from the interval [0,1].

The paper presents and makes use of only a few notions from the theory of fuzzy
sets. The following notions have been discussed:

- a definition of a fuzzy set,

- a fuzzy set cut,

- a definition of fuzzy relation.

In order to acquaint oneself with the theory of fuzzy sets in a more precise way,
professional literature which has been given should be referred to [3], [4], [5]. [6]. [7],
(8], [9]. [10],

The method of determining a group social preference has been presented too. In this
case the notion of a-cut of a fuzzy set has been used. At the end there is an example of
making a group decision by ten decision makers having four decisions at their disposal.



