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PODEJMOWANIE DECYZJI W OPARCIU O TEORIE ZBIOROW ROZMYTYCH
ZWYKORZYSTANIEM ROZNYCH DEFINICJI DECYZJI ROZMYTEJ

Streszczenie. W pracy wykorzystano teorie zbioréw rozmytych do podejmowania decyzji. Wprowadzono
osiem réznych definicji decyzji rozmytej. Podano tez okre$lenie decyzji optymalnej. W pracy podano przyktad
zastosowania tej teorii w gornictwie do okreslania miejsca wiercenia otworu w gérotworze. Podano wyniki obliczen
dla réznych definicji decyzji rozmytej.

MAKING DECISIONS ON THE BASIS OF THE THEORY OF FUZZY SETS WITH THE
USE OF VARIOUS DEFINITIONS OF FUZZY DECISION

Summary. In this papers the theory of fuzzy sets has been used to make the decisions. Eight various
definitions of fuzzy decision have been introduced in this article. An idea of an optimal decision has also been
presented. The paper exemplifies the application of this theory in mining to pinpointing the boring place in a rock
mass.
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1. WSTEP

W przeprowadzonych rozwazaniach wzorowano sie na klasycznej teorii zbioréw rozmytych
opracowanej przez L.A.Zadeha [10], Po raz pierwszy w 1965 roku Zadeh w swojej pracy [10]
okreslit pojecie rozmytosci (fuzziness) oraz sformutowat podstawowe pojecia dotyczace zbiordw
rozmytych (fuzzy sets). Na tych pojeciach opierajg sie reguty tzw. logiki rozmytej. W 1970 roku
wspo6lnie z Bellmanem opublikowat prace [1] o podejmowaniu decyzji w warunkach rozmytych.
W nastepnych latach teoria zbioréw rozmytych szybko sie rozbudowata i zrobita btyskawiczng
kariere. W 1973 roku Zadeh w swojej pracy [11] podaje podstawowe pojecia i reguty logiki,
rozmytej. Teoria zbioréw rozmytych wzoruje sie na klasycznej teorii zbiorow z uwzglednieniem
tzw. funkcji przynaleznosci elementu do zbioru. W zwigzku z tym wprowadza sie specjalny zapis
zbioréw rozmytych oraz okre$la sie dziatania na tych zbiorach. Wprowadza sie tez pojecie liczb
rozmytych oraz odpowiednie operatory arytmetyczne. Informacje dotyczace otaczajgcego nas
Swiata czesto sg nieprecyzyjne, niepetne lub niepewne. Powstata niedawno teoria zbioréw
rozmytych stwarza mozliwo$¢ opisu formalnego tej informacji nieprecyzyjnej [2], [4], [5], [6],
[71, [8], [9], [10]. Te matematyczne metody teorii zbiorow rozmytych pozwalajg petniej i w
sposob bardziej naturalny opisa¢ zjawiska $wiata rzeczywistego. Sytuacje niepewne w
podejmowaniu decyzji objawiajg sie tutaj poprzez niejednoznaczno$¢ i nieprecyzyjnos¢ opisu
warunkéw, w jakich ma by¢ podjeta decyzja. Innymi stowy, opis otaczajacego nas Swiata jest
niedoktadny, a my musimy podejmowac pewne decyzje. Podejmowanie decyzji w rozmytych
warunkach otoczenia polega na odpowiednim wnioskowaniu z przestanek o charakterze

rozmytym.
2. OPERACJE DWUARGUMENTOWE NA ZBIORACH ROZMYTYCH
2.1. Definicja zbioru rozmytego

Definicja 1[3]

Zbiorem rozmytym A okre$lonym na przestrzeni X jest zbidr uporzagdkowanych par:
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h=«x.Mx)) dla x g X}, (1)
gdzie jest funkcja przynaleznosci zbioru A.

2.2. Suma
Definicja 2

Suma zbioréw rozmytych A i B nazywamy zbior AuB okreslony przez funkcje przynaleznosci:

V [AB(X) =max((x), pB(x)) = (X) v pE(X). 2

2.3. lloczyn (przeciecie)
Definicja 3
lloczynem zbiorow rozmytych A i B nazywamy zbior AnB okreslony przez funkcje

przynaleznosci:

V Bxns(x) = min([i,(x), M-s(x)) =4 (x) a ps(x). 3
xg X

2.4. Suma ograniczona
Definicja 4
Suma ograniczong zbioréw rozmytych A i B nazywamy zbiér A©B okreslony przez funkcje

przynaleznosci:

V> «» =min(py(x) + |aB(x)I1). (4)

xg X

2.5. lloczyn ograniczony
Definicja 5
lloczynem ograniczonym zbioréw rozmytych A i B nazywamy zbiér A°B okre$lony przez

funkcje przynaleznosci:
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W 0oS(x) =max(0,M*)W *)-1)- (5)

2.6. Suma algebraiczna
Definicja 6
Sumg algebraiczng zbioréw rozmytych A i B nazywamy zbiér A+B okreslony przez funkcje

przynaleznosci:

XWX BALS(*) = + (6)

2.7. lloczyn algebraiczny
Definicja 7
lloczynem algebraicznym zbioréw rozmytych A i B nazywamy zbiér AB okre$lony przez

funkcje przynaleznosci:

Bha (") = Mi(")hB ("0- 0]

2.8. Suma drastyczna
Definicja 8
Sumg drastyczng zbiorow rozmytych A i B nazywamy zbiér AvB okreslony przez funkcje

przynaleznosci:

1 dla |t,(x) >0 i ps(x)>0
XWXAVB(x) ="M *) dla |ug(x) =0 (8)
.ps(x) dla p,(x)=0.
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2.9. lloczyn drastyczny
Definicja 9
lloczynem drastycznym zbioréw rozmytych A i B nazywamy zbior AB okreslony przez funkcje

przynaleznosci:

0 dla P,(x)<1 i ps(x)<1,
p.(x) dla pB(x) =1 (9
HB(x) dla ns(x) =1

2.10. Poréwnanie réznych operacji dwuargumentowych na zbiorach rozmytych

W pracy [6] udowodniono, ze

a/\b<a®b<a*b<a/\b<avb<a +b<a®b<avhb (10)
dla a,be [0]]

Poniewaz my operujemy funkcjami przynaleznosci zbioréw rozmytych, a wartosci tych funkcji

zawierajg sie w przedziale [0,1], wigc mozemy zapisac

- MAb(*) - Blib(*) - Maab(") -

—PaaB’) —I*A+b(X) —MA®b(*) — M-Avb(*)' 0

3. PODEJMOWANIE DECYZJI W OTOCZENIU ROZMYTYM

3.1. Okreslenie otoczenia rozmytego

Podstawowym pojeciem takiego podej$cia do podejmowania decyzji, zaproponowanego przez

Bellmana i Zadeha [I] jest pojecie otoczenia rozmytego.
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Definicja 10 [8]
Otoczeniem rozmytym problemu podejmowania decyzji nazywamy nastepujacg czworke

uporzadkowana:

(X,G,C,D), (12)

gdzie X={x} jest zbiorem mozliwych decyzji, G - celem rozmytym, C - ograniczeniem rozmytym,
D - decyzjg rozmyta.
Elementy zbioru X moga by¢é dowolne, np. rodzaj materiatu, wielko$¢ inwestycji, rodzaj

zakupu, strategie rozwoju ekonomicznego itp. - wszystko co podlega wyborowi.

Wystepuje tu sytuacja, gdzie na mozliwe decyzje sa natozone pewne ograniczenia A wiec nie
wszystkie decyzje sa dopuszczalne. Nalezy poszukaé najlepszg decyzje spo$rod dopuszczalnych.

Ponizej podane beda definicje celu rozmytego i ograniczenia rozmytego. Nastepnie zostanie
okresdlona decyzja rozmyta.

Definicja 11

Cel rozmyty okresla sie jako zbior rozmyty G ¢ X o funkcji przynaleznosci p G(x).

Przyktad 1

Niech X=R bedzie zbiorem liczb rzeczywistych. Celem rozmytym moze by¢ osiagniecie liczby

duzo wiekszej od 100. Zbiér G mozna okresli¢c za pomocg funkcji przynaleznosci |iG(x), np.:

dla x <100,

dla x >100. (13)

Definicja 12

Ograniczenie rozmyte definiuje sie jako zbidr rozmyty Cc:X o funkcji przynaleznosci /rc(x).
Przyktad 2

Niech X=R jest zbiorem liczb rzeczywistych. Ograniczeniem moze by¢ warunek, ze liczba

powinna by¢ okoto 200. Funkcja przynaleznosci zoioru C moze by¢ przedstawiona wzorem
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0 dla x <150 lub x > 250,
Pc(*)— 0.02x - 3 dla 150 < x <250, (14)
-0.02x +5 dla 200 <x <250.

Jak wida¢, definicje celu rozmytego i ograniczenia rozmytego sa wiasciwie identyczne.
Wystepuje tu Scista analogia miedzy tymi pojeciami. W teorii zbioréw rozmytych traktuje sie je
jednakowo.

Funkcje i sg przedstawione na rysunku 1

3.2. Decyzja rozmyta

Decyzja ma by¢ taka, aby osiggng¢ pozadany cel oraz speini¢ ograniczenia. Decyzja rozmyta D
jest wiec pewng agregacja zbiorow rozmytych G i C. Ta agregacja zbhiorow G i C moze by¢
dokonana na rozne sposoby. Podstawowa i powszechnie stosowang decyzjg rozmyta jest decyzja
rozmyta typu minimum [7], Opiera sie ona na zasadzie, aby osiggna¢ cel G ijednocze$nie spetic
ograniczenie C. Odpowiada to agregacji zbioréw G i C w sensie iloczynu (przeciecia) zbiorow

rozmytych.

Definicja 13 [3]

Decyzje rozmyta typu minimum okresla sie jako:
D=G"C. (15)
Funkcja przynaleznosci decyzji rozmytej D jest nastepujaca:

Pa(x) = min(pG(x),pc (x)). (16)
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W literaturze te definicje nazywa sie “pesymistyczng”, jako ze bazuje na mniejszych
warto$ciach funkcji [tG(x) i pc(x) [3], [4], [8], Uznawane jest to za pewng wade tej definicji,
poniewaz dla dowolnego x, |iD(x) jest zawsze réwna mniejszej wartosci z pG(x) i pc(x).
Funkcje przynaleznos$ci moga by¢ bardzo r6zne, a iloczyn ich moze by¢ taki sam. Pokazuje to
rysunek 2. Dlatego tez prébuje sie tworzy¢ inne definicje decyzji rozmytej rekompensujace te
wade. Dla celu G i ograniczenia C, przedstawionych wzorami (13) i (14), decyzja D bedzie jak na
rysunku 1. Mozliwe dopuszczalne decyzje sg z przedziatu (150,250).

W literaturze mozna tez spotka¢ inne nastepujace okreslenia decyzji rozmytych:

a) decyzja rozmyta typu iloczyn algebraiczny

D=GnuC, 17

b) decyzja rozmyta typu kombinacja wypukta o funkcji przynaleznosci

HD(X) =r-M x) +(1-r)-M x), r e [01], (18
¢) decyzja rozmyta typu maksimum
D=GuC. (19)

Ostatnia wymieniona decyzja nazywana jest "optymistyczng" [3], [4], [8], Nie ma natomiast
definicji opartych na wzorach (4), (5), (6), (8), (9). Wydaje sie, ze mozna by wprowadzi¢ takie
definicje z uwagi na to, ze mozemy spotkac sie z sytuacjami, ktére wymagatyby okreslenia decyzji
rozmytej na podstawie tych wzoréw. Na przykfad, gdy mamy dwa zbiory rozmyte G i C i chcemy
wyznaczy¢ decyzje rozmyta opartg na iloczynie (przecieciu) tych zbioréw, ale koniecznie zalezy
nam na tym, aby ten iloczyn byt wyznaczony jedynie w przypadku, gdy p G(x)=I lub |ic (x)=I.
Odpowiada to agregacji zbiorow G i C w sensie iloczynu drastycznego. Rozwazmy tez inng

sytuacje, gdy jesteSmy bardzo mato wymagajacy wzgledem zbior6w G i C. Najbardziej
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satysfakcjonuje nas fakt, gdy piG(x)>0 i jac (x)>0. Wtedy uwazamy, ze decyzja rozmyta spetnia
jednoczesnie cel rozmyty i ograniczenie rozmyte i przyjmujemy, ze p.D(x)=1. Gdy rownoczes$nie
pG(x) i mc(X) nie sg wieksze od zera, to zadowalamy sie ta, ktorajest r6zna od zera. Ta sytuacja
odpowiada agregacji zbioréw G i C w sensie sumy drastyczne;j.

Zostanie teraz wprowadzonych osiem definicji decyzji rozmytych opartych na wzorach (2) do

(9) w kolejnosci okreslonej przez wzory (10) i (11).

Definicja 14
Decyzje rozmyta typu iloczyn drastyczny okresla sie jako:

D=GaC (20)
Funkcja przynaleznosci decyzji rozmytej D jest nastepujaca:

0 dlanG(x)<1 i M*)<1
XXAGA(X) = ‘M x) dla pic (x) =1 (21)
,Hc (x) dlans (x) =1

Definicja 15

Decyzje rozmyta typu iloczyn ograniczony okresla sie jako
D=G®C. (22)
Funkcja przynaleznosci decyzji rozmytej D jest nastepujaca:

XV pr@C(x) = max(0, p G(x) + pic (x) -1). (23)
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Definicja 16

Decyzje rozmyta typu iloczyn algebraiczny okresla sie jako:

D=G-C, (24)

Funkcja przynalezno$ci decyzji rozmytej D jest nastepujaca:

XV nGe(x)_-pG(x)pc(x) (25)

Definicja 17

Decyzje rozmyta typu iloczyn mnogosciowy (przeciecie) okre$la sie jako:

D =G r"C. (26)

Funkcja przynaleznosci decyzji rozmytej D jest nastepujaca”

XV p GnC(x) = min(pG(x), nc(x)) = pG(x) a pc(x). 27)

Definicja 18

Decyzje rozmytg typu suma mnogosciowa okresla sie jako:

D =G vjC. (28)

Funkcja przynaleznosci decyzji rozmytej D jest nastepujaca:

xyx kiGve(*) = max(pG(x),pc(x)) = pG(x) vpc(x) (29)
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Definicja 19
Decyzje rozmyta typu suma algebraiczna okresla sie jako:
D=G +C. (30)
Funkcja przynaleznosci decyzji rozmytej D jest nastepujaca:

vwn@Qax)-M x) + M x) mg(x)mc(x) (3

Definicja 20

Decyzje rozmytg typu suma ograniczona okresla sie jako:

D=G®C (32)

Funkcja przynaleznos$ci decyzji rozmytej D jest nastepujaca:

XVx tiGec(x) =min(|iG(x)+ pc(x),1) (33)

Definicja 21

Decyzje rozmyta typu suma drastyczna okres$la sie jako:

D=GvC (34)

Funkcja przynaleznos$ci decyzji rozmytej D jest nastepujaca:

1 dla pG(x) >0 / M<c(x) >0,
Vi Hg c(*)-"Hg(x) dla Jac(x) =0, (35)
Hc (x) dla Mg(x) =0.
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Decyzje typu iloczyn mozemy ogélnie nazwac "pesymistycznymi”. Stosujemy je wtedy, gdy
zalezy nam, aby w jakim$ stopniu cel rozmyty G i ograniczenie rozmyte C byty jednoczesnie
osiggniete. Natomiast decyzje typu suma nazywamy "optymistycznymi" z tego wzgledu, ze

zadowalamy sie, gdy zostanie osiggniety rozmyty cel G lub rozmyte ograniczenie C.

3.3. Decyzja optymalna
Otrzymana decyzja rozmyta jako iloczyn celu i ograniczenia daje pewng wskazowke, jaka
decyzja nierozmyta jest najlepsza. Bedziemy wybiera¢ taka decyzje nierozmyta, ktorej stopieh

przynaleznos$ci w decyzji rozmytej jest najwiekszy.

Definicja 22

Decyzjg optymalng nazywamy takie X opl , ze:

Pd (*ot) = sup pD(X). (36)

Nalezy zwréci¢ uwage, ze decyzja xadl nie zawsze musi by¢ jednoznaczna, a nawet moze nie

istnie¢ w przypadku, gdy zbiory G i C sg roztgczne.
Na rysunku 1decyzjg optymalngjest x opt =222.47.
Podany zostanie teraz przyktad zwigzany z praca i bezpieczenstwem gornikéw.
Przyktad 3
W kopalni nalezy wywierci¢ otwor w gorotworze w odlegtosci okoto 800 metréw od
wyznaczonego punktu. Poniewaz wiasnosci gorotworu w tym rejonie nie sg catkowicie znane,
nalezy wzig¢ pod uwage to, aby bezpieczeristwo gérnikéw byto mozliwie duze. Cel G "okoto 800

metrow" scharakteryzowano funkcjg przynaleznosci:

-0.00125|x- 800|+1 dla 400 <x <1200,

Bg(*) = 0 dla x <400 lubx > 1200 @7)
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BezpieczeAstwo pracy gornikow na interesujacym nas kierunku od wyznaczonego punktu

okredlono w spos6b przyblizony za pomocg funkcji:

0.9 dla 0 <x <600,
pic (x) =-j5-10 6(x-600)2+0.9 dla 600 <x < 800, (38)
0.7 dla x >800.
Funkcje ptG(x) i |ic(x) pokazane sg na rysunku 3. Decyzje optymalne wyznaczone wedtug

roznych definicji przedstawione sg na rysunkach 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.
Na podstawie wzordw (21) i (36) xopt =800 [m],
na podstawie wzorow (23) i (36) xopl =725 [m],
na podstawie wzorow (25) i (36) xogt =716 [m],
na podstawie wzorow (27) i (36) xopt =689 [m],
na podstawie wzoréw (29) i (36) xod =800 [m],
na podstawie wzoréw (31) i (36) Xopl =800 [m],
na podstawie wzordw (33) i (36) oraz (35) i (36) xopl nie jest wyznaczone jednoznacznie. Kazde
xe (400,1200) moze by¢ decyzja optymalna.
Widaé, ze rozne definicje prowadza do rdéznych wynikéw. W zaleznosci od potrzeb i

zastosowan mozemy stosowac rézne definicje decyzji optymalnej.

4, UWAGI KONCOWE

Teoria zbiorow rozmytych zyskuje sobie obecnie coraz wieksze uznanie. Znajduje zastosowanie

w coraz wiecej dziedzinach. Poniewaz w gdrnictwie wiele wielkosci czy cech gérotworu nie jest

doktadnie znanych lub wiele zwiazkow nie da sie doktadnie opisa¢, wydaje sie, ze teoria zbiorow
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rozmytych mogtaby tez by¢ tu zastosowana. Zostang teraz podane dziedziny, w ktérych ta teoria

mogtaby usprawni¢ proces podejmowania decyzji w gornictwie:

a) przy ustalaniu rejonéw szczeg6lnie niebezpiecznych w kopalni, gdy znajomos$¢ gorotworu
jest tylko przyblizona,

b) przy prognozowaniu wstrzaséw i tapan, gdy opis zjawiska powstawania wstrzasow jest
niedoktadny,

¢) przy organizacji pracy z uwzglednieniem mozliwie duzego bezpieczeAstwa pracy,

d) przy wyborze miejsca wiercenia otworéw badawczych pod szyb, w przypadku niedo-
ktadnego oszacowania warunkéw naturalnych ztoza,

e) przy wyborze sposobu organizacji gtebienia szybu ze wzgledu na rozmyty opis warunkéw
hydrogeologicznych,

f) przy planowaniu drazenia wyrobisk korytarzowych w przypadku, gdy opis gérotworu ma
charakter rozmyty,

g) przy wyborze miejsca otworéw strzatowych, w przypadku przyblizonej tylko znajomosci
gorotworu,

h) przy organizacji rob6t w wyrobiskach $cianowych, gdy parametry $cian nie sa doktadnie znane,

i) przy inwestycjach, gdy przewidywane efekty mozna tylko w przyblizeniu ocenic,

j) przy projektowaniu kopali, gdy wskaznik oceny ekonomicznej efektywnosci inwestycji
trudno jest oceni¢. Trudno przewidzie¢, ile bedzie on wynosit po zrealizowaniu inwestycji.

Przytoczone zostaty tutaj niektére tylko zagadnienia z zakresu gérnictwa, w ktérych mozna by
wykorzysta¢ teorie zbioréw rozmytych w celu polepszenia procesu podejmowania decyzji. Tych
obszardw zastosowan moze byé wiecej, poniewaz sytuacji niejasnych i nieprecyzyjnie opisanych

moze by¢ duzo.

LITERATURA

1. Bellman R.E., Zadeh L.A.: Décision - making in fuzzy enviroment. Management Science 17,

N.4, 1970.



Podejmowanie decyzji 163

2. Bole L., Borodziewicz W., Wojcik M.: Podstawy przetwarzania informacji niepewnej i
niepetnej. PWN, Warszawa 1991.

3. Czogata E., Pedrycz W.: Elementy i metody teorii zbioréw rozmytych. Skrypt Pol. Sl
Nr 989, Automatyka, Gliwice 1980.

4. Czogata E., Pedrycz W.: Elementy i metody teorii zbioréw rozmytych. PWN, Warszawa 1985.

5. Drewniak J.: Fuzzy relation calculus. Prace Naukowe Uniwersytetu Slaskiego Nr 1063,
Katowice 1989.

6. Drewniak J.: Podstawy teorii zbioréw rozmytych. Skrypt Uniwersytetu Slaskiego Nr 347,
Katowice 1987.

7. Kacprzyk J : Wieloetapowe podejmowanie decyzji w warunkach rozmytosci. PWN Warszawa
1983

8. Kacprzyk J.: Zbiory rozmyte w analizie systemowej. PWN, Warszawa 1983.

9. Kowalik S.: Wykorzystanie teorii zbiorow rozmytych do podejmowania decyzji. Zesz. Nauk.
Pol. 8I. Gérnictwo Nr 219, Gliwice 1994.

10.Zadeh L.A.: Fuzzy sets. Information and Control, vol. 8, 1965.

11.Zadeh L A: Outline of a new approach to the analysis of complex systems and decision

processes. IEEE Trans. Systems Man and Cybernetics SMC, 3 January 1973.

Recenzent: Prof. dr hab.mz. Ernest Czogata

Wptlyneto do Redakcji 9 marca 1994 r.

Abstract

In this paper - a theory of fuzzy sets was used in making decision process. This problem was
taken under considerations in papers [1], [3], [7]. [8], [9], In chapter 2 the following rules on
fuzzy sets have been defined:

a) sum of fuzzy sets,

b) product of fuzzy sets,
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¢) limited sum of fuzzy sets,

d) limited product of fuzzy sets,

e) algebraic sum of fuzzy sets,

f) algebraic product of fuzzy sets,

g) drastic sum of fuzzy sets,

h) drastic product of fuzzy sets.

Exammples of these rules for fuzzy sets are also included.

A decision making process based on a theory of fuzzy sets was described in chapter 3 where the
notion of fuzzy environment suggestet by Bellman and Zadeh is used. A X set of possible
decisions, a G fuzzy set as a tqarget, and a C fuzzy set as a fuzzy limit for a decision are given.
Using G and C sets-it is posible to define a fuzzy decision D [3], [7], [8] Oving a fuzzy decision

D it is possible to determine an optimal unfuzzy decision xop(. This decisin is maximizing a

p D(x) function.



