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ANALIZA BLEDU PROBKOWANIA PRZY OKRESLANIU
CHARAKTERYSTYKI ZIARNOWEJ MATERIALU

Streszczenie. W artykule przedstawiona zostata analiza teoretyczna,
przyktad badarn laboratoryjnych i symulacyjnych dotyczace biedu
probkowania przy okreslaniu charakterystyki materialu uziarnionego.
Charakterystyka materiatu jest rozumiana jako prawdopodobienstwo
jednoczesnego wystepowania ziarn roznych frakcji gestosciowych (lub klas
ziarnowych) w materiale. Traktujagc pobieranie probki jako wybor losowy
ziarn sposrod populacji generalnej, przedstawiono analize statystyczng
odpowiednich zmiennych losowych w probce. Zaproponowano Kkryterium
doktadnosci oszacowania calej charakterystyki materiatu. Ponadto podano
przyktadowe wyniki analiz laboratoryjnych i badan symulacyjnych.

ANALYSIS OF SAMPLING ERROR WHEN DETERMINING GRAIN
CHARACTERISTIC OF THE MATERIAL

Summary. The theoretical analysis, an example of laboratory tests and
simulation of a sampling error when determining grain characteristic of the
material have been presented in the paper. The characteristic of the
material represents the probability of the simultaneously occurence of
grains of different density fractions or grain classes in the material.
Treating a sample drawing as a random choise of grains from a general
population, the statistic analysis of individual variables in a sample has
been presented. The criterion of the accuracy of the characteristic
estimation has been proposed. Moreover, exemplary laboratory tests and
simulations have been presented.
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1. Wstep

Podstawowymi charakterystykami wielu materiatdw uziarnionych, w
tym surowcow mineralnych przeznaczonych do dalszej przerdbki, sa:
- charakterystyka skiadu ziarnowego reprezentujgca udziaty klas
ziarnowych o zr6znicowanej wielkosci ziarn,
- charakterystyka densymetryczna, reprezentujgca udziaty frakcji ziarn o
zréznicowanej gestosci.
Charakterystyki te okresla sie w badaniach rutynowych metodg pobierania
préobek.
Obecnie istnieje duza liczba nowoczesnych przyrzadéw umozliwiajacych
wyznaczenie w bardzo krotkim czasie badanej charakterystyki materiatu.
Przyrzady takie sg ponadto wyposazone w urzgdzenia do cyfrowego
przetwarzania i obrébki wynikbw pomiaru oraz do ich prezentacji
graficznej i wydruku. Cecha wspo6lng tych przyrzadow jest na og6t
niewielka masa materialuw pomiarze jednostkowym. Oszacowanie
nieznanej charakterystyki materiatu, stanowigcego populacje generalng
ziarn na podstawie pomiaru charakterystyki niewielkiej probki, moze by¢
obarczone btedem, ktorego wielko$¢ bedzie przedmiotem rozwazan tego
opracowania.

2. Charakterystyka ziarnowa materiatu

Cechyfizyczne pojedynczego ziarna, jak $rednica i gesto$¢, z punktu
widzenia obserwacji catej populacji, sg wielkosciami losowymi. W
badaniach  doswiadczalnych przyjmuje sie na ogdt pewng skorczona,
roztaczng liczbe J klas ziarnowych, tj. roztgcznych przedziatow S$rednicy
ziarn

Charakterystyka ziarnowa materiatu jest pewng funkcjg F(d) S$rednicy
ziarn d, okre$lajacq prawdopodobienstwo:

F)=Pld e(dj jml= pj, j=12... )
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Miarg prawdopodobienstwa moze by¢ iloraz liczby Nj ziarn, ktérych
Srednica nalezy do j-tego przedziatu, przez ogo6lng liczbe N ziarn w
populacji:

PrA <>

lub iloraz masy Mj ziarn, ktdrych $rednica nalezy do j-tego przedziatu
przez mase M wszystkich ziarn [2]:

Ki=ML =P N VB Lp @A)
MOV BN Ve 1
gdzie
Vj - objetos$¢ Srednia ziarn nalezacych do j-tej frakcji,
5j - gestos¢ Srednia ziarn nalezacych do j-tej frakcji,
Vér, Sér - odpowiednio: objetos¢ i gesto$¢ srednia ziarn w populacji,
zdefiniowane tak, aby spetnione byty zaleznosci:

VAN =X Vj6Nj ; ZN, =N

j=1 i-i

Tak okreSlone miary prawdopodobienstwa p oraz n spetniajg réwnosci:

P, +Pi+~+Pj =1

Tj+dt2+.. 47t =1
i stanowig empiryczne rozktady prawdopodobienstwa $rednicy ziarn w
materiale.
Tradycyjnie, w teorii i praktyce procesow przerébki surowcdw, czesciej
bywa stosowana miara w postaci ilorazu mas (3), natomiast w przyrzadach
analizujgcych widmo czesto$¢ wystepowania ziarn o okreslonej wielkosci
jest mierzona ilorazem liczby ziarn (2).

3.Charakterystyka ziarnowa w probce

Podczas badan probkowych estymatorami prawdopodobienstw pj sa
ilorazy nj/n, gdzie n jest licznoscig probki, a nj oznacza liczbe ziarn j-tej
frakcji w prébce.

Liczby ziarn w poszczegoOlnych klasach ziarnowych stanowig zmienng
losowg wielowymiarowg, (Xt,X2 Xj), ktdra moze przyja¢ wartosci
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(Xx=nl,X2=n2,....Xj =rij), 4)

przy czym nl+n2+.+nJ=n, a rozklad prawdopodobienstwa, przy
zachowaniu losowania niezaleznego, jest okreSlony formutg rozkiadu
wielomianowego:

i ni »i

P(Xt—n, A2 —n2,. .. %] =njj=" P P2---PJ (5)
n, \n2\...rij !

Liczby pvp2,...pj stanowig prawdopodobieistwa wylosowania jednego
ziarna o odpowiedniej $rednicy z materiatu podlegajacego oprébowaniu,
okreslone wg wzoru (2).

CzestoSci wystepowania ziarn nalezacych do ustalonych klas w badanej
n-elementowej prébce stanowig réwniez zmienng losowg wielowymiarowa
(Yi,Y2,...,Y]), przyjmujaca wartosci

(h, =— ,Y2=— ,...)Y]j :_n) 6)

n n

zrozktadem wielomianowym (5).

A zatem, przy wielokrotnym pobieraniu prébek, najbardziej
prawdopodobna charakterystyka materiatu  jest okreslona z
prawdopodobiefnstwem:

P(Y’_An,'Y 2= n2 _,;1_,)_ (m)!..A)! @)
gdzie:
1) m, =entier(n+hpi, i=1,2,....d
jesli (n+1)pi nie jest liczbg catkowity
2) mf=(n+l)pi -1 i jednoczes$nie mi= (n+1)pi,

jesli istniejg dwie najbardziej prawdopodobne liczby ziarn.
Przy tym mi+...+mj =n.

Kazda ze zmiennych losowych, okre$lajgcych liczbe ziarn wybranej frakcji
lub czesto$¢, przy losowaniu niezaleznym o statej liczbie n ziarn w prébce,
podlega rozktadowi dwumianowemu:



Analiza btedu probkowania przy okreslaniu charakterystyki. 263

Y=— =P[X=Kl= Pkd-P)n (8)

a wartosci oczekiwane i wariancje wynoszg [2]:

E(X)=rp, E?{X)=rp(}-p) (9)
E{Y)=p. tf(Y)=p(I-p)/n (10)
Macierz kowariancji zmiennej losowej wielowymiarowej 4,

reprezentujacej liczby ziarn we wszystkich klasach probki n-elementowej,
ma postac:

D x= n O, (11)

gdzie O jest nastepujgca macierzg o wymiarach JxJ:

a0-a) ~P\Pi - -PiP, - -P\Pj
~PiP\  P20-P2-  -pPi- -PiPj
o =0 (12)
~p,p> -PiP! PjO-Pjm -PjPj
-PjR -PJIPI -PjPj-  PjO-Pj)

Za$ macierz kowariancji zmiennej losowej wielowymiarowej (6),
reprezentujacej czestos¢ wystepowania ziarn z poszczeg6lnych klas w
prébce n-elementowej wynosi:

D2y= O /n (13)

4. Kryteria doktadnos$ci oszacowania charakterystyki
ziarnowej

Wektor e btedu oszacowania charakterystyki ziarnowej materiatu (pi,
P2, ... ,pj) przez charakterystyke probkowa (6), réwny roznicy tych dwdch
wektorow, jest wielowymiarowa zmienng losowa. Miarg doktadnosci
aproksymacji moze by¢ kwadrat normy losowego wektora btedu:
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e'e = (14)
lub warto$é oczekiwana:

E{eTe) = £ e 7 (15)
P ~i +{P2~ H +-+{PJ n

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie kombinacje liczb m,nz,...,nj
przy statej licznosci prébki n. W kryterium (15) sktadowe wektora odchyiki
e od charakterystyki zalozonej stanowig zdarzenie jednoczesne,
wystepujgce z  prawdopodobienstwem  okresSlonym  przez rozkilad
wielomianowy (5).

W badaniach doswiadczalnych na og6t nie jest znana o priori
charakterystyka ziarnowa materiatu. Zatézmy, ze dysponujemy serig S
analiz prébkowych. W pojedynczej prébce wyniki analizy stanowig wektor :

{a”s, n2s>%) ajs,..., njs },

gdzie

Ni ShN2s+ eee+ rijiSt eee+ njs=ns, s=1,2,...,S.

Estymatory prébkowe pj* zawartosci ziarn w j-tej klasie mozna wyznaczyc¢
przez minimalizacje sumy kwadratdw odchylek:

| —min (16)

Korzystajac z warunku koniecznego istnienia  ekstremum, po
zrozniczkowaniu wyrazenia (16) wzgledem poszukiwanych wielkosci pj i
przyrownaniu pochodnych czastkowych do zera, otrzymujemy J
niezaleznych rownan algebraicznych, ktérych rozwigzania maja postac:

Tak wiec estymatorem, w sensie S$redniokwadratowym (16), czestosci
wystepowania ziarn j-tej klasy, jest $rednia arytmetyczna zawartosci tej
klasy we wszystkich prébkach.
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5. Wyniki badan laboratoryjnych [1]

W celu zbadania charakteru i zakresu zmian charakterystyki
granulometrycznej w probkach zostaly przeprowadzone wielokrotne
pomiary materiatow drobno uziarnionych: magnezji i kwarcu. Pomiary
przeprowadzono za pomocg dyfraktometrycznego analizatora laserowego.
Przyrzad pozwala okresli¢ zawarto$¢ 31 klas ziarnowych w zakresie od 0.9
do 200pm. Zawarto$¢ p kazdej klasy podawana jest w procentach. Na
podstawie serii pomiarow charakterystyki w prdbkach obliczone zostaty
warto$ci Srednie, wariancje i wsp6tczynniki zmiennos$ci (btad wzgledny, %)
zawarto$ci poszczeg6lnych klas ziarnowych. Wyniki badan dla 50 probek
kwarcu przedstawia tab.l. ZawartoSci S$rednie poszczegdlnych Kklas
stanowig estymatory charakterystyki ziarnowej materiatu. Rozrzut
wynikéw dla poszczegblnych zmiennych jest rozny, a btagd wzgledny osigga
nawet 90%.

Na rysunkach 1-3 zostaly przedstawione histogramy zawartosci
niektérych klas ziarnowych, przy czym na osi poziomej (p) jest zawartos¢
wybranej klasy ziarnowej, a na osi pionowej (n) liczba wystepowania danej
wartosci p w 50 pomiarach. Jak wida¢, charakter rozktadow empirycznych
dla zawarto$ci poszczegélnych klas jest bardzo rozny. Rozklady nie sa
symetryczne, czesto tez nieregularne (rys.3).

Wyniki pomiaréw ilustrujg wystarczajgco dobitnie charakter pomiardw
prébkowych oraz r6zny zakres ich zmiennoSci.

Tabelal

Wartosci $rednie, wariancja i btgd wzgledny zawartos$ci poszczeg6lnych
klas ziarnowych, wyliczone na podstawie analizy 50 prébek kwarcu

Numer klasy Srednica ziarn Zawarto$¢ $rednia W ariancja Btad wzgledny
ziarnowej klasy ziarnowej

d, (im Psr. % D2 [%]2 100D /psr, %

1 0.9- 1.2 12.712 2.81 13.2

2 1.2-13 1.376 0.0626 18.2

3 13-15 1.448 0.0213 10.1

4 1.5- 1.7 1.528 0.0257 10.5

5 1.7-2.0 1.604 0.0257 9.99

6 2.0-23 1.678 0.0275 9.87

7 23-26 1.754 0.0319 10.2

8 2.6-3.0 1.960 0.0547 11.9

9 3.0-3.4 2.176 0.0557 10.8

3.4-3.9 2.478 0.0679 10.5

=
o
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1 3.9 -45 2.702 0.0843 10.75

12 4.5-5.2 3.114 0.0685 8.44

13 5.2-5.9 3.334 0.3566 17.91

14 5.9-6.8 3.636 0.0852 8.03

15 6.8-7.8 3.911 0.1219 8.92

16 7.8 -89 4.05 0.0995 7.79

17 8.9 - 10.2 4.136 0.0751 6.625

18 10.2 - 11.7 4.188 0.0692 6.283

19 11.7 - 134 4.468 0.0879 6.636

20 13.4- 154 4.402 0.0997 7.174

21 15.4 - 17.6 4.330 0.2046 10.45

22 17.6-20.2 4.269 0.2232 11.07

23 20.2 - 23.2 4.214 0.2596 12.09

24 23.2 - 26.8 3.792 1.1881 28.7

25 26.8-31.3 3.232 0.5753 23.47

26 31.3-36.7 3.484 1.2812 32.49

27 36.7 -43.8 3.634 0.5992 20.76

28 43.8 -53.1 3.220 0.8212 28.14

29 53.1 -66.6 1.626 0.7776 54.23

30 66.6- 89.1 0.804 0.5265 90.2

31 89.1 - 131.9 0.600 0.2711 86.8
0 P(d2)
0 p(d3)
0 p(d4)
0 p(ds)
O p(d6)

Rys. 1 Histogramy zawarto$ci frakcji ziarn o S$rednicach d2-d6; n- liczba
wynikéw pomiaréw w 50 prébkach

Fig. L Histogram of contents of the grain fractions with grain diameter d2-d6; n-
the number of the measurements in 50 samples



Analiza btedu probkowania przy okre$laniu charakterystyki 267

P(d7)
p(ds)
p(d9)
p(d10)
p(di1)

o oo oo

p(di1)

P(d7)

Rys. 2. Histogramy zawartoSci frakcji ziarn o Srednicach d7-dll; n- liczba
wynikéw pomiaréw w 50 prébkach

Fig. 2. Histogram of contents of the grain fractions with grain diameter d7-dll;
n- the number of the measurements in 50 samples

O p(d20)
O p(d21)
O p(d22)
O p(d23)
O p(d24)

P(d24)

P(d2$

Rys. 3. Histogramy zawartosci frakcji ziarn o Srednicach d20-d24; n- liczba
wynikow pomiaréw w 50 probkach

Fig. 3. Histogram of contents of the grain fractions with grain diameter d20-d24;
n- the number of the measurements in 50 samples
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6. Wyniki badan symulacyjnych [3]

Przedmiotem badan symulacyjnych byt ksztatt rozktadu
wielomianowego (5) oraz btgd oszacowania charakterystyki ziarnowej (15)
dla zadanych wartosSci charakterystyki materiatu (pi, p2, .. ,pj) oraz dla
réznych wartosci n, okreslajacych liczbe ziarn w probce.

Na rys.4. przedstawiony zostat wyliczony wedtug wzoru (5) rozktad
wielomianowy dla probki 9-elementowej. Przyjeto 3 klasy ziarnowe w
materiale, w ktorych prawdopodobiefAstwa wystepowania ziarn wynosza:
pi=0.50387, p2=0.25553 oraz r3-0.24060. Przestrzen  zdarzen
elementarnych sktada sie z wszystkich kombinacji 3 liczb, ktérych suma
jest rowna 9. Najbardziej prawdopodobne jest wystgpienie zdarzenia:
mi=5, m2=2, m3=2 (lub 5/9, 2/9, 2/9) i wynosi pmax=0.0928. Na rys.4.
kazdemu zdarzeniu odpowiadajg trzy punkty, przez ktére przechodzi
ptaszczyzna jednakowego prawdopodobienstwa.

Rys. 4. Rozktad wielomianowy dla 3 frakcji w prébce 9-elementowej
Fig. 4. The potinomial distribution function of 3 fractions in 9-elements samples
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Rysunki 5 i 6 przedstawiajg wyliczone wediug wzoru (15) biedy
oszacowania zadanych charakterystyk materialu dla poczatkowego
zakresu zmian liczby ziarn w probkach. Obliczenia przeprowadzone zostaty
dla probek o liczbie ziarn n od 1 do 450. Stwierdzono, ze btagd oszacowania
nieznanej charakterystyki materiatu przez charakterystyke probkowa
maleje odwrotnie proporcjonalnie do licznoSci probki n (podobnie jak w
przypadku frakcji pojedynczej - wzor (10) ), natomiast ro$nie wraz ze
wzrostem liczby okres$lanych frakcji.

n

Rys. 5. Blad oszacowania charakterystyki ziarnowej dla 3,4,5 i 6 klas

Fig. 5. The error of estimation of grain characterictic with 3, 4, 5 and 6 grain
classes

n

Rys. 6. Btad oszacowania charakterystyki ziarnowej dla 3,4,5 i 6 klas

Fig. 6. The error of estimation of grain characterictic with 3, 4, 5and 6 grain
classes
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7. Zakonczenie

W referacie przedstawione zostaly fragmenty obliczen i analiz
dotyczace wielkosci bledu oprobowania charakterystyki materiatu
uziarnionego. W praktyce i w normach rzadko okres$lany jest biad
probkowania (oprobowania) catej charakterystyki. Rozwazania te mozna
uogolni¢ zarowno na charakterystyki ziarnowe, jak i densymetryczne
réznych materiatéw, w ktérych zawartosci frakcji sg okreslane wedtug
formut (2) i (3). Zaproponowano kryterium oceny doktadnosci oszacowania
catej charakterystyki ziarnowej lub densymetrycznej.
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Abstract

Basic characteristic of many grained materials including minerals
cover:
- characteristic of granular composition presenting portions of grain
classes of different grain sizes,
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- densimetric characteristic presenting portions of fractions of different
density.

These characteristics are determined when carrying out routine tests
by means of sampling. At present there are a great number of modern
instruments which allow the characteristic of the material under testing to
be determined in a very short time. Little mass which is in general
contained in a unit measurement constitutes a common feature of these
instruments. The object of this paper is to take a size of an error of
estimation of unknown characteristic of a parent population on the basis of
the measurement of a small sample.

In chapter 2 the grain size characteristic of the material is defined as
the probability of an occurence the grain with the diameter belonging to
one of the separable intervals of diameter (1). As a measure of the
probability can serve a quotient of the numbers of adequate grains (2) or a
quotient of the mass of grains (3).

During sampling tests these quotients of the numbers of grains and
quotients of the mass of grains in samples are estimators of unknown
probabilities in a general population.

Each of random variables determining the number of grains of the
selected fraction or the frequency at independent sampling with constant
number of grain drawing into the sample is subject to binomial
distribution (8). The multivariate random variables, the numbers of grains
and the frequency at independent sampling with constant number of grain
taking into the sample, are subject to polinomial distributions (5), (7).

In chapter 4 the vector of an error of grain size characteristic by
sampling characteristic is defined. As a measure of accuracy of the
approximation can serve a square of a norm of the random vector of the
error (15).



