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ANALIZA BŁĘDU PRÓBKOWANIA PRZY OKREŚLANIU  
CHARAKTERYSTYKI ZIARNOWEJ MATERIAŁU

Streszczenie. W artykule przedstawiona została analiza teoretyczna, 
przykład badań laboratoryjnych i symulacyjnych dotyczące błędu 
próbkowania przy określaniu charakterystyki materiału uziarnionego. 
Charakterystyka materiału jest rozumiana jako prawdopodobieństwo 
jednoczesnego występowania ziarn różnych frakcji gęstościowych (lub klas 
ziarnowych) w materiale. Traktując pobieranie próbki jako wybór losowy 
ziarn spośród populacji generalnej, przedstawiono analizę statystyczną 
odpowiednich zmiennych losowych w próbce. Zaproponowano kryterium 
dokładności oszacowania całej charakterystyki materiału. Ponadto podano 
przykładowe wyniki analiz laboratoryjnych i badań symulacyjnych.

ANALYSIS OF SAMPLING ERROR WHEN DETERMINING GRAIN 
CHARACTERISTIC OF THE MATERIAL

Sum m ary. The theoretical analysis, an example of laboratory tests and 
simulation of a sampling error when determining grain characteristic of the 
material have been presented in the paper. The characteristic of the 
material represents the probability of the simultaneously occurence of 
grains of different density fractions or grain classes in the material. 
Treating a sample drawing as a random choise of grains from a general 
population, the statistic analysis of individual variables in a sample has 
been presented. The criterion of the accuracy of the characteristic 
estimation has been proposed. Moreover, exemplary laboratory tests and 
simulations have been presented.
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1. W stęp

Podstawowymi charakterystykam i wielu m ateriałów  uziarnionych, w 
tym surowców m ineralnych przeznaczonych do dalszej przeróbki, są:
- charak terystyka składu ziarnowego reprezentująca udziały klas 

ziarnowych o zróżnicowanej wielkości ziarn,
- charak terystyka densymetryczna, reprezentująca udziały frakcji ziarn  o 

zróżnicowanej gęstości.
C harakterystyki te określa się w badaniach rutynowych m etodą pobierania 
próbek.
Obecnie istnieje duża liczba nowoczesnych przyrządów umożliwiających 
wyznaczenie w bardzo krótkim  czasie badanej charakterystyki m ateriału . 
Przyrządy takie są  ponadto wyposażone w urządzenia do cyfrowego 
przetw arzania i obróbki wyników pom iaru oraz do ich prezentacji 
graficznej i wydruku. Cechą w spólną tych przyrządów jes t na ogół 
niewielka m asa m ateriału  w pomiarze jednostkowym. Oszacowanie
nieznanej charakterystyki m ateriału , stanowiącego populację generalną 
ziarn na podstawie pom iaru charakterystyki niewielkiej próbki, może być 
obarczone błędem, którego wielkość będzie przedm iotem  rozw ażań tego 
opracowania.

2. C h arak terystyk a  ziarn ow a m ateria łu

Cechy fizyczne pojedynczego ziarna, jak  średnica i gęstość, z punktu
widzenia obserwacji całej populacji, są  wielkościami losowymi. W
badaniach doświadczalnych przyjmuje się na ogół pew ną skończoną,
rozłączną liczbę J  klas ziarnowych, tj. rozłącznych przedziałów średnicy 
ziarn

C harakterystyka ziarnowa m ateria łu  jest pew ną funkcją F(d) średnicy 
ziarn d, określającą prawdopodobieństwo:

F(d ) = P[d e (dj j mm)] = pj , j  = 1,2,...,/. (1)
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M iarą  prawdopodobieństwa może być iloraz liczby Nj ziarn, których 
średnica należy do j-tego przedziału, przez ogólną liczbę N  ziarn w 
populacji:

P r Ą  <2>

lub iloraz masy Mj ziarn, których średnica należy do j-tego przedziału 
przez m asę M  wszystkich ziarn [2]:

M  VS N.  V 8K i=^-L  = - ! - ! L ± ^ - ! - L p  (3)
‘  M  V 8 N V 8 1w s r ^ s r 1 '  s r  sr

gdzie
Vj - objętość średnia ziarn należących do j-tej frakcji,
5j - gęstość średnia ziarn należących do j-tej frakcji,
Vśr, Sśr - odpowiednio: objętość i gęstość średnia ziarn w populacji, 
zdefiniowane tak, aby spełnione były zależności:

V A N  = X v j6JNj ; Ź N ,  = N
j = l  ¡ - i

Tak określone m iary prawdopodobieństwa p oraz n spełn iają równości:

P, +Pi+~+Pj  = 1
7t j +Jt2+...+7tj = 1

i stanow ią empiryczne rozkłady prawdopodobieństwa średnicy ziarn w 
m ateriale.
Tradycyjnie, w teorii i praktyce procesów przeróbki surowców, częściej 
bywa stosowana m iara w postaci ilorazu m as (3), natom iast w przyrządach 
analizujących widmo częstość występowania ziarn o określonej wielkości 
jest mierzona ilorazem liczby ziarn (2).

3.C harakterystyka z iarnow a w próbce

Podczas badań próbkowych estym atoram i prawdopodobieństw pj są  
ilorazy n j/n , gdzie n  jest licznością próbki, a nj oznacza liczbę ziarn j-tej 
frakcji w próbce.
Liczby ziarn w poszczególnych klasach ziarnowych stanow ią zm ienną 
losową wielow ym iarow ą, (Xt, X2 X j ) , k tóra może przyjąć wartości
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( X x= n l , X 2 = n 2,.. . ,Xj = r i j ) ,  (4)

przy czym nl + n 2+...+nJ = n , a rozkład prawdopodobieństwa, przy 
zachowaniu losowania niezależnego, jest określony form ułą rozkładu 
wielomianowego:

i n i » i
n /  v  v  v  . . . . .  ,  ... n ' P l  P 2 - - - P Jr ( X t —n , , A 2 —n2, . . . , X j  —n , j ) — (5)

n,  \ n2 \ . . . r i j  !

Liczby pv p2,...p j stanow ią prawdopodobieństwa wylosowania jednego 
ziarna o odpowiedniej średnicy z m ateria łu  podlegającego opróbowaniu, 
określone wg wzoru (2).
Częstości występowania ziarn należących do ustalonych klas w badanej 
n-elementowej próbce stanow ią również zm ienną losową wielowymiarową 
(Yi,Y2 ,...,Yj), przyj muj ącą wartości

(h, = — ,Y2 = —  , . . . ,Y j = — ) (6)
n n n

z rozkładem  wielomianowym (5).
A zatem , przy wielokrotnym pobieraniu próbek, najbardziej 
prawdopodobna charakterystyka m ateria łu  jes t określona z 
prawdopodobieństwem:

P(Y, = ^ , Y 2 = = ^ - ) =  (?)
n, n 2 n, ( m ,) ! . . .^ ,) !

gdzie:
1) m, = entier(n+l)pi, i= l,2 ,...,J

jeśli (n+l)pi nie jest liczbą całkow ity
2) mf = (n+l)pi -1 i jednocześnie m i”= (n+l)pi,

jeśli istn ie ją  dwie najbardziej prawdopodobne liczby ziarn. 
Przy tym  mi+...+mj = n.

Każda ze zmiennych losowych, określających liczbę ziarn wybranej frakcji 
lub częstość, przy losowaniu niezależnym  o stałej liczbie n ziarn  w próbce, 
podlega rozkładowi dwumianowemu:



Analiza błędu próbkowania przy określaniu charakterystyki. 263

k
Y  = — 

n
= P[X  = k] = P kd - P ) n

a wartości oczekiwane i wariancje wynoszą [2]:

E(X)=rp, E?{X)=rp(}-p)

E{Y)=p, t f (Y)=p( l-p) /n

(8)

(9)

(10)

M acierz kowariancji zmiennej losowej wielowymiarowej (4), 
reprezentującej liczby ziarn we wszystkich klasach próbki n-elementowej, 
ma postać:

D x = n O,

gdzie O jest następującą m acierzą o wymiarach JxJ:

(11)

a O - a )  ~P\Pi  -  
~PiP\ P2O - P 2)-

-PiP, -  
- p 2P i -

-P \P j

-Pi Pj

~p,p>

- P jP\

-PiP!

- P J P l

Pj O- Pj )■■■ -P jPj 

-Pj P j -  Pj O - P j )

= o (12)

Zaś m acierz kowariancji zmiennej losowej wielowymiarowej (6), 
reprezentującej częstość występowania ziarn z poszczególnych klas w 
próbce n-elementowej wynosi:

D2y = O / n (13)

4. K ryteria d ok ład n ości oszacow an ia  ch arak terystyk i 
ziarnow ej

W ektor e błędu oszacowania charakterystyki ziarnowej m ateriału  (pi, 
P2 , ... ,pj) przez charakterystykę próbkową (6), równy różnicy tych dwóch 
wektorów, jest wielowymiarową zm ienną losową. M iarą dokładności 
aproksymacji może być kw adrat normy losowego wektora błędu:
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Te e =

lub wartość oczekiwana:

(14)

E{eTe) = £
P' ~ i  + { P2~ H +- +{ PJ n

n'Pi' ■■■ P7 (15)

gdzie sum owanie rozciąga się na  wszystkie kombinacje liczb m ,n 2 ,...,nj 
przy stałej liczności próbki n. W kryterium  (15) składowe w ektora odchyłki 
e od charakterystyki założonej stanow ią zdarzenie jednoczesne, 
występujące z prawdopodobieństwem określonym przez rozkład 
wielomianowy (5).

W badaniach doświadczalnych na ogół nie jest znana o priori  
charak terystyka ziarnowa m ateriału . Załóżmy, że dysponujemy serią  S 
analiz próbkowych. W pojedynczej próbce wyniki analizy stanow ią w ektor :

{ a ^ s ,  n 2,s> •••) a j  s , . . . ,  n j s } ,

gdzie
ni s-h n2,s+ •••+ rijiS+ •••+ njs = ns, s= l ,2 ,...,S.

Estym atory próbkowe pj* zawartości ziarn w j-tej klasie można wyznaczyć 
przez m inimalizację sumy kwadratów  odchyłek:

5
”, /II

s= \ j=  1

—> min (16)

Korzystając z w arunku koniecznego istnienia ekstrem um , po 
zróżniczkowaniu w yrażenia (16) względem poszukiwanych wielkości pj i 
przyrów naniu pochodnych cząstkowych do zera, otrzym ujemy J  
niezależnych rów nań algebraicznych, których rozw iązania m ają  postać:

Tak więc estym atorem , w sensie średniokwadratowym  (16), częstości 
występowania ziarn j-tej klasy, jest średnia arytm etyczna zawartości tej 
klasy we wszystkich próbkach.
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5. W yniki badań  laboratoryjnych  [1]

W celu zbadania charakteru  i zakresu zmian charakterystyki 
granulom etrycznej w próbkach zostały przeprowadzone wielokrotne 
pom iary m ateriałów drobno uziarnionych: magnezji i kwarcu. Pomiary 
przeprowadzono za pomocą dyfraktometrycznego analizatora laserowego. 
Przyrząd pozwala określić zawartość 31 klas ziarnowych w zakresie od 0.9 
do 200 pm . Zawartość p każdej klasy podawana jest w procentach. Na
podstawie serii pomiarów charakterystyki w próbkach obliczone zostały 
wartości średnie, wariancje i współczynniki zmienności (błąd względny, % ) 
zawartości poszczególnych klas ziarnowych. Wyniki badań  dla 50 próbek 
kwarcu przedstaw ia tab .l. Zawartości średnie poszczególnych klas 
stanow ią estym atory charakterystyki ziarnowej m ateriału . Rozrzut 
wyników dla poszczególnych zmiennych jest różny, a błąd względny osiąga 
naw et 90%.

Na rysunkach 1-3 zostały przedstawione histogram y zawartości 
niektórych klas ziarnowych, przy czym na osi poziomej (p) jest zawartość 
wybranej klasy ziarnowej, a na osi pionowej (n) liczba występowania danej 
w artości p w 50 pomiarach. Ja k  widać, charak ter rozkładów empirycznych 
dla zawartości poszczególnych klas jest bardzo różny. Rozkłady nie są  
symetryczne, często też nieregularne (rys.3).

W yniki pomiarów ilu stru ją  wystarczająco dobitnie charak ter pomiarów 
próbkowych oraz różny zakres ich zmienności.

Tabela 1

W artości średnie, w ariancja i błąd względny zawartości poszczególnych 
klas ziarnowych, wyliczone na podstawie analizy 50 próbek kwarcu

N u m e r klasy 
z ia rn o w ej

Ś red n ic a  z ia rn Z a w arto ść  ś re d n ia  
k lasy  z ia rn o w ej

W aria n c ja B łąd w zględny

d  , ( im P s r .  % D 2, [% ]2 1 0 0 D /p sr, %

1 0 .9 -  1.2 12.712 2.81 13.2
2 1 .2 -  1.3 1.376 0.0626 18.2
3 1.3 - 1.5 1.448 0.0213 10.1
4 1 .5 - 1.7 1.528 0.0257 10.5
5 1 .7 -2 .0 1.604 0.0257 9.99
6 2.0 - 2.3 1.678 0.0275 9.87
7 2.3 - 2.6 1.754 0.0319 10.2
8 2 .6 - 3 .0 1.960 0.0547 11.9
9 3 .0 - 3 .4 2.176 0.0557 10.8
10 3 .4 - 3 .9 2.478 0.0679 10.5
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11 3.9 -4 .5 2.702 0.0843 10.75
12 4 .5 - 5 .2 3.114 0.0685 8.44

13 5 .2 - 5 .9 3.334 0.3566 17.91
14 5 .9 - 6 .8 3.636 0.0852 8.03
15 6 .8 - 7 .8 3.911 0.1219 8.92
16 7.8 - 8.9 4.05 0.0995 7.79
17 8.9 - 10.2 4.136 0.0751 6.625
18 10.2 - 11.7 4.188 0.0692 6.283
19 11.7 - 13.4 4.468 0.0879 6.636
20 1 3 .4 - 15.4 4.402 0.0997 7.174
21 15.4 - 17.6 4.330 0.2046 10.45
22 1 7 .6 -2 0 .2 4.269 0.2232 11.07
23 20.2 - 23.2 4.214 0.2596 12.09
24 23.2 - 26.8 3.792 1.1881 28.7
25 2 6 .8 -3 1 .3 3.232 0.5753 23.47
26 3 1 .3 -3 6 .7 3.484 1.2812 32.49
27 36.7 -4 3 .8 3.634 0.5992 20.76
28 43.8 - 53.1 3.220 0.8212 28.14
29 53.1 -6 6 .6 1.626 0.7776 54.23
30 6 6 .6 -  89.1 0.804 0.5265 90.2
31 89.1 - 131.9 0.600 0.2711 86.8

□  P(d2)
□  p(d3)
□  p(d4)
□  p(d5)
□  p(d6)

Rys. 1. 

Fig. 1.

Histogramy zawartości frakcji ziarn o średnicach d2-d6; n- liczba 
wyników pomiarów w 50 próbkach
Histogram of contents of the grain fractions with grain diameter d2-d6; n- 
the number of the measurements in 50 samples
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□  P(d7)
□  p(d8)
□  p(d9)
□  p(d10)

□  p(d11)

p(d11)

P(d7)

Rys. 2. Histogramy zawartości frakcji ziarn o średnicach d7-dll; n- liczba 
wyników pomiarów w 50 próbkach

Fig. 2. Histogram of contents of the grain fractions with grain diameter d7-dll; 
n- the number of the measurements in 50 samples

P(d24)

P(d2$

□  p(d20)
□  p(d21)
□  p(d22)
□  p(d23)
□  p(d24)

Rys. 3. Histogramy zawartości frakcji ziarn o średnicach d20-d24; n- liczba 
wyników pomiarów w 50 próbkach 

Fig. 3. Histogram of contents of the grain fractions with grain diameter d20-d24; 
n- the number of the measurements in 50 samples
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6. W yniki badań  sym u lacyjn ych  [ 3 ]

Przedm iotem  badań  symulacyjnych był kształt rozkładu 
wielomianowego (5) oraz błąd oszacowania charakterystyki ziarnowej (15) 
dla zadanych wartości charakterystyki m ateriału  (pi, p2 , ... ,pj) oraz dla 
różnych wartości n, określających liczbę ziarn w próbce.

Na rys.4. przedstaw iony został wyliczony według wzoru (5) rozkład 
wielomianowy dla próbki 9-elementowej. Przyjęto 3 klasy ziarnowe w 
m ateriale, w których prawdopodobieństwa występowania ziarn wynoszą: 
pi=0.50387, p2=0.25553 oraz P 3 - 0 . 24060. P rzestrzeń  zdarzeń
elem entarnych składa się z wszystkich kombinacji 3 liczb, których sum a 
jest rów na 9. Najbardziej prawdopodobne jest wystąpienie zdarzenia: 
mi=5, m2=2, m3=2 (lub 5/9, 2/9, 2/9) i wynosi pmax=0.0928. Na rys.4. 
każdem u zdarzeniu odpowiadają trzy punkty, przez które przechodzi 
płaszczyzna jednakowego prawdopodobieństwa.

Rys. 4. Rozkład wielomianowy dla 3 frakcji w próbce 9-elementowej
Fig. 4. The połinomial distribution function of 3 fractions in 9-elements samples
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Rysunki 5 i 6 przedstaw iają wyliczone według wzoru (15) błędy 
oszacowania zadanych charakterystyk m ateriału  dla początkowego 
zakresu zmian liczby ziarn w próbkach. Obliczenia przeprowadzone zostały 
dla próbek o liczbie ziarn n od 1 do 450. Stwierdzono, że błąd oszacowania 
nieznanej charakterystyki m ateriału  przez charakterystykę próbkową 
maleje odwrotnie proporcjonalnie do liczności próbki n (podobnie jak  w 
przypadku frakcji pojedynczej - wzór (10) ), natom iast rośnie wraz ze 
wzrostem liczby określanych frakcji.

n
Rys. 5. Błąd oszacowania charakterystyki ziarnowej dla 3,4,5 i 6 klas
Fig. 5. The error of estimation of grain characterictic with 3, 4, 5 and 6 grain 

classes

n

Rys. 6. Błąd oszacowania charakterystyki ziarnowej dla 3,4,5 i 6 klas
Fig. 6. The error of estimation of grain characterictic with 3, 4, 5 and 6 grain 

classes
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7. Z ak oń czen ie

W referacie przedstaw ione zostały fragm enty obliczeń i analiz 
dotyczące wielkości błędu opróbowania charakterystyki m ateria łu  
uziarnionego. W praktyce i w norm ach rzadko określany jest błąd 
próbkowania (opróbowania) całej charakterystyki. Rozważania te  można 
uogólnić zarówno na charakterystyki ziarnowe, jak  i densym etryczne 
różnych m ateriałów , w których zawartości frakcji s ą  określane według 
formuł (2) i (3). Zaproponowano kryterium  oceny dokładności oszacowania 
całej charakterystyki ziarnowej lub densymetrycznej.

L iteratu ra

1. Slączka A., W alaszek-Babiszewska A., Galda Z.: S tatystyczna ocena 
wyników pom iaru składu granulom etrycznego proszków z 
zastosowaniem  dyfraktometrycznego analizatora laserowego. 
Sympozjum nt. ’’Teoria i p rak tyka granulom etrii subtelnych proszków i 
zawiesin”. Rudy Raciborskie 1994.

2. W alaszek-Babiszewska A.: Modele stochastyczne opróbowania węgla. 
Zeszyty Naukowe Politechniki Śląskiej, seria Górnictwo, z.203, Gliwice 
1992.

3. W alaszek-Babiszewska A, M andla A.: B adania symulacyjne nad efektem 
pom niejszania skali eksperym entu przy separacji m ateriałów  
uziarnionych. M ateriały  Konferencji n t „Automatyzacja procesów 
przeróbki węgla”. Szczyrk 1996.

Recenzent: Dr inż. S tanisław  Reiser

Wpłynęło do Redakcji 2.12.1997 r.

Abstract

Basic characteristic of m any grained m aterials including m inerals 
cover:
- characteristic  of g ranu lar composition presenting portions of grain 

classes of different grain sizes,
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- densim etric characteristic presenting portions of fractions of different 
density.

These characteristics are determ ined when carrying out routine tests 
by m eans of sampling. At present there are a great num ber of modern 
instrum ents which allow the characteristic of the m aterial under testing  to 
be determ ined in a very short time. L ittle m ass which is in  general 
contained in a un it m easurem ent constitutes a common feature of these 
instrum ents. The object of th is paper is to take a size of an error of 
estim ation of unknown characteristic of a paren t population on the basis of 
the m easurem ent of a small sample.

In  chapter 2 the grain size characteristic of the m aterial is defined as 
the probability of an  occurence the grain with the diam eter belonging to 
one of the separable intervals of diam eter (1). As a m easure of the 
probability can serve a quotient of the num bers of adequate grains (2) or a 
quotient of the m ass of grains (3).

During sam pling tests  these quotients of the num bers of grains and 
quotients of the m ass of grains in samples are estim ators of unknown 
probabilities in a general population.

Each of random  variables determ ining the num ber of grains of the 
selected fraction or the frequency a t independent sam pling w ith constant 
num ber of grain drawing into the sample is subject to binomial 
distribution (8). The m ultivariate random  variables, the num bers of grains 
and the frequency a t independent sampling w ith constant num ber of grain 
taking into the sample, are subject to polinomial distributions (5), (7).

In  chapter 4 the vector of an error of grain size characteristic by 
sam pling characteristic is defined. As a m easure of accuracy of the 
approxim ation can serve a square of a norm of the random  vector of the 
error (15).


