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Romuald SZOPA

FUNKCJE MOMENTOW ROZWIAZAN STOCHASTYCZNYCH
NIESTACJONARNYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH
0 DWOCH STOPNIACH SWOBODY

Streszczenie. W pracy rozwazono zastosowanie stochastycznych roéw-
nan- caTl<owy¢H~VOLTERRY 11 rodzaju do badania stochastycznych ukta-
déw dynamicznych o dwéch stopniach swobody i zmiennej inercji. Po-
dano wzory na funkcje korelacji oraz funkcje korelacji wzajemnej roz-
wigzan. Na podstawie podanej metody przeprowadzono obliczenia nume-
ryczne wariancji rozwiagzan uktadu dynamicznego o zmiennej masie i
dwéch stopniach swobody.

Liniowe niestacjonarne uktady dynamiczne o dwédch stopniach swobody be-

dace pod wptywem wymuszenia losowego mozns zapisa¢ w postaci:

b 1I1(Y) zimi) + + boll(t)zl + bm221(t) z2"2)+ +b021(t)z2=01 (t-u)
1y

bm1127t) eee + bol272t~Z1 + bm22 2 N z2m2”7+ eee +p022717Z2*%Q271

gdzie bpqr (0 sg nielosowymi, rzeczywistymi funkcjami argumentu ts[0,T]

i T<~ , p - oznacza rzad pochodnej, q V numer zmiennej z”, r - numer

réwnania (q - 1,2; o = 1,2). Q1(t,w), Q2(t ,0) ( zq(t,<0) to rzeczywiste,rd6z-
niczkowe procesy stochastyczne Il rzedu, oe # , te [0, t], gdzie < SI ,

i, P> - przestrzen probabilistyczna.

Dla uk#adu (1) zaktadamy znajomo$¢ warunkéw poczatkowych dla t = 0. U-
ktady rownan typu (1) opisuja uktady dynamiczne o zmiennych masach, mo-
mentach bezw#adnos$ci, indukcyjnoéciach itp. Podobnie jak dla réwnan réz-
niczkowych niezdeterminowanych mozna uktad (1) przeksztatci¢ do uktadu

réwnan postaci:

y}n) ¢ an-1 1(t) yin_I) + eee + aol(t)Yl “ PI(tu)
2)

vin) + 8n-1 n(t) yin"l)+ ” < + 8on(t)'Yn “ Pn(t'*)

gdzie funkcje a”Ct) wyrazajaf sie |przez bpqr(t) * Pochodne. Ko-
rzystaj gac 't wkasnosci przeksztatcen proceséow stochastycznych [2 - 3] ze
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znajomosci charakterystyk probabilistycznych proces6w Q”(t,u) wynika zna-
jomos$¢é charakterystyk dla P~t.w). Podobnie jest z warunkami poczgt-
kowymi - znajec je dla uk#adu (1), mozna wyznaczy¢ ich wartos$ci dla (2),
Tak wiec, gdy zostane wyznaczone charakterystyki probabilistyczne rozwie-
zan yA dla (2), to znane bede charakterystyki rozwiezan z~» dla (2),
poniewaz zk Jest réwne odpowiedniej y~. Charakterystyki probabilistycz-
ne dla rozwiezan uktadu (2) mozna wyznaczyé¢ na podstawie impulsowej funk-
cji przejscia (funkcji GREENA) [2-4], trudnej Jednak do wyznaczenia dla
tego typu uktadéw. Dlatego tez zostanie wykorzystana metoda réwnan catko-
wych [5], Stochastycznymi réwnaniami catkowymi zajmowano sie w [I, 6].

I-te réwnanie uktadu (2) mozna przez podstawienie

®)
zamieni¢ na roéwnanie catkowe VOLTERRY 1l rodzaju postaci
t
4
0
dla 1 - 1,2,...,n, gdzie xi(t,w) oraz h” t.w) se rzeczywistymi pro-
cesami stochastycznymi weft , t e [0, T], KACt.u) - jedra - rzeczywiste
funkcje argumentéw t i u oraz O < ue tg: T<®o.
Z (3) wynika, ze
(©)
dla k = 1,2 n y~0), y~(0) ,.-..,y*n_1; (0) - warunki poczetkowe dla

(2). Podstawiajec (3) i (5) do i-tego rownania ukdadu (2), otrzymuje sie
(4), gdzie

hAt,*)) =Ff Pjrt.eo) - Jan 1 t(t) yi(”‘l)

(6)

+ aoi(t) K (0) + *il)(0)t + =" + y[n-1)(0)
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K+(t,u) - an_1 #(t) + ... + an_k x(t) ~ rrrr + ¢ ®oi “(n-i;i =

W celu wyznaczenia funkcji korelacji oraz funkcji korelacji wzajemnej roz-
wigzan proceséw y~Ct.io) wykorzystane zostane stochastyczne roéwnania cat-
kowe VOLTERRY Il rodzaju w postaci, w ktdérej wystepuje rezolwenta. Ola (4)
zajdzie:

«,(t,*) » h~"t.to) - J Rjit.u) hi(u,w)du @
gdzie rezolwent»
ee
Rt(t,u) af ~» (-1)n Kn+l jrit.u) )
n«0
Kn+1 =f | Kni*-t*8~" KI1478>u)ds- ([©))

Wed4ug (7) funkcja korelacji przyjmie po9tsc

t.
*2 *1 t2
- J Rj~Ctg.Ug) Kh (tj ,Ug)du2 + j* | Rj~Ctj.Uj) Rj~Ctg.Ug)- (10)
0 1 0 0

"Kh ~U1»u2~du2dul *

gdzie (ui»u2” " funkcja korelacji procesu h~t.u). Oes$li warunki po-

czatkowe sg zdeterminowane, to z (5) dla k = n otrzyma sie wzér na funk-
cje korelacji.rozwigzania w postaci:
KVi(ti*tZ) “f E{iyi(ti*w) « Eyi(tiiM)]Jlyi(e2 w) -

il }z (t - u.)"-1 (t_- u,)n_1

- v I - A, - -
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szczegb6lnosci dla wariancji mamy wzor:

t - o,)n-1 (t - Ug)" "1
I R e A )
. y . KX1 (ul*U2)du2dv
Vi o o fen - D13
Natomiast funkcja korelacji wzajemnej rozwiezan .») oraz y~Ct.co) wy-

raza sie wzorem:

f o (- Uun 1 (2 - u2)'t

Kx x (uj.UgidugdUj (12)
Kylyj (el t2) - %, J e -nn-

it

Kx4x / t1"t2) " V h . Ctl*t2) * / Ri(tl*ul) Kh h (ul*t2)dul
i J 1 0 J

J
(13)
*2 1 2
- f RJI(t2"u2) Kh h <tl .u2)du2 e \] \]Ri(tl.ul)l(?.J(tZ .u2)K,, h (ul.u2)du2dul
o] 3 00 J
gdzie Kh h (ul<u2”~ 3est funkcje korelacji wzajemnej procesow h~t, «)

oraz h~(t,”0). Zatozenie, ze warunki poczetkowe se zdeterminowane powo-
duje, ze wg (6)

Khi(tl*t2) = KPi(tl*t2) ©°raz Khihj(tl"t2> " KP1Pj (tl " t2 >*

Wykorzystujec wzory (I0) i (li) obliczono wariancje rozwiezan dla uktadu
o wzajemnej masie i dwoéch stopniach swobody, ktdrego ruch jest opisany u-
ktadem réwnan (rys. 1I):

mlzl + ~  + A27z1 - ~272 + ~C1 + C27~zl " C2z2 =
as)

m2z2 + (N + )zg - (2 * (02 + c3)z2 - CgZj <« Q2 (t,<0
Do dalszych rozwazan zatozono, ze

Af 1 - at t41
m. = m(t) ¥ \
A 1l - a t>1
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oraz a - stata i a e(0, 1); =L , L-stata; X2= 0; ci c2 "

=c3 c 1 ¢ stata; Q2 = Qi mz[kg] - masy, ”~[kg/s]- wspétczynnikittumie-
nia, ci [kg/s2] - state sprezyste, Q1(t,td) [n] -sity, t[s] - czas,

z~"fm] - przemieszczenie, a sted 62 [m2].

cif nr
m, im
SAAAN- -AAA- 7

Rys. 1

Obliczenie numeryczne przeprowadzono dla funkcji korelacji o postaci:

-Ahril
2 cosjfitj - t2). (15)
Zatozono C =1, ze wzgledu na mozliwo$s¢ wyteczenia C przed cakki we
wzorach (10) i (Il) oraz skorzystano z algorytméw podanych w [7] - Uktad

réwnan (14) mozna przeksztatci¢ do postaci:

2"+ 0 [2m+ £C1T + m)] I\ o+ M2 e+ m) + X(m o+ £)]

"ol + zi + H r zi - H 5i +X6i1 + 2 c Qil

1
<

r2om o(m o+ 1>%2 + M 2 c(m + 15 + £242 + HT 72 - 22

Oznaczajec prawe strony roéwnan uk#adu (16) odpowiednio przez P/A(t,N) i
prit, ©O) oraz stosuj ec metody analizy korelacyjnej [2-3] otrzymanodla

procesow P+ i P2 nastepujece postaci funkcji korelacji:

, i 1 1*_t21
KPL(tl*t2) ° mit® m(V2) e

[[A- gqa2?72 + T4 + (4 ¢ - £2)(52 - i2) + 4 c2]cosx(tl - t2) + (17)

+ 2/51[2(/62 - f2) ¢ 4 ¢ - X2]sinf tjl
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Rys- 2 Rys. 3

Rys. 4 Rys. 5
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KP2itl*t2) < ,(t/»(t2) 6 ~ ~ t2"00»T(*1l - V 18)

Na rysunkach 2-5 przedstawiono wykresy wariancji rozwigzan dla ukdadu
(14), gdy wymuszeniem Je3t proces stochastyczny o funkcji korelacji posta-

ci (15). Rysunki 2 i 3 przedstawiaja wariancje 6 i (32 przy roéznych war-
Z1 z2
tosciach wspoédczynnika tdumienia. Przyjeto oC= 1,2,3 oraz ¢ =5, a =0,5,

b=J =1. Zaobserwowano, ze wiekszym wspdé¥czynnikom ttumienia odpowia-
daja mniejsze wartos$ci wariancji. Rysunki 4 i 5 przedstawiaja zmiany war-
tosci wariancji dla réznych wartosci wspédczynnika sprezystosci c. Przy-
jeto to oraz «= 1, a =0,5, fo=y = 1, c = 3,4,7.

Dla wiekszych wartos$ci c¢ otrzymano mniejsze wartos$ci wariancji. Prze-
badano takze wptyw pozostatych wspédczynnikdédw na wartosci wariancji- 0-
trzymano zaleznos$ci podobne Jak w powyzszych przypadkach. Wariancje roz-
wiazan maja tendencje do ustalenia sie na pewnym poziomie po uptywie pew-

nego czasu.
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KETOH OnPEfIEJIEHHfl eKTHKII}tH MOMEHTOB "BHXOfIA"

CTOXACTHHECKHX HECTAIJHOHAPHHX HHHAMHMECKHX CHCTEM
C HByMH CTEIEEHHMH CBOBOHH

?e31 e

B oisit e npe;_Yjio.Y.en saeTOfl oripepejieniiH npoGadiijiKctfigecKKX xapaKzepjictHX ah—
HaMHtiecKHx CHCTeu c¢ nepeMeHHKMH ko3 uHenraMH h co cxytiaAHUM  303Kyn;3HiieM,
MezoA ocHOBaH na hcnoAB3obaHHH oioxacTH”ecKoro zHTerpam>Horo ypaBHemiB Bojib—
seppa 2—+0 po”~a. llpoBexeHLi bhhhcjzshbh BapHajHrpiH pemeHHS chczsmh ¢ xByMx eze-
neHXMH oboCoah ¢ nepeMeHHoa waccoa.
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RESPONSE OF A TWO-DEGREE-OF-FREEDOM SYSTEM
TO NONSTATIONARY RANDOM EXCITATION

Summary

The paper presents a method of determining probabilistic charakteri-
stics concerning the response of a tv»o-degree-of-freedom system of varia-
ble coefficients to random excitation. This method is based on the appli-
cation of the stochastic Volterra integral equation of the second kind.
On the basis of the suggested method there have been carried out numeri-
cal calculations concerning the variance of the response of the two-degree

-of-freedom system with variable mass.



