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FUNKCJE MOMENTÓW ROZWIĄZAŃ STOCHASTYCZNYCH 

NIESTACJONARNYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH 

O DWÓCH STOPNIACH SWOBODY

Streszczenie. W pracy rozważono zastosowanie stochastycznych rów­
na ń- caTl<owyćH~VOLTERRY II rodzaju do badania stochastycznych ukła­
dów dynamicznych o dwóch stopniach swobody i zmiennej inercji. Po­
dano wzory na funkcję korelacji oraz funkcję korelacji wzajemnej roz­
wiązań. Na podstawie podanej metody przeprowadzono obliczenia nume­
ryczne wariancji rozwiązań układu dynamicznego o zmiennej masie i 
dwóch stopniach swobody.

Liniowe niestacjonarne układy dynamiczne o dwóch stopniach swobody bę­

dące pod wpływem wymuszenia losowego możns zapisać w postaci:

b* 1 l l (t) z ími) + + b o l l (t)zl + bm22 1 (t) z 2"2)+ + b o 2 1 (t)z2=Ql (t-u)

( l ‘

bm 112^t) ••• + bol2^t ̂ Z 1 + bm22 2 ^  z2m 2 ^+ ••• + bo22 ̂ 1 ̂ Z2*Q2 ̂ 1

( 1 )

gdzie bp qr ( 0  są nielosowymi, rzeczywistymi funkcjami argumentu ts[0,T] 

i T < ~  , p - oznacza rząd pochodnej, q V numer zmiennej z ^ , r - numer 

równania (q - 1,2; .r = 1,2). Q 1 (t,w), Q2 (t ,<o) ( z q (t,<o) to rzeczywiste,róż­

niczkowe procesy stochastyczne II rzędu, co e ił. , t e  [O, t ] , gdzie <  SI , 

i, P >  - przestrzeń probabilistyczna.

Dla układu (l) zakładamy znajomość warunków początkowych dla t = 0. U- 

kłady równań typu (l) opisują układy dynamiczne o zmiennych masach, mo­

mentach bezwładności, indukcyjnościach itp. Podobnie jak dla równań róż­

niczkowych niezdeterminowanych można układ (l) przekształcić do układu 

równań postaci:

y}n) ♦ an-l l (t) y i n_l) + ••• + a o l (t)Yl “ P l ( t ’u)

(2 )

v i n) + 8n - l  n ( t )  y i n" l )+  ” • + 8on( t ) 'Yn “ Pn ( t ' “ )

gdzie funkcje a ^ C t )  w y r a ż a j ą f się | przez bpq r (t) * Pochodne. Ko­

rzystaj ąc "Ł własności przekształceń procesów stochastycznych [2 - 3] ze
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znajomości charakterystyk probabilistycznych procesów Q^(t,u) wynika zna­

jomość charakterystyk dla P ^ t . w ) .  Podobnie jest z warunkami począt­

kowymi - znajęc je dla układu (l), można wyznaczyć ich wartości dla (2 ), 

Tak więc, gdy zostanę wyznaczone charakterystyki probabilistyczne rozwię-

ne dla rozwięzań układu (2 ) można wyznaczyć na podstawie impulsowej funk­

cji przejścia (funkcji GREENA) [ 2 - 4 ] ,  trudnej Jednak do wyznaczenia dla 

tego typu układów. Dlatego też zostanie wykorzystana metoda równań całko­

wych [5], Stochastycznymi równaniami całkowymi zajmowano się w [l, 6].

I-te równanie układu (2 ) można przez podstawienie

dla i - l,2,...,n, gdzie x i (t,w) oraz h ^ t . w )  sę rzeczywistymi pro­

cesami stochastycznymi w e f t  , t e [0, T ] , K^Ct.u) - jędra - rzeczywiste 

funkcje argumentów t i u oraz 0 <  u e  tg: T < ° o .

Z (3) wynika, że

(2). Podstawiajęc (3) i (5) do i-tego równania układu (2 ), otrzymuje się

(4), gdzie

zań y A dla (2 ), to znane będę charakterystyki rozwięzań z^ dla (2 ), 

ponieważ z k Jest równe odpowiedniej y ̂ . Charakterystyki probabilistycz-

(3)

zamienić na równanie całkowe VOLTERRY II rodzaju postaci

t

0

(4)

(5)

dla k = 1,2 n y ^ O ) ,  y^(0) ,. . . ,y^n_1; (0) - warunki poczętkowe dla

h^t,*)) =f Pj^t.eo) - J an_ 1 Ł (t) y i
(n- 1 )

( 6 )

+ aoi (t) K (0) + * i l)(0)t + •”  + y[ n - l ) (0)
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K±( t , u )  -  an_1 ±( t ) + . . .  + an_ k ±( t )  ^ r r r r  + ♦ ®oi  “ (n- i ; i  •

W celu wyznaczenia funkcji korelacji oraz funkcji korelacji wzajemnej roz­

wiązań procesów y^Ct.io) wykorzystane zostanę stochastyczne równania cał­

kowe VOLTERRY II rodzaju w postaci, w której występuje rezolwenta. Ola (4) 

z a j d z i e :

i

«¿(t,“ ) » h^t.to) - J  Rjit.u) hi (u,w)du

n«0

Według (7) funkcja korelacji przyjmie po9tść

t.

(7)

gdzie rezolwent»

ee

R t(t,u) ä f ^  (-l)n K n+1 j^it.u) (8)

K n+1 = f |  Kni^-t *8  ̂ K l ł ^8 >u )ds- (9)

*2 *1 t2 

- j Rj^Ctg.Ug) K h (tj ,Ug)du2 + j* |  Rj^Ctj.Uj) Rj^Ctg.Ug)- (10)

0 1 0 0

'K h ^U 1 »u2 ^du2 dul '

gdzie (u 1 »u2  ̂ " funkcja korelacji procesu h ^ t . u ) .  Oeśli warunki po­

czątkowe są zdeterminowane, to z (5 ) dla k = n otrzyma się wzór na funk­

cję korelacji.rozwiązania w postaci:

K 
Vi

- E Vi

(ti*t2 ) “ f E{ i y i (ti*w) • Ey i (ti i M)] I y i (t2 ' w) -

il } z  (t - u.)"-1 (t_- u„)n_1

i  — f(„ —  p —

I
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szczególności dla wariancji mamy wzór:

f  f (t - o )n-1 (t - Ug)"'1
et - J, J - - - 1 „_ - -
Vi o o

[Cn - 1)1]*
K X i (ul'U2 )du2 dV

(11')

Natomiast funkcja korelacji wzajemnej rozwięzań .») oraz y^Ct.co) wy-

raża się wzorem:

f  r2 (tj - U l )n 1 (t2 - U2 )

Ky 1yj (tl ' t2 ) “  J, J  ---------------~

n-1

O O
[(n - 1) l] ‘

K x x (uj.UgidUgdUj (12)
' i " J

Kx4x / tl't2 ) " V h . Ctl*t2 ) " /  R i (tl'u l ) Kh h (ul't2 )dul " 
i J 1 J o J

(13)

*2 1 2 
- f RJ (t2'u2 ) K h h <t1 .u2 )du2 ♦ J J R i (t1 .u1 )k?J(t2 .u2 )K„ h (u1.u2)du2 d u 1 

o 3 0 0  J

gdzie K h h (u1 <u2  ̂ 3est funkcję korelacji wzajemnej procesów h ^ t , « )  

oraz h^(t,^o). Założenie, że warunki poczętkowe sę zdeterminowane powo- —  

duje, że wg (6)

K h i (tl't2 ) = KP i (tl*t2 ) °raZ Kh ihj (tl't2 > " KP 1P j (tl ' t2 >*

Wykorzystujęc wzory (lO) i (li) obliczono wariancję rozwięzań dla układu 

o wzajemnej masie i dwóch stopniach swobody, którego ruch jest opisany u- 

kładem równań (rys. l):

m lz l + ^  + ^ 2 ^ żl - ^2Ż2 + ^C 1 + C2 ^ zl " C2Z2 =

m2ż2 + ( ^  + )żg - ¿ 2 ±i  * (o2 + c 3 )z2 - CgZj •= Q2 (t , <*0

(14)

Do dalszych rozważań założono, że

A f 1 - at t 4 1
m. = m(t) ¥  \
A (^1 - a t >  1



Funkcja momentów rozwiązań stochastycznych. 169

oraz a - stała i a e(0, l); = L  , L -  stała; JL2 = 0; c i ' c2 "
= c3 c i c stała; Q2 = Qi m ± [kg] - masy, ^ [kg/s] - współczynniki tłumie­

nia, c i [kg/s2 ] - stałe sprężyste, Q 1 (t,tó) [n] - siły, t[s] - czas,

z^fm] - przemieszczenie, a stęd 6 2 [m 2 ].

c if n rTl
m,

-A A A ^ -
i Tl ̂

- A A A -  ̂

<3* Q,

Rys. 1

Obliczenie numeryczne przeprowadzono dla funkcji korelacji o postaci:

- A  h r 1
2 COSjfitj - t2 ). (15)

( 1 6 )

Założono C = 1, ze względu na możliwość wyłęczenia C przed całki we

wzorach (10) i (ll) oraz skorzystano z algorytmów podanych w [7] . Układ 

równań (14) można przekształcić do postaci:

*ż" + i  [2 m + £( 1 + m)] ' i \  + ^[2 c(l + m) + X(m + £)]

'¿i + ź i + H r  z i - H 5 i + X ó i + 2 c Q il

"r 2 m (m + 1 > **2 + M 2 c(m + 15 + £2 ^ 2  + H T  Ź2

Oznaczajęc prawe strony równań układu (16) odpowiednio przez P^(t,^ ) i

p^it, <0 ) oraz stosuj ęc metody analizy korelacyjnej [ 2 - 3 ]  otrzymano dla

procesów P± i P 2 następujęce postaci funkcji korelacji:

, i 1 I*l_t21
KP 1 (tl*t2 ) ° m i t ^  m(V2 ) e

—  z2 = i  V

[f>A - ąa2?2 + T4 + (4 c - £ 2 )(j52 - i 2 ) + 4 c2]cosx(t1 - t2 ) + (17) 

+ 2/51[2(/62 - f 2 ) ♦ 4  c - X.2 ]sinf t j l
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Rys- 2 Rys. 3

Rys. 4 Rys. 5
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KP2 itl* t2 ) ‘ , ( t / » ( t 2-) 6  ̂ ^  t 2 'oo»T(‘1 - V  (18)

Na rysunkach 2-5 przedstawiono wykresy wariancji rozwiązań dla układu

(14), gdy wymuszeniem Je3t proces stochastyczny o funkcji korelacji posta-
2 2ci (15). Rysunki 2 i 3 przedstawiają wariancje 6 i G przy różnych war-
Z1 Z 2

tościach współczynnika tłumienia. Przyjęto oC= 1,2,3 oraz c = 5, a = 0,5, 

b = J = 1 .  Zaobserwowano, że większym współczynnikom tłumienia odpowia­

dają mniejsze wartości wariancji. Rysunki 4 i 5 przedstawiają zmiany war­

tości wariancji dla różnych wartości współczynnika sprężystości c. Przy­

jęto to oraz « =  1, a = 0,5, fo = y = 1, c = 3,4,7.

Dla większych wartości c otrzymano mniejsze wartości wariancji. Prze­

badano także wpływ pozostałych współczynników na wartości wariancji. 0- 

trzymano zależności podobne Jak w powyższych przypadkach. Wariancje roz­

wiązań mają tendencje do ustalenia się na pewnym poziomie po upływie pew­

nego czasu.
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KET OH OnPEflEJIEHHfl ęKTHKIIJłH MOMEHTOB "BHXOflA"

CTOXACTHHECKHX HECTAIJHOHAPHHX HHHAMHMECKHX CHCTEM 

C HByMH CTEIEEHHMH CBOBOHH

? e 3 1  11 e

B o i s i Ł e  npe;_'jio.Y.en saeTOfl oripepe jieniiH npoG adiijiK ctfiqecKK X xapaK zepjictH X  a h — 

HaMHtiecKHx CHCTeu c nepeMeHHKMH k o 3 uHenraMH h co  cxytiaAHUM 303Kyn;3HiieM, 

M ezoA ocHOBaH n a  h c  noAB3 ob aHHH o io x a cT H ^ e cK o ro  zHTerpam >Horo ypaBHemiB Bojib— 

s e p p a  2—r o  p o ^ a . IIpoBexeHLi bhhhcjzshbh BapHajHrpiH pemeHHS ch czsm h  c xByMx e z e -  

neHXMH ob oC oah c  nepeMeHHoa w a c c o a .
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RESPONSE OF A  TWO-DEGREE-OF-FREEDOM SYSTEM 

TO NONSTATIONARY RANDOM EXCITATION

S u m m a r y

The paper presents a method of determining probabilistic charakteri- 

stics concerning the response of a tv»o-degree-of-freedom system of varia­

ble coefficients to random excitation. This method is based on the appli­

cation of the stochastic Volterra integral equation of the second kind. 

On the basis of the suggested method there have been carried out numeri­

cal calculations concerning the variance of the response of the two-degree 

-of-freedom system with variable mass.
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