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PRZYCZYNEK DO ANALIZY WLASNOSCI PEKU OKREGOW

Streszczenie. W artykule uzuped#niajgcym prace Autora [ sformu-
+towaoo 5 twierdzen ujmujacych dalsze wkasnosci peku okregéw oraz
ich interpretacje przestrzenng.

W szczegbélnosci dowiedziono, ze:

1) bieguny prostej przechodzacej przez jeden podstawowy punkt peku
lezg na stozkowej,

2) styczne do okreg6w peku w punktach przeciecia ich prostg przyna-
lezng do jednego punktu podstawowego tworzg stozkowg,

3) sfery peku o okregu podstawowym fil wycinaja na prostych przecho-
dzacych przez wspdlny, jeden tylko punkt tego okregu szeregi rzu-
towe ,

4) biegunowe wzajemne prostej przecinajacej okrag podstawowy peku
sfer w jednym punkcie tworza kwadryke prostokreslng;

5) ptaszczyzny styczne do sfer peku () w ich punktach przebicia
prosta majgca z okregiem podstawowym jeden tylko punkt wspdlny
tworzg powierzchnie stopnie drugiego.

W artykule pt. “0 pewnej whasnosci peku okregoéow" [i] dowiedziono na-
stepujacego twierdzenia: "Punkty przeciecia dowolnej prostej przechodza-
cej przez jeden i tylko jeden rzeczywisty punkt podstawowy peku okregéw z
4 dowolnymi okregami tego peku pozostajga w dwustosunku niezaleznym od po-
+ozenia prostej ; dwustosunek ten réwny jest temu, jaki tworza odpowiednie
styczne tych okregéw w punkcie podstawowym peku'™. Celem niniejszej pracy
Jest ujawnienie niektérych konsekwencji tego twierdzenia.

Wezmy pod uwage dowolny pek okregéw o punktach podstawowych P, Q ore@z
prosta meP, m~Q (rys. 1). Oznaczmy okregi peku symbolami a , b , c ,
styczne do nich w punkcie P odpowiednio przez a, b, c, a punkty wspélne
prostej m z okregami a2, b2, c2... kolejno Jako A, B, C. 2 przytoczone-
go twierdzenia mamy relacje:

m(A,B,C...) ~ P(a,b,c...) @

Rozwazmy na prostej m drugi szereg punktéw o elementach Aj, Bj, Cj
taki, ze zachodzi:

)

Mamy réwnosc¢:

(A, B ¢ P, - (ABCD) (©)



Rys. 1
a w konsekwencji:
b@1l,bl,cl....) A nU.S.C...) &)
2 (Di (4) wynika:
«(Aj -Bj .Cj,...) A P(a,b,c,...) ®)

Zrzutujmy zpunktu niewtasSciwego WO prostej prostopaddej do m szereg

MM I"Bi"Cci eee)e °trzymujemy :
vr(al "bl*Cl * m(Al,B1.C1 ...) (6)

a jednoczes$nie:

w"(al,bl,cl ...) ~ P(a,b,c ...) (@)
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Punkty przeciecia odpowiadajecych sobie prostych w obydwu pekach (aftSj,
bnbj ...) tworze stozkowe. Zauwazmy, ze se to punkty przeciecia stycz-
nych a2 ,b2>2... do okregéw w punktach A,B,C... ze stycznymi w punkcie
P. Udowodnilismy wiec:

Twierdzenie 1

W peku okregéw bieguny prostej przechodzecej przez jeden i tylko jeden
punkt podstawowy leze na stozkowej.

Przyjmijmy pek prostych (P) o elementach aj.b~.Cj takich, ze a™ |a2,
b3 |b2... Wobec symetrii pekéw P(a,b,c) i1 P(a” .b”,c3#..) (przy kierunku
symetrii prostopaddym do prostej m) zachodzi:

P(a3,b3,c3...) A P(a,b,c ), @®)

Rozwazmy szereg punktéw przecigcia peku P(a3,b3...) proste t*. Stwierdza-
my zwiezki:

t-(A“ ,B*,C~. ..) A P(a3,b3,c3) A P(a,b,C...) ©

Uwzgledniajec (i) otrzymujemy:

t~(A* ,B3,C*. ) A m(A,B,C. (10)

Z powyzszego wynika, ze proste a2 ,b2>2...f teczece pary odpowiadajecych
sobie punktéw: A A, B,B"..., tworze stozkowe. Mamy wigec kolejne twier-
dzenie :

Twierdzenie 2

Styczne do poszczegélnych okregéw peku (PQ), przechodzece przez punk-
ty przeciecia tych okregéw dowolne proste przynalezne do jednego tylko
punktu podstawowego, tworze stozkowe. Mozna ustalié¢, ze wobec relacji(10)
stozkowa ta jest parabole.

Rozwazmy wreszcie: pek sfer o wspolnym okregu podstawowym & (rys. 2)
oraz dowolne proste m przecinajece ten okreg w jednym tylko punkcie P
(tj- nie lezece w ptaszczyznie okregu). Udowodnimy

Twierdzenie 5

Punkty przebicia dowolnej czwérki sfer peku o okregu podstawowym £t
przez dowolne proste m przecinajece okreg St w jednym tylko punkcie po-
zostaje w dwustosunku niezaleznym od potozenia prostej w przestrzeni: dwu-
stosunek ten jest roéwny temu jaki*tworze odpowiednie ptaszczyzny styczne
w punkcie wspélnym prostej m i okregu fil, .

Dowod

Przyjmijmy dowolne ptaszczyzne fi zawierajece proste m. Ptaszczyzna p
przecina okreg £1 w dwéch punktach P i Q, a pek sfef w peku okregéw o
punktach podstawowych P i1 Q. Punkty przeciecia proste m tych okregéw
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sa punktami przebicia przez te proste sfer peku (ii). W oparciu o twier-
dzenie powotane na wstepie niniejszej pracy proste m mozna dowolnie o-
bréci¢ w ptaszczyznie p, dookota punktu P = mo Sk, nie zmieniajec przy
tym wartos$ci dwustosunku punktéw przeciecia nie okreslonych czwdérek okre-
gow. Poniewaz punkty te"to jednoczes$nie punkty przebicia Sfer peku  (fi)
wnosimy, ze istotnie dwustosunek ten nie zalezy od potozenia prostej m,co
oznacza zakonhczenie dowodu pierwszej czes$ci twierdzenia.

Zauwazmy z kolei, ze w kazdym z przekrojow peku sfer ptaszczyzne zawie-
rajece proste m zachodzi réwniez rzutowo$¢ pomiedzy szeregiem punktow
przeciecia proste m okregoéw peku (PQ) oraz pekiem stycznych do okregoéw
w punkcie P. W peku sfer proste styczne do okregéw w punkcie P tworze pta-
szczyzny styczne do odpowiednich sfer w tymze punkcie. Best przy tym wi-
doczne, ze zbidér takich ptaszczyzn stycznych jest pekiem poniewaz wszyst-
kie ptaszczyzny tego zbioru zawieraje wspolne proste s styczne w punkcie
P do okregu podstawowego fi. .i Z perspektywicznos$ci peku prostych stycz-
nych do peku ptaszczyzn stycznych wynika zachowanie sie dwustosunku a
wiec i prawdziwos¢ drugiej czesSci twierdzenia 3.

Interpretujec przestrzennie twierdzenia 1 i 2 mozemy wyprowadzic:

Twierdzenie 4

W peku sfer (ffi) biegunowe wzajemne prostej m przechodzeéej przez je-
den tylko punkt okregu podstawowego tworze kwadryjke prostokresine.

Dowod

Biegunowymi wzajemnymi prostej m przecinajecej okreg fi. w doktadnie
jednym punkcie P, a sfery peku (@) w punktach A.B.C... se krawedzie pta-
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szczyzn stycznych ot,fi,y do tych sfer w punkcie P oraz ptaszczyzn a

przechodzacych przez Srodki sfer prostopadle do prostej m.Pktaszczyz-
ny«” ./Sj wycinaj? na prostej m szereg punktéw o elementach Aj.B
ktéry na zasadzie rozWazan peku okregéw spednia warunek:

mMI,B1 A A m(A,B,C...). an
Wynika sted rzutowos$¢:
T («1.,41 AL...) A m(A,B,C) (12)
a w dalszej konsekwencji:
) A »(et.fi, j...). (13)

Zbior prostych f bedecych krawedziami przyporzedkowanych sobie pta-.
szczyzn w obydwu pekach f2 mfin i .. jest zbiorem tworzag-
cych powierzchni prostokreslnej stopnia drugiego, co nalezato dowies¢.

Twierdzenie 5

Ptaszczyzny styczne do poszczegdélnych sfer peku (fi) .przechodzece przez
punkty przebicia tych sfer dowolne proste m, przecinajece w doktadnie jed-
nym punkcie okreg it tworze powierzchnie stopnia drugiego.

Dowod

Rozwazmy zbidrptaszczyzn a .fi... stycznych do sfer peku () w punk-
cie P. Bestnimpgk o osi s stycznej do okregu fiw punkcie P.Przyj-
mijmy ptaszczyzne 6 przechodzece przez punkt P prostopadle do prostej m
i przeksztatémy symetrycznie wzgledem niej pek s(a.fi....). Otrzymujemy
pek 1 (3 .fi3... ), przy czym zachodzi:

s(«3 ., ,"3...) A »et.fi.f. .. ) 14)

Zauwazmy, Ze ptaszczyzny peku (i) se odpowiednio roéwnolegte do tych pta-
szczyzn otfi ..., ktére przechodze przez punkty A,B,C... stycznie do przy-
naleznych imsferpeku (fi). Na podstawie twierdzenia 3 zachodzi zwiezek:

5(«3 .,y8,y3...)A m(A,B,C...) (15)
Przetnijmy pek (s) ptaszczyzne niewtasciwe. Otrzymujemy:
s~(a~,b~,c~...) A s(<*3,/B,f3...) (16)

oraz

an
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Wezmy pod uwage zbidr ptaszczyzn okreslonych przez punkty A,B,C... i przy-
porzadkowane im w powyzsze] rzutowosci proste a",b“ ... Stwierdzamy, ze
zbidér ten tworzy powierzchnie stopnia drugiego, co oznacza zakonczenie do-
wodu.

Zaznaczmy na koniec, ze uwagi powyzsze wyprowadzone z rozwazan peku o-
kregéw odnies¢ mozna do peku stozkowych w ogélniejszym potozeniu. Wystar-
czy w tym celu rozpatrzy¢ Jedno z przeksztatcen rzutowych, np. zwigzek]j
kolineacji Srodkowej nie naruszajacy ustalonych zaleznos$ci.
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IIPHMEtIAHHH K ITPOEJIEME AHAJIH3A CBOMCTB
ny?KA OKPMHOCTEft

Pe3blme

B padoie, HBILfuomefica flonojiHeHHeM npesHei+ pa6om aBTopa [I] c$opuyjinpoBa-
ho rhtt TeopeM xapaKTepH3yraEHX HeKOTopne CBOftciBa ny”~Ka OKpysHociefi a npe#-
ciaBJieHO nx npocipaHCiBeHHyio hhtepupeTapnio.

A CONTRIBUTION TO THE ANALYSIS OF SOME PROPERTIES
OF A PENCIL OF CIRCLES

Summary

In this article, which supplements previous paper [I] of the author,
are given five theorems concerning further properties of a pencil of cir-
cles together with their spatial interpretation.



