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Kryatyna MISTA
WZORY WARIACYJNE W PEWNEJ PODKLASIE

FUNKCJ1 JEDNOLISTNYCH 1 ICH ZASTOSOWANIE

Streezczenle. W pracy rozwaza si¢ klase S4 funkcji holoaorficz-
nych i jednollstnych w kole jednostkowym u postaci f(z) » a“z +

+ a2z2 ¢ .... spekniajacych warunki If@l <1 i @O > 0.

Po podaniu wariacji dla funkcji tej klasy wykorzystuje sie Je do
oszacowania wartosci pewnych funkcjonatéw okreslonych w S~

WARIACJE W RODZINIE FUNKCJI OGRANICZONYCH

Niech S~ oznacza rodzine funkcji holoaorficznych i jednollstnych w
kole Jednostkowy« U “ |Z! Izl ~ 11! posted

<f@ - * a2z2 + ... (1)

spednlajecych warunki

Ifdl < 1, F(© > 0. (&)

Twierdzenie 1

Niech O oznacza obszar Jednospéjny, bedecy obraza« funkcji z klasy
SN, natomiast A bedzie obszaren, ktdérego do«knlecie nie zawiera 0 i~ ,
niech ponadto Y Uc A i A Jest symetryczny ie wzgledu ns odwzorowanie

(tzn. w c A wtedy i tylko wtedy, gdy i e A). Niech $ (w) bedzie
funkcje holomorficzna w A take, ze w

$(w) m - $(i) dla kazdego w c A . (©)
w
Woéwczas dla kazdego £ , dostatecznie bliskiego 0, funkcja
wew) - w exp [fi $ <.)] (O]

jest Jednolistna . «Al odwzorowuje brzeg kota Jednostkowego DU na brzeg
obszaru O.
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Dowéd:
Wprowadzamy funkcje
l—(w)—a(co) w jf&T

t'(w ,B) ®)

**(w) , w -or

t(w,¥>J Jast okreslona, holomorficzna i ograniczona w zbiorze zwartym
A XA . w*(w) jest Jednolistna w A dla |£] dostatecznie matego. Zatozmy,
ze w*(w) nie jest jednolistna w A . Wtedy istniatyby wt f w2, »L.w2 6 A
takie, ze w*(wl) « w*(w2), a wiec

Wj expr6f(wl)d > w2 sxpre$(w2)J.
Sted
“Fotot2 oML " wlexp[fe(d(wl) - $ (wW2))J ,

r «(«.)-«(»)i
"= "2 - ti*l - - "2) Wr w2 1>

i ostatecznie korzystajec z (5), otrzymujemy

W1 w2 "1 _ explfewl “ w2K (wlw2)] -
Korzystajec nastepnie z oszacowania |l es| < |Isle”s*, otrzymujemy
wi<w2r - K1 Jl-«*pje(wl-w2K (w1l w2)j] < Jwillel] twil-w2]] < Wltw2)]

exp{|t] IwrWgH 1 (wl.w2)]}

co Jest niemozliwe ze wzgledu na dowolno$¢ £ i ograniczono$s¢ funkcji
affwj.Wg). Tak wiec funkcja w*-(w) jJest jednolistna w A . Z jednolistno-
Sci tej funkcji wynika, ze funkcja ta odwzorowuje brzeg kota Jednostkowe-
go na brzeg pewnego obszaru Jednospdjnego 0? Wystarczy pokaza¢, ze dla
wystarczajeco matych S , 0* Jest obszarem f(Il), gdzie f tSj. Aby to wy-

kaza¢, wystarczy wykaza¢, ze D* n 0* « <fi, gdzie D* = Jw: i « 0*1.
Przypusémy, ze tak nie Jest, tzn. , ze obszary O0* i nie se rozteczne.
Istnieje wowczas dwa punkty * U tak bliskie brzegu "6U,ze wAw”Anu

i ponadto »™(W?). w*(w2) « 1. Uwzgledbiajec (4), otrzymujemy
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Korzystajec z (5). na nocy tego, ze A1 dla wi'w2 c u“ dostaje-
my z (3) i (6

w, -z~ “ w.il-eKpicfw. - - )V (w,,— J))).
w, 1 W_2 »

a st?d korzystajgc z cytowanego Juz powyzej oszacowania

w - r-|] kii Uli", - r- | Mwi'k)] oxp(Jfc(w - (w. D] K8
1 w2 1 I I I | w2 10 «2 n *2 w2 B
Po podzieleniu obu stron przez e T
hi | |£]1t(wi ") exp{|EWi - . <>

Poniewaz funkcja |< (w A4)| Jest ograniczona w Z«5, 0,"4 Z oraz w ,
*2
i- c d, wobec tego prawa strona nieréwnosci (7) Jest mniejsza od 1, Jeze-

q% tylko |t] < gdzie SQ nie zalezy ani od Wj ani od w2< Otrzymuje-
my w ten sposobsprzecznos¢, co dowodzi, ze obszary D* iD* se rozkgcz-
ne, czyli twierdzenie Jest dowiedzione.

Stosujac twierdzenie 1 oraz opierajac sie na metodzie Gatuzina [2J s.
99-101, uzyskamy teraz wzory wariacyjne dla funkcji klasy

Niech f(z) £ Sj, D m f(u), A obszarem takim. Jak w twierdzeniu 1 i
niech P -jze r< |z] <11. gdzie r > 0, tak bliskie 1, aby f(D)c a .
Potézmy

F(z,E) = w*(f(2)) dla z e P.
f(z ,£) Jest funkcje holomorficzny zmiennych z, £eP»C oraz dla kazde-
go £ rzeczywistego takiego, ze |£] Jest dostatecznie maty Jest funkcje

Jednoliatne zmiennej z e P. Rozwijajec f(z.e) na szereg Maclourina ze
wzgledu na £ , otrzymujemy

F(z,E) « f(2) + £f(2) i(f*z)) + o(v),
gdzie oU)/ - 0 niemal Jednostajnie w P.

2 twierdzenia Gotuzlna [2J s. 99 wynika, ze funkcja f*(z) odwzorowu-
Jeca konforemnie U na 01 f*(0) » 0, Jest postaci:

(@) « f(z) + £F(@) O(F(2)) - £2F° (@) S(@) ¢ £2F@) s(i) + o) , ®)
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gdzie s(z) oznacza cze$¢ gtoéwne rozwiniecia funkcji Ff zf)(z)”™ n8 S2a~
rag Laurenta o $rodku w zerze w pierscieniu P, a o(i*- 0 przy 6- 0
niemal jednostajnie w U; Jest to szukana wariacja funkcji f(2).

Znajdziemy obecnie funkcje i1 (w) epekniajece warunek (3) i napiszemy
wariacje (8) generowane przez te funkcje.

Niech wOeO i Zp U takie, ze f(zb) » W, Niech C bedzie dowol-

B
ne liczbe rzeczywlste. Potézmy

* -«

s = wo l—wow ®

Zauwazmy, ze ~ e)D, poniewaz wqc D, wiec mozna wybra¢ obszar A w ta-

ki sposéb, Zebyofunkcja ® (W) by#8 holomorficzna w A . Funkcja i(-w) spet-
nia warunek (3), Aby otrzyma¢ wariacje (8) funkcji f(z) generowane przez
funkcje (9), nalezy znalez¢ funkcje s(z) , czyli czes¢é giéwne rozwiniecia
Lourenta w zerze funkcji

fz) t 1< f(z

Yy i
eeiTe o Tirng T " iliTH i)

Otrzymujemy, Ze

* &

S(2) f*zo> e 1«

v ™ 7 z-z°"

Sted oraz (8) otrzymujemy
A JLM +
* £ SI1_+o(i). (¢9))
1-z¢ zof 2(zj

W przypadku gdy w (0 & - 1 5, funkcja (9) Jest holomorficzna i Jed-

nollstna w D, przeksztatca D na obszar D*, ktéry Jaat taZ obrazem funk-
cji z klasy Sj. ZtoZenie w*(f(z)) daje od razu wariacje funkcji F(z2):

f*(z) - f(z) + alar - fie"iof f2(z? + o(f)- (11)
fu, "wo 1-w f(z)
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Powyzsze wyniki mozna wypowiedzie¢ w postaci nastepujgcych twierdzen:

Twierdzenie 2
Niech f(z)e Sj, o - dowolna liczba rzeczywista, zQe U, dowolne. Wte-
dy dla kazdego S>0 dostatecznie matego istnieje funkcja f*(z) fi ta-

ka , Ze

-ioc 2(2)

() - f(z) +Eel*
1-f(zQ)f(2)

- eeilC Sili

gdzie gdy £- 0, niemal Jednostajnie w U.

Twierdzenie 3

Niech f(2)fi SX’ s - dowolna liczba rzeczywista oraz w takie. Ze
wo4 f( 1 ~ f(u). Wtedy dla kazdego £ >0 dostatecznie matego 1-
w *

stnieje funkcja f*(z)esl taka, ze

“"o 1-wQ f(2)

gdzie 0, gdy £ — 0, niemal jednostajnie w U.

Dla funkcji f(z)e SJ mozna tworzy¢ pewne elementarne wariacje oparte
na odwzorowaniu U w U. Zauwazmy, ze jesli g(z) Jjest funkcje Jedno-
listne w U. g(0) - 0. g(u)c u, wtedy z faktu. Ze f(z)«S wynika. Ze
f(g(z2))« S.. r

Ktadec po pierwsze g(z) « e- z, 6 - dowolna liczba rzeczywista,otrzy-
mujemy wzor wariacyjny:

*(2) » f(eiiz) » f(2) + ifz @ + o(f). (12)

Ktadec nastepnie g(z) - kk, , (z)) . gdzie kjz) - |2 vy
) ; ; ; ; I+e_m 7)
Oi- dowolna liczba rzeczywista, £ > 0, otrzymujemy drugi wzdér wariacyjny:

(2) - F(K"1((1-)1fe(z))) - f(@) -6z F°(2) 4~ - + offi). (13)
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ROWNANIE TYPU SCHIFFERA

Niech rp (f) bedzie funkcjonatem o wartosciach zespolonych okreslonym
i ciggdym w S.. Niech H(u) oznacza przestrzen funkcji holomorficznych
w U ze zbieznoscig Jednostajng w zbiorach zwartych, a H (u) przestrzen
do niej sprzezong. Zaktadamy, ze ~(f) ma pochodng zespolona w sensie Ga-
teaux w punkcie f, tzn. istnieje funkcjonat AN e h"(u) taki, ze

iNE) » $(F) +£AF() + o(£), as

gdzie £>0, f* - dowolna wariacja funkcji rodziny taka, ze
f*(2) « f(z) ¢£h(z) + o(6), h@@) e h(), (15)
oraz o(f)g - -0, gdy £-*“ 0, niemal jednostajnie w U. Funkcjonat A f(h)

nazywamy pochodng w sensie Gateaux.
Potdzmy korzystajac z oznaczen wprowadzonych w [3] a. 12.

o(w) -A,(%-). E() -Af(i2] i),

a@) >d@) +AF(F) + D(V\P' (16)

b(G) * e +ATf (@ T (2)] + e(4).

Wzory na D(w)i e(®) wymagajag wyjasnienia. A mianowicie,w przy-
padku gdy we f(u), funkcjawf/f-w ma biegun Jednokrotny wpewnym pun-
kcie zg, takim, ze f(z0) *w, a wiec nie nalezy do h(u) i funkcjonat
Af dla takiej funkcji moze by¢ nieokreslony. Mozna jednak rozszerzy¢ w
sposo6b ciggty funkcjonat A~ np. na wszystkie funkcje meromorficzne w U,
posiadajgce Jedynie biegun w ustalonym punkcie zg, przy pomocy wzoru Cac-
cioppoli-Kothego [I, 4] na ogdlna posta¢ funkcjonatu Uliniowego 2z H"fu).
1 tak wiadomo, zefunkcjonat Aj da sie wyrazic¢ wzorem

-~-f~r “55T tf  h(z)Q(z2)dz, an
Iz | »r
gdzie Q,(2) jest funkcja holomorficzng w zbiorze jz: |z] < r’|,0<r"< 1,

a r Jest dowolna liczba z przedziatu (r1 1). Jezeli zatozymydodatko-
wo, ze r> |zQ|, to wzér (17) okresla funkcjonat réwniez dla funkcji h(z)
holomorficznej w" U poza Jednym punktem zg.
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Zauwazmy, Ze

2t-hL. . fU) * —
wf(z)-1 wf(z) -1

A FEEL*)m) -JV (f(z)) + d(-),
T wf(z)-1 T w

18

HTTM . zfF @) ,
12-1 G -

A GsFFI*) -A (zF' (@) + e(i).
IZ—l »

Korzystajec z oznaczen (16) i1 (18) , ze wzorow (14), (15) oraz ze wzordw
wariacyjnych (10), (I1), (12) , (13), otrzymujemy pewne wzory wariacyjne
dla funkcjonatu re Tpw punkcie f w rodzinie Sj. Maje one poetact

N n .ioc f f(z,) 2 i
reiD() < re"Kf) +{re TTaTLr "o~ _ (zPCzy)] B(zo); + o(e)  (19)

dla kazdego zQe U, « - dowolnej liczby rzeczywistej i fi ;>0 dostatecz-
nie catego;

l«ioc

{v

dla kazdego wo takiego, ze w df(u) 1 i-f FfQ), - dowolnej liczby

ren)(f) » rer(f) + fir >(t). (20)

rzeczywistej oraz fi >0, dostatecznie aetego;
ref(f*) - re$(f) + fire 1 AT@EF(2)) + o(fi). 1)

dla £ dowolnego rzeczywistego, dostatecznie bliskiego O;

rei|>(f*) - re~r(f) -fireA-iz F@ "j-,*) + o(fi), (22)
e -z

dla X - dowolnej liczby rzeczywistej 1 fi >0 dostatecznie matego.
Mézemy obecnie udowodnié¢ nastepujace twierdzenie;

Twierdzenie 4

Niech *~(f) bedzie funkcjonatea zespolony«, okreslony® i ciegtym na
SI# majecym w punkcie f« Sj pochodne zeepolone w sensie Gateaux. Niech
f realizuje maksimum lokalne funkcjonatu reif)(f) w rodzinie Si#
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Wtedy f spednia nastepujace roéwnanie:

a(f(2)) » b(z), z e U. (23)

gdzie a(w) 1 b(z) sa zdefiniowane wzorani (16).
A f(zf*(2)) Jest rzeczywiste, bv(z) Jest rzeczywiste i niedodatnie na

BU = jz: B - Ij.

Dowdd:

Fakt, ze funkcja f(z) spetnia roéwnanie (23) wynika ze wzoru waria-
cyjnego (19) , z dowolnosci «a oraz z tego, ta spetniona Jest réwnosé
reij)(f*)< reij)(f). Wkasnosci A f(zf"(z)) i b(z) wynikajag ze wzordw wa-
riacyjnych (21) i (22), z nier6wnosci wzmiankowanej wyzej i z faktu, ze 6
w (21) Jest dowolng liczbg rzeczywistg a w (22) dowolng liczbg dodat-
nig.

Podany teraz twierdzenie, ktére wynika ze wzoru wariacyjnego (20).

Twierdzenie 5

Niech oraz f spednia zatozenia poprzedniego twierdzenia, a(w) Jest
funkcjg meromorficzng w C i a(w) ¥ O. Oezeli w i - nie naleza do

So
obszaru D = f(u), wtedy co najmniej jeden z tych punktéw znanduje sie na

brzegu obszaru O.

Dowdd:

Zakt6ézmy nie wprost, ze w i - e €\f(u). Korzystajac za wzoru wa-
*0

riacyjnego (20) oraz z dowolnosci o wnioskujemy, ze istnieje otoczenie
U punktu w , w ktéorym a@) » O dla kazdego will. , czyli a(w) = 0
wo 0 "o
w C, co przeczy zatozeniu.
Wniosek 1

Przy zatozeniach twierdzenia 5 zbiér C\(f()uh(u)), gdzie h(z) « -1-

f(z
nie ma punktéw wewnetrznych. Istotnie, gdyby wq by# punktem wewnetrzgy%

zbioru C\(f(u)u h(u)), to - 4 f(u) , bo w przeciwnym razie w naleza-
no

+oby do h(u) , a to Jest niemozliwa. Na mocy twierdzenia 5 co najmniej Je-

den z tych punktéw, tzn. wq lub lezatoby na brzegu f(u) , co jert

-nieprawde na mocy definicji wQ Jako punktu wewnetrznego zbioru C\(f(u)u

Ah(U)) -
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Uwaga. Zatozenia twierdzenia 5 i wniosku X mozna ostabié¢, zedajec Je-
dynie, by a(w) byka meromorficzna i a(w) ~ 0 w obszarze pokrywajacym
zbioér C\(f(u) u h(tl)).

NIEROWNOSCI TYPU GRUNSKY’EGO DLA FUNKCOI KLASY Sx

Okreslimy w rodzinie funkcjonat:

+ L2 (log ) - ILI2log 1 - f(D)F(E)) . 24)

gdzie L2(p(z.")) = LLAIz.M)) ., L2 (z %) » IAGE(Z J))) . p(z W) Jest
funkcje holomorficzne w U»U,& - dowolne liczbe rzeczywiste. Mozna zau-
wazy¢, korzystajec ze wspomnianego Juz wzoru Caccioppoli-Kothego na ogol-
ne postaé¢ funkcjonatu z h(u), ze ) @) = 1(*(z,j))t H(u).Stwierdzamy, ze
funkcjonat (24) ma w dowolnym punkcie ft Sj zespolone pochodne czestko-
we w sensie Gateaux. Pochodne te jest funkcjonat:

+ LRQ@ikiiizl) ¢ Li2rfIn h @
1-F(2)T(Y) 1-F(2)T(Y)

a dalej a@) « o(w) +N\~NH +

w
Po niezbyt skomplikowanych rachunkach otrzymujemy

Przypusémy teraz, ze feSj Jest funkcje, dis ktérej funkcjonat (24)
osiega wartos¢ najwieksze w SJ*. Woéwczas na mocy twierdzenia 4 funkcja ta
spednia roéwnanie rézniczkowo-funkcyjne o postaci:

(26)

gdzie b(Y) = e(d) ¢ANETFY)) + e(@) ., e ,ATFCI[ ).
N udu
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Z postaci funkcji e(J.) oraz ze wapomnlanego Juz twierdzenia Cacciap-
poli-Kothego wynika, ze funkcja ta Jeet holoaorficzna co najmniej w pier-
scieniu P mi”: rc I"l<pl, 0<r<l. wiadomo ponadto, na podstawie twier-
dzenia 4, ze Tunkcja b(?) Jeat niedodatnla dla 3 « ®U. Wynika ated, mie-
dzy innymi, ze wszystkie pierwiastki funkcji b(*) potozone naOU se pa-
rzystokrotne. Ze zwiezku (26), ktdéry zachodzi aledzy innymi w pierScieniu

P1L “i~1 r<I$I<1} "Y01*®- *® funkcja - (™ ~ ) AiIfCDI)) Jeat holomor-
ficzna w tym pierscieniu i przedtuza sie Jako funkcja holomorficzna na
pierscien P oraz Jest nleujemna na Su. Na mocy (25) funkcja ta Jest
kwadratem funkcji

@7>

ktéra Jest takze funkcje holomorficzne w pierscieniu PL, a wiec na mocy
(26) w tym samym pierscieniu Jest ona gatezie pierwiastka z-b(?) j potdzmy

Funkcja B*(*) przedtuza sie z pierscienia Pt Jako funkcja ciegta, a
nawet holomorficzna, na pierscien j tr<]I|p N 1 Istotnie, Jezeli
~c9l) i B(™») M i to > pewnym otoczeniu punktu istnieje dwie Je-
dnoznaczna gatezie pierwiastka kwadratowego z-b(”) i Jedne z nich musi po-
krywa¢ sie w czesci wsp6lnej kota U i tego otoczenia punktu 5* z B*(®.).
Oezell natomiast b(™*) * 0, to, ze wzgleduna wapomniane Juz parzysto-
krotno$s¢ tego pierwiastka, musi by¢ b() m (*-"r*)21" b(*.) w pewnym oto-
czeniu punktu 5*, przy czym bT~) £ 0, W pewnym otoczeniu punktu is-
tnieje zatem znowu dwis Jednoznaczne gatezie pierwiastka kwadratowego z -
b(™) 1 jedna z nich w czesci wsp6lnej tego otoczenia i kota U pokrywa
sie z B*(*.). Ponadto tak przedtuzona funkcja B*(*) Jest rzeczywista na
okregu 2 U.

Wezmy teraz pod uwage funkcje G() m L(-21) - L(- - ), Jest ona holo-
* Z~5 1-~z

morficzna w pierscieniu P i rzeczywista na okregu ®U. Funkcja

B*(*> + f(2)-tifr) + +

*L(4M ==L _ ) - 1(-t-)
S B (O] 1-12)

Jest holomorficzna w kole U 1 przedtuza sie w sposob ciegty na koto dom-
kniete 0, pozostajec rzeczywista na i>U. Stoaujec zasade odbicia Schwar-
za, dochodzimy do wniosku, zs funkcja B* (£) ¢ G(») przedtuza sie Jako
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funkcja holomorficzna na ptaszczyzne domkniete C, a wiec Jast funkcje
state, a poniewaz B*(0) + G(0) »&, otrzymujemy nsstepujecy zwiezek

(28)

Zauwazmy, ze zachodze tozsamosci

29

Wprowadzajec (29) do (28), biorec pod uwage, ze ze wzgledu na liniowos$¢ i

ftlog + L(log ifedrdjH) _ L(log(l - f(2)f())) + L{log(l-jz)) « C,
gdzie
C « &log (0 ¢ L(log in-). 31
Udowodnimy, ze
Re C * 0. (32)

W tym celu wystarczy wykaza¢, ze Re C e -Re 5, Najpierw wykazemy, ze

brzegi obszaréow f(u) i h(u) nie moge by¢ roziteczne. Przypusémy, ze
8f(I1)n 8 h(u) « 0. Wobec tego, ze ponadto f(u) nh(u) «O otrzymamy
fTU)n h(u) « 0 .  Zbioér C\(f(u) UhTuT) C C\(f (W) u h(u)) , ale zbior

C\(f(u) u h(u)) nie j»a punktéow wewnetrznych (patrz wniosek 1 z twierdze-
nia 5), czyli zbiér C\(f(ll)u h(u)) tez nie ma punktéw wewnetrznych, a
wiec Jako zbidér otwarty jest pusty. Wobec tego C = f(u)U h(u) a to Jest
sprzeczne ze spéjnoscie C, czyli 8f(u) i c)h(u) musze mie¢ punkt wspol-



40 K. MIsta

ny. Niech w* e i) f(u) n Bh(u). Istniej? zatem takie dwa ciegi punktow
n’ 12 ze f(Gh>- "* “ *’e

$ . £"«0h(11). Wstawiajac do (30) najpierw =”~’n  a nastepnie J= ""n
i przechodzac do granicy przy n—-—<&» | otrzymujemy:

&log + L(log - L(log(l - f(z)w*)) + Ldogd-ji)) » C
o

& log - L(log ) - L(log(l - =_ f(2))) - L({log(l -x"2)) = C
w* 3» We(z-".") w*

a stad Juz widaé, ze zachodzi (32).
2 (32) oraz z (31) wynika roéwnos¢

Re |¢log f(0) + I1(log ) 0. (33)
Ze zwigzku (30) otrzymujemy dalej

J.L(log i7-) + L2(log lizlz~il) . Ji_J2(logd-ffy)f(z))) + |1]|200gil-jz))-0.

* (4
Dodajac do siebie stronami roéwnos¢ otrzymang przez wziecie czesSci rzeczy-
wistych obu stron (34) oraz réwnos¢ (33) pomnozong przez & , otrzymujemy
wartos¢ funkcjonatu (24) dla funkcji maksymalnej f:

I(F) = - 2Cog(l -12)).

Otrzymane wyniki mozemy ujaé¢ w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 6

Oezeli f Jest funkcjg maksymalng dla funkcjonatu (24) , to funkcja te
spednia zwigzek:

Alog 1&1 + L(log ftilrAati) _ L(log(l - f(3)F(2)))

+ L(log(l -~z)) » &log (@O + L(log ~ ),

a wartos¢ funkcjonatu (24) dla niej\wynoai

Re I(F) - I(F) . -|L2(log(l - 5.2)). (36)
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Zastanowmy sie nad warunkami, przy ktorych mozna twierdzi¢, la funk-
cjonat (24) osiega w rodzinie St maksimum.

Zauwazmy najpierw, ze funkcjonat (24) jeet w zbiorze St ograniczony z
gory. Wynika to z catkowego przedstawienia funkcjonatu z h°Q), ze zna-
nych oszacowa¢ w klasie S (s - klasa funkcji holomorficznych i jedno-

liatnych w U, znormalizowanych warunkiem () » f(@©) - i = 0) wyrazen
1f(@)] , |log | @1,z tego, ze [fF(O)] ~ 1, a ponadto poniewaz przy
statym % 4 0. xe U funkcja - log(l - f(®)f(z)) e S, wigc na
* L OLNO)
mocy twierdzenia o znieksztakceniu stosowanego dwukrotnie oraz wspomnia-
nej juz nieréwnosci |f () | < 1 dla f«Sjmamy
[ log(l -f(MHT(D)] < — — 5"

- 1zD2 - [ED2

Przypusémy najpierw, ze 94 0. Niech M « aup Re I(f). Istnieje zatem
cieg funkcji fne 5 taki, ze Re I(fn)— M. Rodzina Sj Jest normalna, a
wiec mozna przyje¢, ze cleg ~fn| Je#t clegiam niemal jednostajnie zbiez-
nym. Oezeli fn~" feSi» t0 *(0 m M, awiec T Jest funkcje reali-
zujece maksimum funkcjonatu (24) w Oezeli natomiast fn- to fn
mozna przedstawi¢ w postaci fIl = beM , gdzie ? 5 S, l?l 0O r a z moz-
na przyje¢, ze wzgledu na zwarto$¢ rodziny S, ze fn~- fes. Ale wtedy
Re I (fn)-- - , co oczywiscie jest niemozliwe, bo istnieje funkcje, dla
ktérych wartos¢ funkcjonatu (24) Jest wigksza od Zatr>m w przypadku
%4 0 funkcjonat (24) osiega w rodzinie St maksimum, ktére réwna sie
prawej stronie wzoru (35).

Wynik ten mozemy uje¢ w nastepujecym twierdzeniu.

Twierdzenie 7

Oezeli 1 f 0 jeat liczbe rzeczywiste, to dla kazdej funkcji f e Sj
zachodzi nier6wnosc¢:

Re & log f0) + 21L(log + L2 (log iSert_;t)) _

- U 2@og(l - F(2FUIIIJ ¢S - [L[2(log(l -2)). (€D

Nieréwnos¢ ta Jeat doktadna, a nawet Istnieje funkcja fsSj, dla ktéraj
zachodzi znak réwnosci. Ponadto kazda taka funkcja spednia zwlezek (35).

Oezeli j,- 0, to oczywiscie réwniez zachodzi nieréwnos¢ (37). Co wie-
cej, nierownos¢ ta Jest doktadna, chociaz nie wiadomo czy w rodzinie
istnieje funkcja realizujeca znak roéwnosci. Celem udowodnienia powyzszego
zauwazmy, ze dla kazdej funkcji feS zachodzi nieréwnosé
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c*o <r-0
Re|L2(log iidr M ) - IL]12 (log(l - §8*)) (38)

[5]1 ». 116. Wniosek 11.4 i ze istnieje funkcja klasy S, dla ktérej w tej
nieréwnosci zachodzi znak réwnosci. Zauwazmy nastepnie, ze dla kazdej
funkcji ograniczonej fes istnieje takie bQ, ze JeSli Ib] < bo> to
bfeSj i Re I(bf) Jest dowolnie bliski lewej stronie nieréwnosci (38)
dla dostatecznie matego b. Dezeli teraz fs S Jest funkcje realizujece
réownos¢ w nieréwnosci (38), to mozna Je najpierw aproksymowa¢ funkcje o-
greniczone f(z) m ~ f(pz) , gdzie O0O<p<lI, p dostatecznie Dbliskie 1,
a nastepnie te ostatnie zastepie funkcje bf przy b dostatecznie blis-
kim 0. Wartos$¢ funkcjonatu (24) dla tej funkcji bedzie dowolnie bliska
prawej stronie nieréwnosci (38), sked wida¢, ze nieréwnosci tej poprawic
sie nie da.
Mozemy wiec sformutowaé twierdzenie.

Twierdzenie 8

Dla kazdej funkcji f*Sj zachodzi niaréwnosé
RejL2(log fid r|(il) - L2 (log(l - FiziféjD))! ss - |L|2 (log(l-]12)). (39)

Nierownos¢ ta Jest doktadna.
Oe$li rozpatrzymy funkcjonat!

I(f) » Re L2(log iSA z i&M Yy + [H2(log(1 - F(2)FC))
s

i postepimy analogicznie jak w przypadku funkcjonatu (24) , to otrzymamy

twierdzenie.

Twierdzenie 9

Dla kazdej funkcji fs Sj zachodzi nierdéwnosé
&

Re jL2 (log + JL12(log(l - F(@) fij))) |« - |L]2(log(l -F2)).
Nieréwnos¢ te Jest doktadna w takim sensie Jak w twierdzeniu 7.

Uwaga: Zauwazmy, ze Jesli LcH"(u), to ILchTu), =zatem k#adec w nie-
réwnosci (39) 1L zamiast L otrzymamy nieréwnosé
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-Re]L2 (log - L2 (log 1-F(2)?E) N~ - IL]2log(l - 7~2)).

Korzystajac z taj nieréownos$ci oraz z nierdéwnosci z twierdzenia 9, otrzy-
mujemy nieréwnosé

[L2 (log - L2 (og(i-F@)FTE))| « - [LI2(log(l - $2)).

Zastosujemy teraz powyzsza twierdzenia do oszacowania pewnych funkcjona-
46w w rodzinie Sj.

N
1. Potozmy L () - :j( B(h(zB) - h(0)). gdzie hcu(u) <% , m«l,...,N-
«
dowolne liczby zespolone, z*, m -1 n dowolne punkty kota U. Oest

oczywiscie u(l) m 0. Niech A ~ O bedzie dowolne liczbe rzeczywiste.
Z twierdzenia 7 wynika, ze dla dowolnej funkcji feSj zachodzi nierdw-
nos¢

Re {‘—gi}'que fO ¢ ana. |m(rrzjfz_rnzn) .

f(z.)-f(zn) A f(z-)
J-Z7- ) ¢ 2*2]*_log - - 2272 "n5ml0o9 (I-f(zn)f(zm~
mai n ,mai
ZZ NV mloS(lI - zn5m>* 40
n ,mai
- ‘i FC)-FCD)
W przypadku gdy m e n przyjmujemy Jako warto$¢ ilorazu -—="———- = wer-
m*“zn

tosc *E*,)- Nieréwnos¢ ta Jest doktadna, istnieje funkcja f « S}, ktoéra
realizuje znak réwnosci. Ola funkcji tej zachodzi zwiezek

~ N log(l - f(M)f(zm)) - - log(l -74,,).
*q mai
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N
W szczegélnym przypadku zaktadajac, ze Im m 0, mozna przyjsé¢ X
B»1l
N
» Nieréwnos¢ (40) przyjmie wowczas postac
f(zj-f(z,)
Re E (A,n ~ 109 £ o-z"- - ** n V O«(I“F(«n>F<*m» >* - E fecn*»log(l
n,m»l m n n n ,m»l

_V,>_

Oest ona doktadna, a funkcja ekstremalna spednia zwigzek:

“@

- " N *
tri m * 0 %ri 109(1" (>),77 ))
N
“-E m 1<9@ -~"5m)*
m-1
Nieréwnos¢ (41) Jest analogiczna do nieréwnosci Gotuzina dla klasy S
[2j e. 120.
Ktedec w szczeg6lnosci w (41) N - 1, x, « 1, * z, otrzymujemy
znana nieréwnos¢, a mlsnowicie
- LFIL*IE_ N 1,
1- if(MI 1-121
ktéra Jest w rodzinie doktadna nierdéwnosciag, a funkcja ekstremalna.
f(u) spednia zwigzek
1 0 k-i_
13 1-f(2)f(uw) z 1-u
N
2. Potézmy teraz w (37) L(h) « .1, - dowolne liczby zespo-
m» 1
lone, z* - dowolne punkty kota U oraz ~ 0 rzeczywiste. Po przeli-

czeniu otrzymujemy nieréwnosc¢
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KOO
aa- = . < i - Y, (42)
i | N-fTéa hifr€ami n,m*1 l-zplpd2

+

przy czym w przypadku m « n przyjmujemy

*zj*z
«0 >0 vin- 2372
(fF(O0-«*n)I > <00 * -0 "NM0 - « 2»* (z.-2)s
i Td i, «<0
“3 |3z £££j -2(7TAr> ] m&{«*.>= "} “3

Jf(@).- z§ oznecza operator Schwarza w punkcie z.

gdzie
Nierownos¢ (42) Jest doktedna 1 funkcja ekstremalna spednia roéwnanie
funkcyjne:
N ¢ » M=T-T(p - *
m«l
S A LR N
tzi tri i-2.
«Z )
a,log @ +y ~ B(m~AT - r-)- 44
m-1 "

Przyjmujac w (42) w szczeg6lnosci N « 1, zl1l « z, z uwagi na (43),

otrzymujemy nieréwnosc:
Rej a2 log () + 2&al($f] - 1) +f2 f(2), z

. e Il
u  Jd-1f@1232 Al (7-Tz;2)2,

ktéra Jest nieréwnoscig doktadng, a funkcja realizujgca znak réwnosci

spednia zwigzek (44), w ktérym dokonano odpowiednich podstawien.
W przypadku & m O na mocy twierdzenia 8 i twierdzenia 9 zachodzi nie-

rownos¢ :
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a nawet ze wzgledu na dowolnos$¢ ,5%, mamy

IF(z). *1 < - —LIFISIH .
t J o (-1z12)*  (1- [f(2)]2)2

Nieréwnos¢ ta Jest rowniez doktadna.

3. Niech /"\j’gjo«i pedzle dowolnym ciegiem liczb zespolonych takim, ze

lim_ supl&n] < 1, 45
i (45)

liczbe rzeczywiste. Na mocy twierdzenia TSplitza [6], istnie-

a - dowolne
L€H(u) taki, ze L(zn) -&n. n - 1,...,1 (1) « 0. Przyj-

je funkcjonat
mujec oznaczenia

£ .

m ,n«l

bnnAF, FAz"5n " 1°9(1 “ F(j)F(2))-
m ,n»l

wnioskujemy z twierdzenia 7 i twierdzenia 8, ze dla kazdej funkcji feS1l

zachodzi nieréwnos$c:

Re w log f(0) +

»*1

; (46)

£ Wmn<f>* 1 >_Snhb. n < £ i -
m, n«l m,n«l ) m-1

Nierownos¢ ta Jest doktadna, a w przypadku gdy M+ 0 istnieje nawet fun-

kcja t vrealizujeca réwnos¢. Dla funkcji tej spednione se zwiezki

TR e bvv . n (F -£ \,bmn<fF> “F V
m-1 m-1

Re fclog f(0) ¢ £ > namo(¥f)

»«l
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Nieréwnos¢ (46) Jest odpowiednikiem nieréwnosci Grunsky“ego dla funk-
cji klasy S~

Zauwazmy na konieo, ze spednienie nierdéwnosci (46) dla kazdego ciegu
@&n)n spedniajgcego warunek (45) oraz dla kazdego rzeczywistego / Jest
réownowazne spednieniu nieréwnosci (37) dla kazdego funkcjonatu Lenh"Q),
L(h) =0 i dla kazdego rzeczywistego & . Wynika to takze z twierdzenia
Toplitza o og6lnej postaci funkcjonatu z h°@u). Nierdwnos¢ (37) mimo po-
zorow nie jest wiec mocniejsza od nieréwnosci (46) i dlatego mozna Je na-
zwa¢ roéwniez nieréwnoscia Grunsky®ego dla funkcji klasy S/
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BAPHAI510HHHE OOPMyj If# fiBH HBKOT OPOTO §UIACCA OHHOJIHCTHHX
OTHKUIft H HX 11PHMEHBHHH

E e3»ue

B HacToane# paCoTe paccuaipH Baeica. Kjiaec rozjiouo”jH uz h ozhozhct-
hkz 4>yHKmia b enHHH?"HOM itpyre U Baja. f(z) « SjzZ + a2z + . Koropue bh-
iiojinjuo* ycjiosHfl [FGE)) <1, F(@O >0.

llocje BBexeHua BapHaujiit jjih (fyHKUKii 31 oro Kliacca ohh npHuemuoica k 0-

peHKe 3Ha<ieHH# Heicaxopux (JymsmioHaaoB, onpejejieHHUXx b S,
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VARIATIONAL METHODS FOR A CLASS OF UNIVALENT FUNCTIONS
AND THEIR APPLICATION

Summary

In the paper the class S1 of analytic and univalent in the unit disc
U functions in the form f(z) m a*z + SgZ™ +... If@] <w 1 for all z U
and (@) >0 is coneidered. Estimations of some functionals defined in
Sj are found using variations of the functions from this class.



