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WZORY WARIACYJNE W PEWNEJ PODKLASIE 
FUNKCJI JEDNOLISTNYCH I ICH ZASTOSOWANIE

Streezczenle. W pracy rozważa się klasę S4 funkcji holoaorficz- 
nych i jednollstnych w kole jednostkowym u postaci f(z) » a^z + 
+ a2z2 ♦ .... spełniających warunki |f(z)| <  1 i f' (O) >  O.

Po podaniu wariacji dla funkcji tej klasy wykorzystuje się Je do 
oszacowania wartości pewnych funkcjonałów określonych w S ^

WARIACJE W RODZINIE FUNKCJI OGRANICZONYCH

Niech S^ oznacza rodzinę funkcji holoaorficznych 

kole Jednostkowy« U “ | Z! lz l ^  1 ! posted

<f(z) - * a2z2 + ...

spełnlajęcych warunki

|f(z)| <  1, f' (O) >  O. (2)

Twierdzenie 1

Niech O oznacza obszar Jednospójny, będęcy obraza« funkcji z klasy 
S^, natomiast A będzie obszaren, którego do«knlęcie nie zawiera O i ~  , 
niech ponadto t)U c A  i A  Jest symetryczny ie względu ns odwzorowanie 

(tzn. w c A  wtedy i tylko wtedy, gdy i e A). Niech $ (w) będzie 
funkcję holomorficzna w A takę, że w

$ (w) ■ - $(i) dla każdego w c A . (3)
w

Wówczas dla każdego £ , dostatecznie bliskiego O, funkcja

w*(w) - w exp [fi $ <„)] (4)

jest Jednolistna . « A l  odwzorowuje brzeg koła Jednostkowego i) U na brzeg 
obszaru O.

i jednollstnych w

( 1 )
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Dowód:

Wprowadzamy funkcję

t"(w ,tó)

ł(w)-ą(co) w jrf &T

(5)
* '(w) , w -or

t(w,ł>J Jast określona, holomorficzna i ograniczona w zbiorze zwartym 
A  x A . w*(w) jest Jednolistna w A dla |£| dostatecznie małego. Załóżmy, 
że w*(w) nie jest jednolistna w A . Wtedy istniałyby w Ł f w2 , *»1 .w2 6 A
takie, że w*(w1) « w*(w2 ) , a więc

Wj ex p^ 6f (w1)J > w2 sxp^e$(w2 )J.

Stęd

"ł " "2 ‘ "l " w 1exp[fe(ł(w1) - $ (w2 ))J ,

r «(«. )- «( »)i
"i - "2 - "i*1 - - "2 ) Wr w2 ] >»

i ostatecznie korzystajęc z (5), otrzymujemy

W 1 ” w2 “ "l [* _ exp|fe(w 1 “ w 2 K ( w 1 .w 2)] .

Korzystajęc następnie z oszacowania |l es | <  |s| e ŝ * , otrzymujemy 

IW 1“W21 - K I  |l-«*pje(w1-w2 K ( w 1 ,w2 )j| <  |w1| |e| I w1-w2 | | < (wltw2 )| .

exp{|t | I w ^ W g H  i (w1 .w2 )| }

co Jest niemożliwe ze względu na dowolność £ i ograniczoność funkcji 
■ffwj.Wg). Tak więc funkcja w*-(w) jest jednolistna w A . Z jednolistno- 
ści tej funkcji wynika, że funkcja ta odwzorowuje brzeg koła Jednostkowe­
go na brzeg pewnego obszaru Jednospójnego 0? Wystarczy pokazać, że dla
wystarczajęco małych S , 0* Jest obszarem f(ll), gdzie f tSj. Aby to wy­
kazać, wystarczy wykazać, że D* n 0* « <fi, gdzie D* = |w: i  « 0* 1 .  
Przypuśćmy, że tak nie Jest, tzn. , że obszary 0* i nie sę rozłęczne.
Istnieję wówczas dwa punkty * U tak bliskie brzegu '6U,że w ^ w ^ A n u

i ponadto »^(w^). w*(w2 ) « 1. Uwzględbiajęc (4), otrzymujemy
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Korzystajęc z (5). na nocy tego, że ^ 1 dla w i ' w2 c u ‘ dostaje-
■y z (3) i (6)

w, - z~ “ w.il-eKpicfw. - — ) V (w,,— ))
w, l w_ » J

).
2

a st?d korzystając z cytowanego Już powyżej oszacowania

|w - r-| i «ii Uli", - r - | M w i'ł-)| oxp(|fc(w - (w. )|1
I w2 I I I I II w2 11 «2 ^ *2 W2 IJ

Po podzieleniu obu stron przez 1_ 
'1 “ -

hi||£||t(wi'^)l exp{|£(wi - • <*>

Ponieważ funkcja | < (w ,-ł— ) | Jest ograniczona w Z « 5 ,  0,^4 Z oraz w ,
*2

i—  c ¿1 , wobec tego prawa strona nierówności (7) Jest mniejsza od 1, Jeże- 
w2
li tylko |t| <  gdzie S Q nie zależy ani od Wj ani od w2< Otrzymuje­
my w ten sposób sprzeczność, co dowodzi, że obszary D* i D* sę rozłącz­
ne, czyli twierdzenie Jest dowiedzione.

Stosując twierdzenie 1 oraz opierając się na metodzie Gałuzina [2J s. 
99-101, uzyskamy teraz wzory wariacyjne dla funkcji klasy

Niech f(z) £ Sj, D ■ f(u), A  obszarem takim. Jak w twierdzeniu 1 i 
niech P - j ze r <  |z| < 1 1 .  gdzie r >  O, tak bliskie 1, aby f(D)c a  . 
Połóżmy

F(z,E) • w*(f(z)) dla z e P.

f (z ,£) Jest funkcję holomorficzny zmiennych z, £ e P » C  oraz dla każde­
go £ rzeczywistego takiego, że |£| Jest dostatecznie mały Jest funkcję 
Jednoliatnę zmiennej z e P. Rozwijajęc f (z ,e ) na szereg Maclourina ze 
względu na £ , otrzymujemy

F(z,E) « f(z) + £f(z) i(f^z)) + o(t),

gdzie oU)/^ — O niemal Jednostajnie w P.
2 twierdzenia Gołuzlna [2J s. 99 wynika, że funkcja f*(z) odwzorowu- 

Jęca konforemnie U na 0*1 f*(0) » O, Jest postaci:

f*(z) « f (z) + £ f (z) ®(f(z)) - £zf’ (z) S (z) ♦ £ z f'(z) s(i) + o(£) , (8)
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gdzie s(z) oznacza część głównę rozwinięcia funkcji f zf) (z ) ^  n8 S2a~
rag Laurenta o środku w zerze w pierścieniu P, a o(i^ — O przy 6 —  O
niemal jednostajnie w U; Jest to szukana wariacja funkcji f(z).

Znajdziemy obecnie funkcję i (w) epełniajęcę warunek (3) i napiszemy
wariację (8) generowanę przez tę funkcję.

Niech w e O  i z e  U takie, że f(z„) » w„. Niech OC będzie dowol- 0 0 o o
nę liczbę rzeczywlstę. Połóżmy

.i* -i«
• (w) ■ (9) " wo 1-w wO

Zauważmy, że ^ e)D, ponieważ wq c D, więc można wybrać obszar A w ta- 
o _ .

ki sposób, żeby funkcja ® (w) był8 holomorficzna w A  . Funkcja i (w) speł­
nia warunek (3), Aby otrzymać wariację (8) funkcji f(z) generowanę przez 
funkcję (9), należy znaleźć funkcję s(z) , czyli część głównę rozwinięcia 
Lourenta w zerze funkcji

f (z) t
r r i T r

,i« f (z) i
•fTir-nrjT " iliTH it)

Otrzymujemy, Ze

S(z)

Stęd oraz (8) otrzymujemy

.i*

f*zo> ę1«*

v 7^ 7 z-z°'

J L M  +

♦ £ S l _ +o(i). (10)
1 - ż z  z f'2 ( z jO o

W przypadku gdy w ¿ 0  i —  i 5, funkcja (9) Jest holomorficzna i Jed-

nollstna w D, przekształca D na obszar D * , który Jaat taZ obrazem funk­
cji z klasy Sj. ZłoZenie w*(f(z)) daje od razu wariację funkcji f(z):

f*(z) - f(z) + a1011̂  - fie"i0{ f2(z? + o(£). (11)
f U , "wo 1—w f(z)
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Powyższe wyniki można wypowiedzieć w postaci następujących twierdzeń:

Twierdzenie 2

Niech f(z)e S j , cc - dowolna liczba rzeczywista, zQ e U, dowolne. Wte­
dy dla każdego S > 0  dostatecznie małego istnieje funkcja f*(z) fi ta­
ka , Ze

gdzie O, gdy £ —  O, niemal jednostajnie w U.
Dla funkcji f(z)e Sj można tworzyć pewne elementarne wariacje oparte 

na odwzorowaniu U w U. Zauważmy, że jeśli g(z) jest funkcję Jedno- 
listnę w U. g(O) - O. g(u)c u, wtedy z faktu. Ze f(z)«S wynika. Ze
f(g(z))« S.. . r

Kładęc po pierwsze g(z) « e z, 6 - dowolna liczba rzeczywista, otrzy­
mujemy wzór wariacyjny:

f*(z) - f(z ) + E e 1* -i oc f2 (z)
l-f(zQ)f(z)

- e e i0C Sili

gdzie gdy £ —  0, niemal Jednostajnie w U.

Twierdzenie 3

Niech f(z)fi S. , os - dowolna liczba rzeczywista oraz w takie. Ze  x __________________  O
w0 4 f (u) 1  ̂ f(u). Wtedy dla każdego £ > 0  dostatecznie małego 1-

w o *
stnieje funkcja f* (z )e s1 taka, że

“"o l-wQf(z)

f*(z) » f(eiiz) » f(z) + i£z f'(z) + o(£). ( 12)

Kładęc następnie g(z) . k k , , ( z ) ) .  gdzie k j z )  -  Ł  ,,
(l+e ■ z)

Oi- dowolna liczba rzeczywista, £ >  O, otrzymujemy drugi wzór wariacyjny:

f*(z) - f(k"l((l-«)lfe(z))) - f (z) - 6 z f' (z) 4 ^ -  ♦ o(fi). (13)
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RÓWNANIE TYPU SCHIFFERA

Niech r}> (f) będzie funkcjonałem o wartościach zespolonych określonym 
i ciągłym w S.. Niech H(u) oznacza przestrzeń funkcji holomorficznych 
w U ze zbieżnością Jednostajną w zbiorach zwartych, a H' (u ) przestrzeń 
do niej sprzężoną. Zakładamy, że ^(f) ma pochodną zespoloną w sensie Ga­
teaux w punkcie f, tzn. istnieje funkcjonał A ^  e h '(u) taki, że

ij)(f*) » $(f) + £ A f(h) + o(£), (14)

gdzie £ > 0 ,  f* - dowolna wariacja funkcji rodziny taka, że

f*(z) « f(z) ♦ £ h(z) + o(6), h(z) e h (u ), (15)

oraz o (f )/g — - 0, gdy £ —“ 0, niemal jednostajnie w U. Funkcjonał A f(h) 
nazywamy pochodną w sensie Gateaux.

Połóżmy korzystając z oznaczeń wprowadzonych w [3 ] a. 12.

o(w) - A ,(%-). E (>) . A f( i 2 | ^ i ) ,

a (w ) > d (w ) + A f ( f ) + D(i). (16)
W

b (j ) * e (^) + A f (z f'(z)| + e (4).

Wzory na D(w) i e(^) wymagają wyjaśnienia. A mianowicie, w przy­
padku gdy w e f(u), funkcja wf/f-w ma biegun Jednokrotny w pewnym pun­
kcie zg , takim, że f(z0) * w, a więc nie należy do h(u) i funkcjonał 
A f  dla takiej funkcji może być nieokreślony. Można jednak rozszerzyć w 
sposób ciągły funkcjonał A ^  np. na wszystkie funkcje meromorficzne w U, 
posiadające Jedynie biegun w ustalonym punkcie zg , przy pomocy wzoru Cac- 
cioppoli-Kothego [l, 4] na ogólną postać funkcjonału liniowego z H'fu). 
I tak wiadomo, że funkcjonał A j  da się wyrazić wzorem

-^-f^ “ 55T tf h(z)Q(z)dz, (17)
I z | »r

gdzie Q,(z) jest funkcją holomorficzną w zbiorze jz: |z| < r'|, 0 < r'< 1,
a r Jest dowolną liczbą z przedziału (r1, 1). Jeżeli założymy dodatko­
wo, że r >  |zQ | , to wzór (l7) określa funkcjonał również dla funkcji h(z)
holomorficznej w' U poza Jednym punktem zg .
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Zauważmy, Ze

2t-hL. . fU) * --
wf(z)-l wf(z) - l

A f (§ £ -/ •*)■ ) - J V  (f(z)) + d(— ), 
T wf ( z ) - l  T w

(18)

H Î Î M  . zf'(z) ♦ ,
l 2-1 %(* - è)l (j

A (¿sf.fl*.) - A  (zf'(z)) + e(i).
|z -l »

Korzystajęc z oznaczeń (16) i (18) , ze wzorów (14), (15) oraz ze wzorów 
wariacyjnych (10), (ll), (12) , (13), otrzymujemy pewne wzory wariacyjne 
dla funkcjonału re Tj> w punkcie f w rodzinie Sj. Maję one poetaćt

.ioc f f(z„) 2 i
T T z T T r ^ ^ o ^  _ (z PCz )] B(zo ) + o(e) (l9)O f- 0 0 J

rei|)(f *) • re^Kf) + { r e

dla każdego zQ e U, «  - dowolnej liczby rzeczywistej i fi ;> O dostatecz­
nie całego;

re^)(f*) » re^(f) + fir
I «ioc

* { v > ( t ) . (20 )

dla każdego wo takiego, źe w d f(u) 1 i - f  f (u) , cc - dowolnej liczby

rzeczywistej oraz fi > 0 ,  dostatecznie aełego;

ref( f*) - re$(f) + fi re l A f(zf'(z)) + o(fi). 

dla £ dowolnego rzeczywistego, dostatecznie bliskiego O;

(2 1 )

rei|>(f*) - re^(f) -fireA-iz f'(z) "j -,**) + o(fi) , (22)
e -z

dla <X - dowolnej liczby rzeczywistej 1 fi > O dostatecznie małego.
Mèzemy obecnie udowodnić następujące twierdzenie;

Twierdzenie 4

Niech *^(f) będzie funkcjonałea zespolony«, określony® i cięgłym na 
S l# majęcym w punkcie f « Sj pochodnę zeepolonę w sensie Gâteaux. Niech 
f realizuje maksimum lokalne funkcjonału reij)(f) w rodzinie S1#
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Wtedy f spełnia następujące równanie:

a (f(z )) » b (z ), z e U. (23)

gdzie a (w ) i b (z ) są zdefiniowane wzorani (16).
A f(zf'(z)) jest rzeczywiste, b ( z )  jest rzeczywiste i  niedodatnie na 
BU = j z : |z) - lj.

Dowód:

Fakt, że funkcja f(z) spełnia równanie (23) wynika ze wzoru waria­
cyjnego (19) , z dowolności cc oraz z tego, ta spełniona Jest równość 
reij)(f*)< reij)(f). Własności A f(zf'(z)) i b(z) wynikają ze wzorów wa­
riacyjnych (21) i (22), z nierówności wzmiankowanej wyżej i z faktu, że 6 
w (21) Jest dowolną liczbą rzeczywistą a w (22) dowolną liczbą dodat­
nią.

Podany teraz twierdzenie, które wynika ze wzoru wariacyjnego (20). 

Twierdzenie 5

Niech oraz f spełnia założenia poprzedniego twierdzenia, a ( w ) Jest 
funkcją meromorficzną w C i a ( w ) i O. Oeżeli w i —  nie należą do

So
obszaru D = f(u), wtedy co najmniej jeden z tych punktów znanduje się na 
brzegu obszaru 0.

Dowód:

Załóżmy nie wprost, że w i —  e €\f(u). Korzystając za wzoru wa-
*0

riacyjnego (20) oraz z dowolności cc wnioskujemy, że istnieje otoczenie 
U punktu w , w którym a (w ) » O dla każdego will. , czyli a (w ) = O
w o 0 "o

w C, co przeczy założeniu.

Wniosek 1

Przy założeniach twierdzenia 5 zbiór C\( f (u)u h(u)) , gdzie h(z) « — 1—
f(z)

nie ma punktów wewnętrznych. Istotnie, gdyby wq był punktem wewnętrznym 
zbioru C\(f(u)u h(u)), to —  4 f(u) , bo w przeciwnym razie w należa­

no
łoby do h(u) , a to Jest niemożliwa. Na mocy twierdzenia 5 co najmniej Je­
den z tych punktów, tzn. w q lub leżałoby na brzegu f(u) , co je^t

” 0
- nieprawdę na mocy definicji wQ Jako punktu wewnętrznego zbioru C\(f(u)u 
^h(u)).
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Uwaga. Założenia twierdzenia 5 i wniosku X można osłabić, żędajęc Je­
dynie, by a(w) była meromorficzna i a(w) ^ 0 w obszarze pokrywającym 
zbiór C \ ( f ( u )  u h(tl)).

NIERÓWNOŚCI TYPU GRUNSKY’EGO DLA FUNKCOI KLASY S x 

Określimy w rodzinie funkcjonał:

gdzie L2 (p(z,^)) = L(L(jj(z ,^))) , | L| 2 (^(z ,■£.)) » l(l(i£>(z ,j.) )) , tp (z .■%) Jest 
funkcję holomorficznę w U » U , & - dowolnę liczbę rzeczywistę. Można zau­
ważyć, korzystajęc ze wspomnianego Już wzoru Caccioppoli-Kothego na ogól- 
nę postać funkcjonału z h(u), że tJ) (■%) = l(^(z , j) )t H(u). Stwierdzamy, że 
funkcjonał (24) ma w dowolnym punkcie ft Sj zespolonę pochodnę częstko-

Przypuśćmy teraz, że f e S j  Jest funkcję, dis której funkcjonał (24) 
osięga wartość największę w Sĵ . Wówczas na mocy twierdzenia 4 funkcja ta 
spełnia równanie różniczkowo-funkcyjne o postaci:

+ L2 (log ) - | L | 2 (log (1 - f(z)f(£)) ., (24)

wę w sensie Gateaux. Pochodnę tę jest funkcjonał:

+ |L|2(JikiiiżL) ♦ 11 i2r--fl^.h.(ŁL̂
l-f(z)f(^) l-f(z)f(^)

a dalej a (w ) « o(w) + 7\_^(f) +

W

Po niezbyt skomplikowanych rachunkach otrzymujemy

(26)

gdzie b (^) = e (^) ♦ A ^ f ' f y ) )  + e (4) , e (^) , A f( i | ^ l ) .
^ “ o"
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Z postaci funkcji e(-j.) oraz ze wapomnlanego Już twierdzenia Cacciap- 
poli-Kothego wynika, że funkcja ta Jeet holoaorficzna co najmniej w pier­
ścieniu P ■ i ^: r c  |^| <  p  I, 0 < r < l .  wiadomo ponadto, na podstawie twier­
dzenia 4, że Tunkcja b(^) Jeat niedodatnla dla 3 « t) U. Wynika atęd, mię­
dzy innymi, że wszystkie pierwiastki funkcji b(^) położone na 0 U sę pa- 
rzystokrotne. Ze zwięzku (26), który zachodzi alędzy innymi w pierścieniu

P1 “ i ^ ! r < l$'l< 1 }' "Y01*®- *® funkcja - (^  ̂ ) AifC1̂)) Jeat holomor­
ficzna w tym pierścieniu i przedłuża się Jako funkcja holomorficzna na 
pierścień P oraz Jest nleujemna na Su. Na mocy (25) funkcja ta Jest 
kwadratem funkcji

(27>

która Jest także funkcję holomorficznę w pierścieniu PŁ , a więc na mocy 
(26) w tym samym pierścieniu Jest ona gałęzię pierwiastka ż -b (^) j połóżmy

Funkcja B*(^) przedłuża się z pierścienia PŁ Jako funkcja cięgła, a 
nawet holomorficzna, na pierścień j : r < | ‘J.| ^  1 ■. Istotnie, Jeżeli 
^ c 9 l )  i B(*») M i to > pewnym otoczeniu punktu istnieję dwie Je­
dnoznaczna gałęzie pierwiastka kwadratowego z-b(^) i Jedne z nich musi po­
krywać się w części wspólnej koła U i tego otoczenia punktu 5* z B*(^.).
Oeżell natomiast b (^*) * 0, to, ze względu na wapomnianę Już parzysto-
krotność tego pierwiastka, musi być b(^) ■ (^-^r*)21' b(̂ .) w pewnym oto­
czeniu punktu 5.* , przy czym b T ^ )  f 0, W pewnym otoczeniu punktu is­
tnieję zatem znowu dwis Jednoznaczne gałęzie pierwiastka kwadratowego z -
b (^) i jedna z nich w części wspólnej tego otoczenia i koła U pokrywa 
się z B*(^.). Ponadto tak przedłużona funkcja B*(^) Jest rzeczywista na
okręgu 2 U. _______

Weźmy teraz pod uwagę funkcję G(ł) ■ L(-2l) - L(— — ), Jest ona holo-
* Z~5- l-^z

morficzna w pierścieniu P i rzeczywista na okręgu ®U. Funkcja

B*(*> ł f(z)-tifr) + +

* L ( 4 ^ l ----L _ )  - l (-Ł-)
^ l-f(z)f(^) l-|z)

Jest holomorficzna w kole U 1 przedłuża się w sposób cięgły na koło dom­
knięte O, pozostajęc rzeczywista na i>U. Stoaujęc zasadę odbicia Schwar­
za, dochodzimy do wniosku, żs funkcja B* (•£.) ♦ G(^) przedłuża się Jako
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funkcja holomorficzna na płaszczyznę domkniętę C, a więc Jast funkcję 
stałę, a ponieważ B*(O) + G(O) » & ,  otrzymujemy nsstępujęcy zwięzek

Wprowadzajęc (29) do (28), bioręc pod uwagę, że ze względu na liniowość i

ftlog + L(log i feJr.tljłl) _ L(log(l - f(z)f(^))) + L(log(l-jz)) « C,

W tym celu wystarczy wykazać, że Re C • -Re 5, Najpierw wykażemy, że 
brzegi obszarów f ( u )  i h(u)  nie mogę być rozłęczne. Przypuśćmy, że 
8f ( l l ) n  8 h(u)  « 0 . Wobec tego, że ponadto f ( u )  n h(u)  « 0  otrzymamy 
fTU)n h(u)  « 0 . Zbiór c \ ( f ( u )  U hTuT) C C \ ( f  (U) u h ( u ) )  , ale zbiór 
C \ ( f ( u )  u h ( u ) )  nie j»a punktów wewnętrznych (patrz wniosek 1 z twierdze­
nia 5), czyli zbiór C \ ( f ( l l ) u  h ( u ) )  też nie ma punktów wewnętrznych, a 
więc Jako zbiór otwarty jest pusty. Wobec tego C = f ( u ) U h(u)  a to Jest 
sprzeczne ze spójnościę C,  czyli 8 f ( u )  i c)h(u) muszę mieć punkt wspól-

(28)

Zauważmy, że zachodzę tożsamości

(29)

gdzie

C « &log f'(0) ♦ L(log i^-). (31)

Udowodnimy, że

Re C * O. (32)
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ny. Niech w* e i) f (u) n Bh(u). Istniej? zatem takie dwa cięgi punktów

n ’ 1 '2  że f(5!n>— "* ‘ *’•

$  . £"«0h(ll). Wstawiając do (30) najpierw = ̂ ’n a następnie J = '̂'n
i przechodząc do granicy przy n — — «>"=• , otrzymujemy:

&log + L(log - L(log(l - f(z)w*)) + L d o g d - j i ) )  » C
o'

& log - L(log ) - L(log(l - ±_ f(z))) - L(log(l -x"z)) = C
w* 3» W*(z-^.") w*

a stąd Już widać, że zachodzi (32).
2 (32) oraz z (31) wynika równość

Re | ¿log f’(0) + l( log ) 0. (33)

Ze związku (30) otrzymujemy dalej

j,L (log i ^ - )  + L2 (log liżlz^il) . |i_|2 (logd-ffy)f(z))) + | l | 2 Oogil-jz))-0.

*  (34)

Dodając do siebie stronami równość otrzymaną przez wzięcie części rzeczy­
wistych obu stron (34) oraz równość (33) pomnożoną przez & , otrzymujemy 
wartość funkcjonału (24) dla funkcji maksymalnej f:

l(f) = - |l | 2 (log(l -|z)).

Otrzymane wyniki możemy ująć w następującym twierdzeniu.

Twierdzenie 6

Oeżeli f Jest funkcją maksymalną dla funkcjonału (24) , to funkcja te 
spełnia związek:

Alog l & l  + L(log f t i l r ń t i ) _ L (log(l - f(>)f(z))) ♦

+ L(log(l -^ z) ) » &log f'(0) + L(log ~ -z^ ) , 

a wartość funkcjonału (24) dla niej\wynoai

Re l(f) - l(f) . - | L| 2 (log(l - 5Lz)). (36)
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Zastanówmy się nad warunkami, przy których można twierdzić, la funk­
cjonał (24) osięga w rodzinie SŁ maksimum.

Zauważmy najpierw, że funkcjonał (24) jeet w zbiorze SŁ ograniczony z 
góry. Wynika to z całkowego przedstawienia funkcjonału z h'(u ) , ze zna­
nych oszacować w klasie S (s - klasa funkcji holomorficznych i jedno- 
liatnych w U, znormalizowanych warunkiem f(o) » f'(0) - i ■ O) wyrażeń

|f(z)| , | log | [4],z tego, że |f'(0)| ^  1, a ponadto ponieważ przy
stałym % 4 0. xe U funkcja -    log(l - f(%)f(z)) e S, więc na

* f(^)f'(0)
mocy twierdzenia o zniekształceniu stosowanego dwukrotnie oraz wspomnia­
nej już nierówności | f'(0) | <  1 dla f « Sj mamy

| log(l - f(^)f(z))| <  -—  --- “ 5*
(1- |z|)2 (l- |£|)2

Przypuśćmy najpierw, że 9i 4 0. Niech M « aup Re l(f). Istnieje zatem 
cięg funkcji fn e 5^ taki, że Re I (fn) — M. Rodzina Sj Jest normalna, a 
więc można przyjęć, że clęg ^ fn| Je#t clęgiam niemal jednostajnie zbież­
nym. Oeżeli fn~ " f e S i» t0 * ( 0  ■ M, a więc f Jest funkcję reali- 
zujęcę maksimum funkcjonału (24) w Oeżeli natomiast fn — to fn
można przedstawić w postaci f = b_f_ , gdzie ? e S, b o r a z  moż-■ 1 II M PI II
na przyjęć, ze względu na zwartość rodziny S, że fn~— fes. Ale wtedy 
Re I(fn )— —  - , co oczywiście jest niemożliwe, bo istnieję funkcje, dla
których wartość funkcjonału (24) Jest większa od Zatr>m w przypadku
9> 4 0 funkcjonał (24) osięga w rodzinie SŁ maksimum, które równa się 
prawej stronie wzoru (35).

Wynik ten możemy ujęć w następujęcym twierdzeniu.

Twierdzenie 7

Oeżeli 1 f 0 jeat liczbę rzeczywistę, to dla każdej funkcji f e Sj 
zachodzi nierówność:

Re

- | L| 2 (log(l - f(z)f(j)))j ¿S - |L|2 (log(l -fz)). (37)

Nierówność ta Jeat dokładna, a nawet Istnieje funkcja fsSj, dla któraj 
zachodzi znak równości. Ponadto każda taka funkcja spełnia zwlęzek (35).

Oeżeli j, - O, to oczywiście również zachodzi nierówność (37). Co wię­
cej, nierówność ta Jest dokładna, chociaż nie wiadomo czy w rodzinie 
istnieje funkcja realizujęca znak równości. Celem udowodnienia powyższego 
zauważmy, że dla każdej funkcji f e S  zachodzi nierówność

&2 log f^O) + 21L(log + L2 (log iSfJrttt)) _
'b'
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Re|L2 (log ii d rJ M )
c*o <r~0

- |L|2 (log(l - §*)) (38)

[5 ] ». 116. Wniosek 11.4 i że istnieje funkcja klasy S, dla której w tej 
nierówności zachodzi znak równości. Zauważmy następnie, że dla każdej 
funkcji ograniczonej f e s  istnieje takie bQ , że Jeśli |b| <  bo> to
b f e S j  i Re l(bf) Jest dowolnie bliski lewej stronie nierówności (38) 
dla dostatecznie małego b. Deżeli teraz fs S Jest funkcję realizujęcę 
równość w nierówności (38), to można Ję najpierw aproksymować funkcję o- 
greniczonę f(z) ■ ^  f(pz) , gdzie 0 < p < l ,  p dostatecznie bliskie 1, 
a następnie tę ostatnię zastępie funkcję bf przy b dostatecznie blis­
kim O. Wartość funkcjonału (24) dla tej funkcji będzie dowolnie bliska 
prawej stronie nierówności (38), skęd widać, że nierówności tej poprawić 

się nie da.
Możemy więc sformułować twierdzenie.

Twierdzenie 8

Dla każdej funkcji f * Sj zachodzi niarówność

jL2 (log .fi .2J .r.|(iI) - |L |2 (log(l - fizifćj”)))! ss - |L|2 (log(l-|z)). (39)Re

Nierówność ta Jest dokładna.
Oeśli rozpatrzymy funkcjonał!

l(f) » Re L2 (log iSĄ z i M ) + |l|2 (log(l - f(z)f(>)) 
z~ &

i postępimy analogicznie jak w przypadku funkcjonału (24) , to otrzymamy 
twierdzenie.

Twierdzenie 9

Dla każdej funkcji fs Sj zachodzi nierówność
<*

Re jL2 (log + |L|2 (log(l - f (z) fij)) )|« - |L|2 (log(l -fz)).

Nierówność te Jest dokładna w takim sensie Jak w twierdzeniu 7.

Uwaga: Zauważmy, że Jeśli LcH'(u), to ILchTu), zatem kładęc w nie­
równości (39) 1L zamiast L otrzymamy nierówność
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-Re|L2 (log - |L|2 (log 1-f (z)?(£) )j ^  - |L|2 (log(l - ^z)).

Korzystając z taj nierówności oraz z nierówności z twierdzenia 9, otrzy­
mujemy nierówność

[ L2 (log - |L|2 (log(i-f(z)f7f)))| «  - |L|2 (log(l - $z)).

Zastosujemy teraz powyższa twierdzenia do oszacowania pewnych funkcjona­
łów w rodzinie Sj.

N
1. Połóżmy l_(h) - ^ / B (h(zB) - h(0)). gdzie hcu(u) 9k , m«l,...,N- 

«*1
dowolne liczby zespolone, z^, m - l  n dowolne punkty koła U. Oest
oczywiście u(l) ■ O. Niech A  ^ O będzie dowolnę liczbę rzeczywistę. 
Z twierdzenia 7 wynika, że dla dowolnej funkcji f e S j  zachodzi nierów­
ność

Re
N

{*-J}')2 lQ9 f,(0) ♦ ZZ lon(TrzTTTz ) •mai “ nn ,mai

zmzr
7 ^ - n '

f(z.)-f(zn ) A  f(z-) ____
 J-ZZ- ) ♦ 2 * 2 ] * . l o g  —  - Z Z  ^n5m l09 (l-f(zn)f(zm ^

m a i n ,mai

Z Z  V m loS (l - zn5m>* (40)
n ,mai

f(*_)-f(*_)
W przypadku gdy m • n przyjmujemy Jako wartość ilorazu --- ------ —  wer-

.. m“zn
tośc *(*,)• Nierówność ta Jest dokładna, istnieje funkcja f « S} , która
realizuje znak równości. Ola funkcji tej zachodzi zwięzek

mai ■ * <rn
) -

N   N
~ ^  log(l - f(^)f(zm)) - - log(l -^4,,).

*“1 mai
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N
W szczególnym przypadku zakładając, że Im ■ O, można przyjść X

B » 1
N

» Nierówność (40) przyjmie wówczas postać

Re
f(zj-f(z„)

E  (A,n ^ lo9  Ł' -z' - -  * * n V 0 « (l“ f(« n > f < * m » > * - E  fcn*»log(l
n,m»l m n  ̂ n ,m»l

- V,>- (41)

Oest ona dokładna, a funkcja ekstremalna spełnia związek:

' &  1 0 9 ( 1 " f(> ),7^ )) * tri m * 0 tri

N

‘ - E m  1<?9(1 - ^ 5m )*
m-1

Nierówność (41) Jest analogiczna do nierówności Gołuzina dla klasy S 
[2j e. 120.

Kłedęc w szczególności w (41) N • 1, ><, « 1, * z, otrzymujemy
znana nierówność, a mlsnowicie

— LflL*lł_ ^  .1 .,
1 - if (*)l 1 -1 2 1

która Jest w rodzinie dokładna nierównością, a funkcja ekstremalna.
f(u) spełnia związek

l .. i  Ł-i_.
1 J l-f(z)f(u) z 1-uz

N
2. Połóżmy teraz w (37) L(h) « . 1 ,  - dowolne liczby zespo-

m»l
lone, z^ - dowolne punkty koła U oraz ^ O rzeczywiste. Po przeli­
czeniu otrzymujemy nierówność
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«0*0
+ a a — =■—  ■ . <  * > , -------— y,

L— -> (l-f(z ) f (z )) (l-z I )2n,m*l yl T\łn iT\łm ) i n,m*l V1 n m'
(42)

przy czym w przypadku m « n przyjmujemy

« 0 * 0

( f ( 0 - « * n)JT ’ < 0 0 *  - O ^ O - « 2»* (z.-z)s
lim(-

* z j * z )

“ 5 3z ££fj
i Td 
3 |3

jf (z). z j

i , « < 0
-  ? (7T^ r >  ] ■ &{«*.>• '■} (43)

gdzie jf(z). z j  oznecza operator Schwarza w punkcie z.
Nierówność (42) Jest dokłedna 1 funkcja ekstremalna spełnia równanie 

funkcyjne:

^  ♦ ¿ » (rrz-mT-T(p - *
m «i

\  r- « ^ « O  \ 1
* 7  9,-  .. — -—  ♦ > A_ — —
tzi tri i-2.

« z  )
a, log f'(o) + y ^ B ( m ^ T  - r-)-

m-1 "
(44)

Przyjmując w (42) w szczególności N « 1, z1 « z, z uwagi na (43), 
otrzymujemy nierówność:

Rej a2 log f'(0) + 2&al($f| - i) + fc2 f(z), z

+ |& lf'(z)l
11 (l-|f(z)|2)2 |Ai1 (7-Tz;2 )2,

która Jest nierównością dokładną, a funkcja realizująca znak równości 
spełnia związek (44), w którym dokonano odpowiednich podstawień.

W przypadku &  ■ O na mocy twierdzenia 8 i twierdzenia 9 zachodzi nie­
równość :
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a nawet ze względu na dowolność ,5^, mamy

Jf (z). *1 <  - -Łlflslł l .
t J (l-lzl2)* (l- | f(z) | 2)2

Nierówność ta Jest również dokładna.
/ 003. Niech '^j^j«i pędzle dowolnym cięgiem liczb zespolonych takim, że

lim sup|&n | <  1,
n—00

(4 5 )

a - dowolnę liczbę rzeczywistę. Na mocy twierdzenia TSplitza [6], istnie­
je funkcjonał L€H(u) taki, że L(zn) - & n . n - 1 ,...,l (1) « O. Przyj- 
mujęc oznaczenia

£  - 1..
m ,n«l

bmn^f,f^z"5n " 1°9(1 “ f(j)f(z))-
m ,n»l

wnioskujemy z twierdzenia 7 i twierdzenia 8, że dla każdej funkcji f e S 1 
zachodzi nierówność:

Re w log f(O) + *
»*1

£  W m n < f> * I > . S n b. n < £  i^ -
m,n«l m,n«l ) m-1

(46)

Nierówność ta Jest dokładna, a w przypadku gdy fo + 0 istnieje nawet fun­
kcja t realizujęca równość. Dla funkcji tej spełnione sę zwięzki

fca. ,<f> ł V V . n ( f' - £  \,bmn<f 'f> “ F  V  
m-1 m-1

n - 1,

Re fclog f'(0) ♦ £ > namo(f)
»«1
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Nierówność (46) Jest odpowiednikiem nierówności Grunsky'ego dla funk­
cji klasy S^.

Zauważmy na konieo, że spełnienie nierówności (46) dla każdego cięgu 
(&n) ^  spełniającego warunek (45) oraz dla każdego rzeczywistego / Jest 
równoważne spełnieniu nierówności (37) dla każdego funkcjonału L e h'(u ) , 
L(l) = 0  i dla każdego rzeczywistego & . Wynika to także z twierdzenia 
Toplitza o ogólnej postaci funkcjonału z h'(u ). Nierówność (37) mimo po­
zorów nie jest więc mocniejsza od nierówności (46) i dlatego można Ję na­
zwać również nierównością Grunsky'ego dla funkcji klasy S^.
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VARIATIONAL METHODS FOR A CLASS OF UNIVALENT FUNCTIONS 
AND THEIR APPLICATION

S u m m a r y

In the paper the class S 1 of analytic and univalent in the unit disc 
U functions in the form f(z) ■ a^z + SgZ^ +... |f(z)| <■ 1 for all z U
and f'(0) > 0  is coneidered. Estimations of some functionals defined in 
Sj are found using variations of the functions from this class.


