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WSTEP

W catej pracy przedmiotem rozwazah jest analiza ztozonych, mechanicznych
uktadéw dynamicznych o parametrach losowych, znajdujgcych sie pod wplywem
oddziatywan, ktére majg charakter stochastyczny.

Na poczatku zastan6wmy sie, co oznacza¢ bedzie, podstawowe dla catej
pracy, pojecie "uktad dynamiczny"? Z punktu widzenia mechaniki, dynamika
rozwigzuje dwa podstawowe zagadnienia: zagadnienie proste polega na tym, ze
znajagc ruch nalezy znalez¢ sity; zagadnienie odwrotne zajmuje sie wyznacza-
niem ruchu, jezeli znane sg sity 1 tzw. warunki poczatkowe, tj. potozenia i
predko$ci punktéw w pewnej chwili. Praktycznie, zakres dynamiki obejmuje od
dawna rowniez wiele klasycznych zagadnien pokrewnych, np.: stabilno$¢ ruchu,
bifurkacje, drgania okresowe i ich stabilno$¢ i wiele innych. Do najnowszych
probleméw naleza zagadnienia zwigzane z og6lnie pojetym sterowaniem: identy-
fikacja obiektéw mechanicznych, sterowanie optymalne, synteza uktadéw stero-
wania itp. Metody analizy, charakterystyczne dla zagadniein mechaniki anali-
tycznej, np. réwnania Hamiltona i Lagrange’a, zastosowano w wielu innych
dziedzinach nauki, np. w elektrotechnice. Z drugiej strony nalezy odnotowac
fakt ogromnego wptywu np. teorii sterowania na mechanike, co spowodowato, ze
wiele probleméw mechanicznych zapisuje sie i analizuje w postaci uktadu
rownan 1. rzedu, tzw. réwnaA stanu, a nie w postaci uktadu réwnan 2. rzedu,
ktore sa charakterystyczne dla zagadnien mechaniki.

Odnotujmy réwniez fakt.ze wiele zagadnien z zupetnie réznych od mechani-
ki dziedzin nauki, takich jak np. telekomunikacja, biologia, obstuga masowa,
chemia czy genetyka, opisywanych jest za pomocg modeli matematycznych, ktére
pod wzgledem formalnym nie rdznig sie niczym od modeli typowych dla
mechaniki teoretycznej.

Wspomniane argumenty spowodowaly, ze uktady mechaniczne rozpatrywane sg
w pracy z punktu widzenia teorii systeméw, co pozwolito na daleko posunigte
uogéblnienia. W zwigzku z powyzszym, druga charakterystyczng cechg pracy jest
fakt, ze okres$lenie "uktad dynamiczny" jest traktowane w pracy jako uporzad-

kowany zbiér pewnych pojeé¢, ktérego najwazniejszymi elementami sg: zbiory
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sygnatéow wejsciowych i wyjsciowych oraz relacja wejscie - wyjscie rozpatry-
wanego uktadu, patrz rozdz. 2.1.

Trzecim elementem charakterystycznym dla pracy jest przyjecie zatozenia,
ze czas jest elementem pewnej lokalnie zwartej grupy abelowej G. Przyjeto,ze
wspomniana grupa jest cze$ciowo lub catkowicie liniowo uporzadkowana.

Dlaczego zdecydowano sie na wprowadzenie do rozwazan,$cisle zwigzanych z
technika, tak wyrafinowanego aparatu matematycznego, jakim jest niewatpliwie
teoria grup?

Zanim podjeta bedzie préoba odpowiedzi na to pytanie,zauwazmy,ze ostatnie
30 lat, to burzliwy rozwéj najréznorodniejszych metod analizy uktadéw dyna-
micznych zwigzanych z doktadnos$cig, wrazliwo$ciag, stabilnos$cia, sterowaniem
itp. Rozw6j tych wszystkich dziedzin odbywat sie w zasadzie niezaleznie dla
uktadow z tzw. czasem ciggtym (zwanych w pracy uktadami ciggtymi) i uktadéw
impulsowych z tzw. czasem dyskretnym (zwanych w pracy uktadami dyskretnymi).
Pomijajac prace, w ktérych analizy dokonuje sie na poziomie rédwnan operato-
rowych, niewiele jest publikacji, ktéorych wyniki mozna zastosowa¢ jednocze$-
nie do uktadéw ciggtych i dyskretnych. Z drugiej strony tatwo zauwazyé¢ dale-
ko idace analogie miedzy wynikami osiggnietymi dla obu wspomnianych rodzajow
uktadéw dynamicznych.

Dlatego zdecydowano sie na przyjecie zalozenia, ze czas jest elementem
czesciowo uporzagdkowanej grupy abelowej, co pozwolito na jednolite traktowa-
nie np. wspomnianych juz uktadéw ciggtych 1 dyskretnych. Przyjete zatozenie
pozwala na podobne traktowanie réwniez uktadéw bardziej wyrafinowanych, np.
okreslonych na torusie.

Charakterystyczng cechg rozwazan jest zastosowanie do opisu zjawisk
zachodzacych w uktadach dynamicznych losowych réwnan catkowych. Bardziej
szczeg6towe uzasadnienie patrz rozdz. 2.1.

Przyjecie powyzszych zatozen w konstrukcji pracy spowodowato koniecznos$¢
zastosowania niewatpliwie trudnego aparatu matematycznego, pozwolito jednak
na jednolite sformutowanie wielu waznych zagadniern analizy uktadéw dynamicz-
nych i na liczne uog6lnienia.

Rozdziat pierwszy zawiera podstawowe oznaczenia i definicje stosowane w
catej pracy.

Rozdziat drugi, to podstawowe wiadomos$ci dotyczace uktadow dynamicznych
bedacych przedmiotem dalszej analizy. Zdefiniowane zostaty takie pojecia,jak

np. : uporzadkowanie zbioru chwil czasowych, uktad dynamiczny, przyczynowos¢,
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stacjonarno$¢. Omoéwiono podstawowe zatozenia dotyczgce modeli matematycznych
najczedciej spotykanych w pracy.

W rozdziale trzecim przedstawione zostaty przyktady zastosowan losowych
rownan catkowych do réznorodnych zagadnieA dynamiki uktadow mechanicznych,ze
szczeg6lnym uwzglednieniem, pojawiajacych sie w takich uktadach, elementow
teorii sterowania' takich,jak np. sprzezenie zwrotne, sygnaty sterujace,op6z-
nienia w sterowaniu itp. Duzy nacisk potozony zostat na szczeg6towe zapre-
zentowanie techniki przeksztatcania rédwnan mechaniki, majacych zréznicowany
charakter, do jednolitej formy réwnan catkowych.

Rozdzial czwarty to przeglad, najwazniejszych z punktu widzenia zasto-
sowan, modeli matematycznych sygnatéw fizycznych. Ze wzgledu na duzy stopien
abstrakcji prowadzonych rozwazan, aby utatwié¢ <czytanie pracy, sygnaty
deterministyczne i stochastyczne omoéwiono niezaleznie od siebie.

Rozdziat pigty zawiera omoOwienie najwazniejszych wtasnoséci uktadéw Ii-
niowych. Przedstawione zostato pojecie rezolwenty réwnania catkowego typu
Volterry Il rodzaju okre$lonego na lokalnie zwartej grupie abelowej. Przea-
nalizowano niektére wtasnos$ci uktadéw liniowych dla sygnatéw o skonczonej
energii oraz dla sygnatléw okresowych i prawie okresowych. Wcelu zapewnienia
wiekszej czytelno$ci pracy, rozwazania deterministyczne i probabilistyczne
zostaty potraktowane oddzielnie.

Rozdziaty szésty do ésmego, to analiza wybranych zagadnien typowych dla
dynamiki uktadéw mechanicznych.Rodziat szo6sty jest proba analizy jakoSciowej
1 ilosciowej doktadnos$ci r6znych metod linearyzacji statystycznej, w zasto-
sowaniu do wielowymiarowych uktadéw dynamicznych. Rozpatrywane sg uktady
stacjonarne i niestacjonarne.

Rozdziat siédmy zawiera wybrane wyniki dotyczace analizy stabilnos$ci
typu wejscie-wyjscie w sensie $Srednim. Rozwazania dotyczg stabilnos$ci w tzw.
rozszerzonej przestrzeni energetycznej.

Wrozdziale 6smym kontynuowane sg badania z rozdziatu siédmego. Analiza
koncentruje sie jednak na warunkach powstawania drgan okresowych i prawie
okresowych w uktadach autonomicznych i nieautonomicznych. Wyniki dotyczace
istnienia stochastycznych drgan okresowych w uktadach nieliniowych bazujg na
twierdzeniu Schaudera i pojeciu indeksu operatora zwartego.

Praca zawiera ponadto trzy dodatki, zawierajace informacje uzupetniajgce
o charakterze matematycznym, ktére maja na celu utatwienie czytania pracy.

Dodatek A zawiera podstawowe informacje dotyczgace grup abelowych, porzadku w
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grupach, grupach dualnych, topologii, miarach Haara itp.W dodatku B omoéwione
zostaty oryginalne wyniki autora dotyczace przeksztatcen catkowych funkcji
okre$lonych na grupach abelowych.Wyniki te sg szeroko wykorzystywane w catej

pracy. Dodatek C zawiera podstawowe wyniki dotyczace przeksztatcen sygnatow

stacjonarnych w liniowych uktadach dynamicznych.

Rozdziat |. PODSTAWOWE DEFINICJE | OZNACZENIA

1.1. OZNACZENIA ALGEBRAICZNE | TOPOLOGICZNE

Niech symbole ¢ i d oznaczaja zwykle relacje zawierania pomiedzy
zbiorami,nie wykluczajg one mozliwosci réwnoséci zbioréw (w tym przypadku
uzywane bedg tez symbole £ 12 ) . A' oznacza¢ bedzie zwykie dopetnienie
zbioru A AaB cze$¢ wspdlng zbiorow A i B.AuB sume,A\B réznice zbioréw A i B,
Ad domkniecie zbioru A, aeA fakt, ze a jest elementem zbioru A

Oznaczenie IRL jest zarezerwowane dla zbioru liczb rzeczywistych, C1 dla
zbioru liczb zespolonych, Z1 dla zbioru liczb catkowitych. Zespolone i
rzeczywiste przestrzenie n-wymlarowe dla n=2,3,.. beda oznaczane odpowiednio
Cn i Rn. Podprzestrzen wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych oznaczana
bedzie R* (podobnie Z%*).

AT 1 xT oznacza¢ bedg odpowiednio transpozycje macierzy A i wektora x, a
A* (odpowiednio x ) macierz (wektor) sprzezong do macierzy AT (wektora xT)A
(x) macierz sprzezong do macierzy A (wektora x). Wyznacznik macierzy kwadra-
towej A=[a”] oznacza¢ bedziemy det(A), $lad macierzy tr(A)="a”, norme eu-
klidesowa wektora x jako |x]|, iloczyn skalarowy wektoréw x i y przez <x,y>,

i (x’x)’llz ’ Xys = Xy

Ixi

Przestrzen operatoré6w odwzorowujgcych Rn—» RM™ oznaczana bedzie (R", Rm)
(podobnie i£(Cn,Cm) ), macierz jednostkowa jako I.

Dla dowolnej macierzy A, pierwiastki kwadratowe 2z warto$ci wtasnych
macierzy A A beda nazywane warto$ciami osobliwymi macierzy A Dla dowolnej
macierzy A bedzie uzywana notacja ermax (A) dla najwiekszej warto$ci osobliwej
macierzy A i <rmin(A) odpowiednio dla nzjmniejszej. W artoéci osobliwe przyj-
mujg wielko$ci nieujemne, poniewaz A A jest zawsze macierzg hermitowska
(dodatnio poétokreslong). W analogiczny sposéb oznaczamy przez Amx(A)
(X n(A)) najwieksﬁza (odpowiednio najmniejszg) warto$§¢ wtasng macierzy

mi

hermitowskiej (A+A )/2.
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Bedg uzywane nastepujgace oznaczenia logiczne: V x s"dla wszystkich x za-
chodzi"” x a "istnieje takie x,ze“"| s "zaprzeczenie", == "jezeli,to", » s
“wtedy i tylko wtedy”, := a "réwne z definicji", v = "alternatywa", a s
"koniunkcja", a oznacza¢ bedzie izomorfizm.

W catej pracy G oznacza¢ bedzie lokalnie zwartag grupe abelowg (lzga.).
Przyjmuje sie, ze grupy,z ktérymi mamy do czynienia, sa lokalnie zwarte oraz
ze w catej pracy stosowana bedzie notacja addytywna do oznaczenia dziatan
grupowych.

Element neutralny grupy G oznaczany jest jako "e", naturalnie eeG.

Niech dalej stale G oznacza lzga. z miarg Haara fj(-). Wowczas n(G)< m
wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grupa zwartg.Jezeli grupa G nie jest zwarta,
to zawsze fi(G)= o

Grupe wszystkich ciggtych charakteréw grupy G nazywamy grupg charakteréw
grupy G lub grupa sprzezong (dualng) i oznaczamy G. Miare Haara w grupie
dualnej oznacza¢ bedziemy m(-) [17,34,36,76,314,371-373].

Dla podgrupy H grupy G symbol G/H oznacza¢ bedzie przestrzen warstw
wzgledem H. Punktami G/H beda zbiory (warstwy) x+H i G/H={x+H:X€G>. Niech H
bedzie normalng,domknietg podgrupa grupy G. Odwzorowanie kanoniczne G na G/H
oznaczymy przez X — >y=7iH(x)=x+H. Grupa G/H nazywana bedzie grupg ilora-
zowg grupy G wzgledem podgrupy HW dalszych rozwazaniach zatozono,ze warunek
normalno$ci podgrupy H jest zawsze spetniony.

Na kazdej z grup G, G/H i H okre$lona jest miara Haara, odpowiednio n,ft ,
1 1 Relacje miedzy nimi okres$la wzo6r Weila, jest ona postaci n=MMj- Dla
lzga. w praktyce mozna nie rozr6znia¢ miar n i (i, por. [207].

Kompaktyfikacjag Bohra grupy G nazywana bedzie para (Gb>iB),gdzie GB~gru-
pa zwarta,a i0:G—>Gfi oznacza homomorfizm, patrz Dodatek A

Elementy grupy oznaczane bedg matymi literami t,s,T,g,h......

Niech A i B bedg podzbiorami grupy G. Oznaczenie A+B oznacza¢ bedzie
zbior -{a+b: asA, beB}-, natomiast -A zbiér -j-a:aeA”. Piszemy dalej a+B dla
oznaczenia -{a*+B i B+a dla B+-ja}-. 2A:=A+A, 3A: =A+A+A, itd.

Wiecej informacji dotyczacych lzga. czytelnik znajdzie w Dodatku A
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1.2. ZAGADNIENIA PROBABILISTYCZNE

W catej pracy tréjka uporzadkowana (£2,g,P) oznacza¢ bedzie przestrzen

probabilistyczng, gdzie:
- fi jest przestrzenig zdarzen elementarnych,elementy >fi tej przestrzeni

nazywane beda zdarzeniami elementarnymi;
- 3=8(£2) jest <r-ciatem podzbioréw borelowskich fi;
- P(-) jest miara unormowang (P(fi)=1) okres$long na g, zwang prawdopodo-
biefnstwem [22,92-94,163,224,248,295,318,371].
Zmienng losowg x(u>), wefi, o wartoSciach w C (analogicznie w Im) nazywac
bedziemy mierzalng funkcje zespolong (rzeczywistg) x:fi—» Cn (ewent. Rn).
Wartos$cia S$rednia (oczekiwang) zespolonej zmiennej losowej x(td), wefi,

nazwiemy wektor przyjmujacy wartosci w Cn zdefiniowany relacja
Ex = E(x) := f x(<i>)P(do>) (1)
Jfi
Przestrzen Hilberta zmiennych losowych 2. rzedu oznacza¢ bedziemy dalej

LZ(fi,3,P;Cn). Niech x,yeL2(fi,g,P;Cn). Norme ||'||]2 w tej przestrzeni zdefi-
niujemy w nastepujacy sposob:
Ix(-)12 = Jtr "E(x(u)x*(u) )] =le(x*(w)x(#>) )j  =[e(<x(0)),x(w)>)] (2)
a iloczyn skalarowy <e, ->"
<x(-),y(-)>2 = trllE(x(<d)y*(£>))] = IE(x (u)y(u)) = E(<x(u),y(u)>) (3)
Przestrzen L2(fi,g,P;Cn) jest szczeg6lnym przypadkiem bardziej ogdlnej
przestrzeni zmiennych losowych, ktdrg oznacza¢ bedziemy Lp(fi,3.P;Cn), Isp<oo,
z norma |[|-|]| zdefiniowang nastepujaco
(X Ip = el (x*(w)x(u))p/2jj1 (4)
Przestrzen Lm(fi,3,P;Cn), zmiennych losowych istotnie ograniczonych definiu-
jemy inaczej. Norme w tej przestrzeni, dla zmiennej losowej x, definiujemy
nastepujaco
[11x(-) ]| := P-ess supuen|x(«)|: = infjaeR1:aiO, P(uefi: |x (#)|>a}-=0} (5)

W analogiczny sposéb mozna wprowadzi¢ przestrzenie zmiennych losowych
rzeczywistych Lp(fi,3,P;Rn), p-1. Przestrzenie Lp(fi,3,P;Cn) oraz Lp(fi,3,P;R")
dla V psi sa przestrzeniami Banacha [22,93-94,107,315,371].
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Procesem stochastycznym e(t,k>), teG,uen o0 warto$ciach rzeczywistych
nazywana bedzie jednoparametryczna rodzina zmiennych losowych £ (t,*) o
wartoéciach rzeczywistych, gdzie teG jest elementem pewnej lzga. Jezeli
ustalimy elementarne zdarzenie losowe u=i<oef2, to e(-,uo0) jest "zwykla"
funkcja okre$long na G, zwang realizacja procesu stochastycznego e¢. Czasem
wygodniej jest traktowa¢ proces stochastyczny £ o wartos$ciach rzeczywistych

jako mierzalne odwzorowanie Gxfi—» Rn.

Niech

ple (, w)eAt,£(tz>u)eAz ... e (tfc u)eAn) (6)

oznacza
plw:e(ti,(j)EAI, e (t2,6>)eA2................. e (tkt>)eAK (7)

gdzie t*"G, A”eJKR"),i=1,2 k zbiory borelowskie w IR. Oznaczymy dalej

A 1= xeRn:-00<x<x|, X|eRn{ (8)

Woéweczas
t V = ple(tl,w)<xi,e(t2,w)<xa e (tk,w)<xk 9)

o0znacza dystrybuante wektora losowego ET,eT eT 1 ,t eG, x eRn.
S 2 d 1 1

Procesem stochastycznym £(t,u),teG,wen o warto$ciach zespolonych (nale-
zacych do Cn) nazwiemy uporzadkowang pare proceséw rzeczywistych x(t,k£>),
y(t,u) o warto$ciach w Rn, takich Zze £(t,w)=x(t,oi)+iy(t,w) V teG,wen. Niech
e(t,>), i)(.t,k)), teG.wefi bedg procesami o wartoéciach zespolonych z Cn.
W arto$cig oczekiwang (Srednig) procesu stochastycznego e(t,u), teG,wen
nazwiemy nielosowg funkcje czasu (E£)(t)=E(£(t,*)), teG przyjmujagca wartosci

z Cn, zdefiniowang relacja

(EE)(t) = f e(t,w)P(dw), teG (10)
Jn
Macierzg warto$ci S$redniokwadratowych (drugich momentéw) procesu sto-
chastycznego £(t,w), teG,wen nazywamy nielosowg funkcje czasu (E”e )(t),teG,
o wartos$ciach z i?(Cn,Cn)
(Eee*)(t) := f e(t,«)e*(t,u)P(dw). teG (11)
Jn

Macierzg wariancji procesu stochastycznego e(t,w), teG,wen nazywamy nie-

losowg funkcje czasu <Te2(t),teG o wartosciach z £(Cn,Cn)
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Macierza funkcji autokorelacji procesu stochastycznego e(t,w), teG,wen,

nazywamy nielosowg funkcje R”: GxG—» i£(Cn,Cn)

Re(tr t2) = Hetl<et2W)] “J ti> 1266 (13)
Macierzag funkcji korelacji wzajemnej procesé6w stochastycznych e(t,w) i

T)(t,u), teG,wen nazywamy nielosowga funkcje Re*:GxG—>£(Cn,Cn)

RE,y(ti,tz) = E(e(ti,w)r) (tz,w)) = Afﬁe(tl,w)t) (t2,W)P(dW), tl,t2 eG (14)

Bardzo wazng klasg sygnatéow stochastycznych sg sygnaty 2. rzedu. Niech
f (t,w),teG, o>efi bedzie sygnatem stochastycznym o warto$ciach z Cn. Proces ten
nazywany jest procesem 2. rzedu lub procesem hilbertowskim, jezeli V teG
funkcja e (t,*) jest zmienng losowg 2. rzedu, tzn.

tr Me(t,t)j < a, V teG (15)

Podobne wielko$ci mozna zdefiniowaé¢ dla proceséw stochastycznych o

warto$ciach rzeczywistych.
Wiecej informacji o procesach stochastycznych okreélonych na lzga. G

czytelnik znajdzie w pracach [22,92-94,107,125-127,161,163-164,224,248,295,

299,318,371,375].
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Podstawowym przedmiotem badan w catej pracy jest dynamika uktadéw mecha-
nicznych. Klasa rozpatrywanych zagadnien sugeruje, ze najbardziej wtasciwe
bedzie rozpatrywanie tych uktadow przy zastosowaniu metod charakterystycz-
nych dla teorii sterowania badZz teorii systemoéw.

Przy zastosowaniu wspomnianej metodologii abstrahuje sie od charakteru
rozpatrywanych uktadéw,tzn. nie ma wiekszego znaczenia,czy mamy do czynienia
z badaniem ruchu uktadu punktéw materialnych pod wpltywem dziatajacych na nie
sit, czy tez np. z badaniem zachowania sie populacji, analizg uktadu elektro-
mechanicznego lub tez z zagadnieniem telekomunikacji, pod jednym warunkiem,
ze modele matematyczne rozpatrywanych uktadéw mechanicznych bedag takie same.
Ogromne zréznicowanie badanych wspoétczesnie zagadnien z réznych dziedzin
nauki, ich wzajemne przenikanie sie, wymusza takie wtasnie, uniwersalne

podejscie do spraw dynamiki.

2.1. POJECIE UKLADU DYNAMICZNEGO

Pojecie "uktad dynamiczny" nie jest okre$lone jednoznacznie [1,5,10,60,
91,109,123,134,138,225,250,270,297,374]. W klasycznym sformutowaniu mozna w
zasadzie mowi¢ o uktadzie dynamicznym, jezeli sg okre$lone jego nastepujace
elementy:

Al) zbiér momentéw czasu T, ktoéry jest zbiorem uporzadkowanym liczb rze-

czywistych, na ogd6t T=IRL lub T=Z1 (lub jest ich podzbiorem).»

Jezeli T=Rl, bedziemy moéwi¢ o uktadzie dynamicznym z czasem ciggtym Ilub
po prostu o uktadzie ciggtym. W przypadku gdy T=Z* (lub TsZ1) moéwimy o ukta-

dzie dynamicznym z czasem dyskretnym lub po prostu o uktadzie dyskretnym.

A2) Zbiér stan6w uktadu X, na ogdét bedacy przestrzenig Ih.m
A3) Zbior chwilowych warto$ci wielkosci wejsciowych (sygnatéow wejsciowych)

Xu> na og6t bedacy przestrzenig IRP.m
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A4) Zbiérdopuszczalnych oddziatywan wejsciowych ueU (sygnatéw wejscio-
wych) u: T—» X w przypadku deterministycznym lubu:fixT—» X, jezeli
mamy do czynienia z uktadem z sygnatem wejsciowym stochastycznym.«

A5) Zbidér chwilowych warto$ci wielko$ci wyjsciowych (sygnatéw wyjsciowych)
X", na og6t bedacy przestrzenig r”.m

AB) Zbidr sygnatowwyjsciowych yeY,y:T— > X" w przypadku deterministycznym
lub y:C2xT—> X .jezeli mamy do czynienia z uktadem deterministycznym z
wejsciem stochastycznym, ukitadem o parametrach losowych lub uktadem,
ktéry taczy obie te cechy.m

A7) Odwzorowanie zwane funkcja (operatorem, transmitancjg) przejScia stanu

0 : TxTxXxU—> X lub 4 @ TXTXXXUXE3 —> X
w przypadku deterministycznym lub probabilistycznym odpowiednio,ktérej
warto$ciami w przypadku losowym sg stany uktadu
x(t,w) = 0(t, T, X,u(*,«),«) 6 X
w chwili teT, jezeli w chwili poczatkowej xeT znajdowat sie w poto-

zeniu xQ@X i byt pod wptywem sygnatu wejSciowego u(s,w)eU ,se[t, t[.m

Na ogét relacja 9 nie jest znana w sposéb jawny. Jezeli uktad dynamicz-
ny jest opisany zwyczajnym roéwnaniem rézniczkowym lub rdznicowym, to < jest
po prostu rozwigzaniem tego réwnania. Z tego powodu funkcja < bywa nazywana
trajektorig,orbitg,ruchem, rozwigzaniem (réwnania ruchu), krzywa rozwigzania
itp.Z wyzej wymienionych wzgledéw hipoteza (A7) bywa formutowana odmiennie,
mianowicie uktad dynamiczny charakteryzuje sie poprzez podanie réwnahn opisu-
jacych jego zachowanie. S to na og6t réwnania rézniczkowe lub réznicowe.

Czesto celowe jest odrdéznienie stanu uktadu od wielko$ci wyjsciowych i

wtedy formutuje sie jeszcze jeden postulat.

A8) Zadana jest funkcja (operator) wyjscia 0: TxX—>Y lub 0: TxXxfi—» Y
okreslajacy w przypadku losowym sygnat wyjsciowy #i[t, u)=0(t, x(t, w)). m

W zwigzku z powyzszym ukitad dynamiczny okres$la sie jako uporzadkowany
zbidr, czyli o6semke, wprowadzonych w (Al1-A8) wielkos$ci (T,X,XU,U,Xy,Y,O,i/i).
Naturalnie, w literaturze spotykane sg r6zne modyfikacje hipotez (A1-A8).

W licznych rozwazaniach teoretycznych,jak réwniez w zastosowaniach,zbidr
T wystepuje jako obiekt o bardziej ztozonej strukturze algebraicznej, niz

dzieje sie to w klasycznych przypadkach, tzn. gdy T=R* lub T=Zt (w ogdlnosci
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TsIR1 lub TaZl). Interesujace sa prace Emrego i Khargonekara [73-74,133] oraz
Kamena, Greena [124] dotyczace analizy uktadéw dynamicznych z czasem, ktéry
jest elementem pier$cienia abelowego. Bardzo interesujgca jest np. analiza
drgan okresowych w dynamicznym wuktadzie mechanicznym przy wykorzystaniu
odwzorowarn Poincarego i pojawienie sie w tym kontek$cie “"czasu" jako
elementu jednowymiarowego torusa T=I1, patrz [291] oraz cze$¢ 3.4. Warto
wspomnie¢ w tym miejscu o burzliwie rozwijajgcym sie dziale dynamiki uktadow
komérkowych [297], w ktédrym przyjmuje sie, ze "czas" jest elementem pewnego
zbioru T=ZI1xIRn.

Pragnienie objecia jednolita analizg wszystkich tych interesujgcych
przypadkéw sktonito do przyjecia zatozenia, ze w catej pracy dla zbioru T
prawdziwe jest nastepujace zalozenie:

Bl) Zbiér chwil czasowych T jest cze$ciowo uporzadkowang (ze wzgledu na

relacje "s"), lokalnie zwartg, addytywnag grupa abelowag (G,s), T=G.m

Koncepcja analizy uktadéw dynamicznych, w ktérych czas jest elementem
grupy abelowej, nie jest nowa, nie doczekata si¢ jednak do tej pory komplek-
sowego opracowania. W réznym stopniu zatozenie to byto wykorzystywane w pra-
cach Falba, Freedmana, Zamesa [77-78,87] oraz Skrzypczyka [234,236-239,245-
246].

Konsekwencja przyjecia zatozenia (Bl) jest fakt,ze opis uktadu dynamicz-
nego za pomocg réwnan rozniczkowych nie jest najlepszym pomystem, z prostego
powodu: grupa, bez dodatkowych zatozen, nie jest zbiorem' liniowym i zdefi-
niowanie zwyktej operacji rézniczkowania (operacji réznicowej) nie jest w
og6lnym przypadku mozliwe. Ponadto okazuje sie, ze wiele waznych wtasnosci
uktadow dynamicznych, takich jak: ciggto$¢,przyczynowoséé,stacjonarnos$¢ itp .,
odnosi sie do duzo szerszej klasy operacji niz wspomniane operacje
ré6zniczkowe lub réznicowe. Dotychczasowa praktyka wynika zatem raczej z
decydujacej roli, jakag w teorii uktadéw mechanicznych odgrywajg do chwili
obecnej rownania rézniczkowe (réznicowe).

Mozna jednak pokazaé¢, ze bardzo szeroka klasa operatoréw rozpatrywanych
w zastosowaniach technicznych posiada reprezentacje w postaci operatoréw
catkowych. Sprawy dotyczace metod przedstawienia operator6w w postaci catko-
wej zostaty w pracy catkowicie pominiete. Wprzypadku ciggtych uktadéw dyna-
micznych odsytamy czytelnika np. do prac [64,70,109,116,138]. W przypadku

og6lnym zagadnienie reprezentacji nie zostato rozwigzane do dnia
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dzisiejszego. Interesujgce wyniki czytelnik znajdzie w pracach Dinculeanu
[64], Buchwatowa [316], Lessnera [148], Korotkowa [333-335].0 petnym rozwia-
zaniu tych zagadniet mozna moéwi¢ tylko w przypadku przestrzeni LZ(G; m),por.
Korotkow [334-335], Halmos,Sunder [106].

Szczegdlna rola, jakg odgrywajg operatory catkowe w zagadnieniach dynami-
ki, jest przyczyng,dla ktérej przyjeto, ze relacja wejscie - wyjsScie rozpat-
rywanego uktadu dynamicznego bedzie opisywana operatorem catkowym.

W przypadku gdy dynamika uktadu opisywana Jest réwnaniem catkowym, poje-
cie stanu uktadu w rozumieniu hipotezy (A2) w zasadzie traci znaczenie, po-
niewaz bardziej bedg nas interesowa¢ globalne wtasnosci sygnatéw,a nie chwi-
lowe wartos$ci ich amplitud. Dla porzagdku zachowujemy jednak poprzednie ozna-
czenia.

W catej pracy zaktadamy, ze dla rozpatrywanych ukiadéw dynamicznych
okreslonych na cze$ciowo uporzagdkowanej lzga. (G,a) okre$lone sa nastepujace
elementy:

B2) zbi6r stanéw uktadu jest przestrzenig liczb rzeczywistych X=Rn.m

B3) Zbiér chwilowych warto$ci wielkoéci wejsciowych (sygnatéw wejsciowych)
jest przestrzenig liczb rzeczywistych X=IRP.m

B4) Zbi6or dopuszczalnych oddziatywan wejSciowych ueU (sygnatéw wejscio-
wych) u: T—» X w przypadku deterministycznym lub u: fixT—» X, jezeli
mamy do czynienia z uktadem z sygnatlem wejSciowym stochastycznym, zak-
tada sie, ze U jest przestrzenig topologiczng, na o0go6t przestrzenig
Banacha.m

B5) zbiér chwilowych warto$ci wielkoséci wyjSciowych (sygnatéw wyjsciowych)
jest przestrzenig X =Rl m

B6) Zbidr sygnatéow wyjsciowych yeY,y:T—> X" w przypadku deterministycznym
lub y:fixT—» X .jezeli mamy do czynienia z uktadem deterministycznym z
wejsciem stochgstycznym, uktadem o parametrach losowych Ilub uktadem,
ktéry taczy obie te cechy, zaktada sie, ze Y jest przestrzenig topolo-
giczng, na ogd6t przestrzenig Banacha.«

B7) Odwzorowanie zwane operatorem (operacja, transmitancjg) przejs$cia

uktadu dynamicznego

+: U—>,
ktére w przypadku probabilistycznym moze by¢ operatorem o parametrach
losowych [39]. Bedziemy zaktada¢, ze warunek ten jest spetniony,jezeli
znana jest relacja (réwnanie), ktéra wigze sygnaty wejSciowe i

wyjsciowe w zalezno$¢ funkcyjng.
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W catej pracy zaktada sie, ze relacja wejscie - wyjécie przyjmuje
posta¢ wielowymiarowego,nieliniowego, losowego réwnania catkowego typu

Volterry-Stieltjesa 2. rodzaju postaci

y(t,u) = u(t,k>) + Th(ds,w)f(t-s,y(t-s,u),£>), teO.uen
Q

gdzie QcG jest pewna pdigrupa, h jest miarg wektorowag o wahaniu ogra-

niczonym, heV(Q;L“(n, g,P;£ENe*, IR))). m

Uzupetniajgce informacje na temat zatozen w hipotezie (B7) mozna znalezé
np. w pracach [20-22,64,158,282,335].

Sygnaty wyjsciowe y i sygnaty opisujace stan uktadu x sa w catej pracy
utozsamiane ze sobg. Jest to usprawiedliwione zakresem tematycznym niniej-

szego opracowania.

DEFINICJA 2. 1. Uktad dynamiczny okreslony na czeSciowo uporzadkowanej
lzga. (G,s) rozpatrywany w pracy definiujemy jako uporzgdkowany zbidr, czyli

6semke, wprowadzonych w (B1-B7) wielkos$ci (G,s,X,X ,U,X ,Y,d).«
u Yy

W catej pracy przyjmuje sie, ze lzga. (G,s) jest wustalona. Mozna
réwniez przyjagé, ze X,X i X stanowiag integralng cze$¢ definiowanych przes-
trzeni sygnatow wejsciowych i wyjsciowych U i Y. Wzwigzku z powyzszym mozna
przyjaé zmodyfikowang wersje okre$lenia uktadu dynamicznego, kt6éra powinna

by¢ bardziej czytelna w naszych zastosowaniach.

DEFINICJA 2.2. Uktad dynamiczny okreslony na czeSciowo uporzadkowanej
lzga. (G,s), przy ustalonych (X,X ,X ) definiujemy jako uporzgdkowang
trojke (U,Y,0).b

W uproszczeniu, jezeli wiemy,jakie sg przestrzenie sygnatéw wejsciowych
i wyjsciowych, czesto moéwimy, ze uktad dynamiczny jest okre$lony, jezeli

znana jest dla niego relacja wejscie - wyjscie.
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2.2. PRZYCZYNOWOSC | STACJONARNOSC

Niech G oznacza dalej stale lzga. z notacjg addytywng. Podstawowe dla
rozpatrywanych uktadéw dynamicznych pojecie porzadku (czeSciowego porzadku)
w grupie G wprowadzone zostanie w nastepujacy spos6b. Przyjmijmy, ze:

Cl) Q oznacza¢ bedzie domknieta (Q+QcQ) podpdigrupe G (QcG),0 mierze Haara
0<fi(Q)sm. m
Wprowadzenie do rozwazan potgrupy Q pozwala na cze$ciowe uporzadkowanie
grupy G (por.Dodatek A). Zatézmy, ze G oznacza¢ bedzie podzbiér grupy G
okreslony w spos6b nastepujacy
GN = t-Q = -jgeG: g=T+t, te-Q}- t€G.

W podobny sposéb uporzgdkowanie grupy wprowadzone zostato w pracy [87].
DEFINICJA 2.3. Bedziemy moéwié, ze tks, jezeli GE£ G t.seG.a

Podobnie okreélimy zbiory
Qt:= OnG" = -jg: geQ, gst}-, teG (1)

C2) Jezeli okre$limy cigg elementéw -jg~ g~G, takich, ze g(k g" V i*k, to
woéwczas

Q £Q £ - £Q £ - £ Q £ e (2)

Bedziemy zaktada¢ dalej, ze istnieje przeliczalny cigg elementéw -{g”"

g(eQ takich, ze U["t(gi-Q) = G [87].«

DEFINICJA 2.4. Zalézmy, ze péigrupg Q zawiera element neutralny m{e® oraz
ponadto Qn(-Q)=le}- i Qu(-Q)=G. Wodwczas relacja t-T€Q (piszemy rowniez t-Tte
lub tkr) jest relacjg porzadku liniowego zgodng ze strukturg grupowg G.

Grupa G jest wtedy catkowicie liniowo uporzadkowana [34].»

Zauwazmy, ze (tLT)»(t-TeQ), tzn. (tke)o(t€Q). Mozemy zatem traktowac
pétgrupe Q jako zbidér nieujemnych elementéw grupy G. Wowczas
Qt = Q~t = -(g: esgst}-, V teQ.
Poniewaz -Q="h:hse® wiec T+h”~r V reG. A zatem G” oznacza¢ bedzie pod-

zbidér grupy G okre$lony w sposob nastepujacy
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Niech A bedzie podzbiorem G.Przez 17(-) oznaczymy funkcje okre$long na G

"1 dla geA ,

1 (g) == .
[0 dla geA".

Dla uproszczenia piszemy dalej lG: 1 T Jezeli f jest funkcja mierzalng

okreélong na G, to wodwczas obciecie funkcji f w punkcie t, oznaczane dalej

fA, okre$lone jest relacja

f(g) dla geG™ ,

f (9) :=
T [0 dla g«GT .

tzn. fT= I~f. Sciéle moéwigc, powinna by¢ uzywana notacja f .poniewaz obcie-
cie zalezy od pélgrupy Q. Ze wzgledu na fakt, ze na og6l mamy do czynienia z

ustalong poétgrupg Q, to wyrdznienie nie jest konieczne [77,87].

DEFINICJA 2.5.Niech K bedzie odwzorowaniem mierzalnym L2(G;Rn) w siebie.
Odwzorowanie K nazwiemy przyczynowym (wzgledem pdélgrupy Q), jezeli dla usta-

lonych xeG i xeL2(G;IRn) z warunku x*{-)=0 wynika (Kx)t (-)=0 [209].»

UWAGA 2. 1. Zauwazmy, ze dla V reG, xeL2(G;Rn) zachodzi
(Kx)x () = (K(xt (-)))t (-)
Rzeczywiscie,niech
(x(-)-xt(-))t = x"(-)-xt (-) =0
a zatem
KXT)T() =0
Stad oraz z liniowos$ci operatora K wynika korncowy wniosek

(KX(+))  (8) - (Kx (+}) =0 .m

Analogicznie okreé$la sie pojecie przyczynowosci dla odwzorowan w innych
przestrzeniach funkcyjnych np. CQ(G;Rn) —> Cq(G;Rn),L2(Q;Rn) —> L2(Q;Rn).Nie

wnosi to jednak nic istotnie nowego do rozwazah

PRZYKLAD 2.1. Niech f:Rn—» Rn bedzie odwzorowaniem nieliniowym oraz
[f(x)I"const-|x| V xeRn. Woéwczas operacja (Fx)(t):=f(x(t)) przeksztatcajaca

L2(G;Rn) —>L2(G;Rn) jest przyczynowa [87].«
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PRZYKLAD 2.2. Jezeli yeL1(G;.2(Rn,Rn)) 1 supp(y)eQ, to woéwczas odwzorowa-
nie K:L2(Q;Rn) —>L2(Q;Rn) zwane operacjg splotowg (splotem)

(Kx)(t) = (x*y)(t) := fy(th"1)x(h)fi(dh), teQ
Jc
jest dobrze okredlone i jest przyczynowe ze wzgledu na Q [87].»

Zaktadaé¢ bedziemy dalej, ze
C3) podzbiory -{Q ,teG}- stanowiag rodzing podzbioré6w G ~-mierzalnych i para-

zwartych [70,209,372].»

Zatézmy,ze okre$lona jest pewna przestrzen U funkcji x okre$lonych na
lzga. G.Przyjmujemy,ze na przestrzeni U okre$lony jest operator przesunigcia

U(g), geG dany relacja
U(g)x(t) = x(g+t), t.geG

DEFINICJA 2.6. Operacje K okreslong na pewnym zbiorze funkcji U nazwiemy

stacjonarng (ew. filtrem [107],dodatek C) jezeli jest przemienna z operatorem

przesuniecia
KU(g)x = U(g)Kx V xeU, geG m

W pracy pojecie stacjonarno$ci uzywane jest w podwdéjnym znaczeniu,
réwniez w odniesieniu do pewnej klasy proceséw stochastycznych. Nie powinno

to jednak prowadzi¢ do nieporozumien.

2.3. MODELE MATEMATYCZNE UKtADOW DYNAMICZNYCH

Podstawowym modelem uktadu dynamicznego rozpatrywanego w pracy jest nie-
liniowy uktad dynamiczny w rozumieniu definicji 2.2, ze sprzezeniem zwrotnym
opisany réwnaniem operatorowym

Xx= KFx + u (4)
gdzie:
DI) u jest n-wymiarowym, znanym procesem stochastycznym okre$slonym na QcG,
ktéry interpretowany bedzie jako sygnat wejSciowy.m
D2) F jest nieliniowym operatorem o parametrach losowych,generowanym przez

nieliniowe pole losowe f:
(Fx) (t,u):=f(t, x(t,u),u) , t€EQ,uen (5)
gdzie f:QxIRnxQ—> Rn jest nieliniowym polem losowym spetniajgcym wa-

runki Caratheodory’ego mod(P) [22,94,277].
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D3) K jest liniowym, przyczynowym, losowym operatorem catkowym typu
Volterry-Stleltjesa postaci

(Kx)(t,(d):= 1:k(dT,(i>)><(t-T,U>), teQ.uefi (6) Rozdziat 111. MODELOWANIE ZAGADNIEN DYNAMICZNYCH MECHANIKI STOCHASTYCZNEJ ZA

POMOCA LOSOWYCH ROWNAN CA:KOWYCH
gdzie miara losowa k(t, *)eL“ (22, P; £ (IR, IR)), V teQ, ma wahanie ogra-

niczone, co zapisujemy kel/(Q;l“ (€2, g,P; £(Rn,Rn))). m

D4) Bedzie rozpatrywany rowniez przypadek, gdy K jest liniowym, przyczy- Wrozdziale niniejszym przedstawione sa czesto spotykane przyktady ukta-
nowym, losowym operatorem catkowym typu Volterry postaci déw mechanicznych, ktére moga by¢ badane metodami charakterystycznymi dla
(KX)(t,w): = (T uyx(T.<i>)n(dT), teQ.weti (7) rownan catkowych. Uwage skoncentrowano na zagadnieniach dynamicznych,dlatego

0 wiekszo$¢ przyktadéw dotyczy rdédwnan catkowych typu Volterry 2. rodzaju.

gdzie losowe jadro k(t,x,£>) jest okre$lone na AxQ
Pominieto natomiast catkowicie zagadnienia brzegowe mechaniki, ktére réwniez

A= of(t, t):t,t€Q, Tit" ) ) X . . i .
w naturalny sposéb prowadza do réwnan catkowych, nie sa jednak bezpos$rednio

k(t,r,-)=0 dla (t,T)*A, mod(P) oraz
wynikiem opisu dziatan dynamicznych.

k(t, = *JeLjgc(G;L" (n,3,P; £(Rn,RN))), V teQ. m

Generalnie nieliniowa relacja wejscie-wyjScie rozpatrywanego obiektu 3.1. UKLADY MECHANICZNE BEZPOSREDNIO OPISYWANE ROWNANIAMI CAEKOWYMI
dynamicznego o parametrach losowych 1 wymuszeniu (sygnale wejsciowym) sto-
chastycznym bedzie zapisywana w postaci losowego rdwnania catkowego typu W ponizszych rozwazaniach dyskutowane sa przyktady zastosowan réwnaf
Volterry-Stieltjesa 2. rodzaju catkowych w zagadnieniach mechaniki,w ktérych juz sam opis problemu prowadzi
X(tw) = u(tu>) + fKk(dT,£>)F(t-T.x(t-T,<i>),u), teQ.ueft (8) do takich rownan. Wwigkszosci przyktadow zastosowan réwnania catkowe stano-
0 wig tylko wygodny aparat matematyczny, ktéry wykorzystuje sie do analizy

lub w postaci losowego réwnania catkowego typu Volterry 2. rodzaju . L . . . .
ztozonych zadan z mechaniki opisanych przy uzyciu réwnan innego rodzaju, np.
x(t,u) =u(t,u) + kT, u)f (T,x(T,u),(j)n(dT), - teQ.uefl (9) rézniczkowych lub rézniczkowo-catkowych.
JO
Poniewaz jgdro rédwnania (9) jest rozne od zera na “trojkacie” A, bedzie

stosowana alternatywna notacja, bardziej adekwatna do okre$lenia “réwnanie 3.1.1. Zadanie Abela

Volterry", mianowicie
Mato znany, a bardzo ciekawy jest fakt, ze w mechanice réwnanie catkowe

x(t,u) =u(t,u) + [ k(T u)f(T,x(T,(j),<»>)/i(dt), teQ.ueCi (10) zostato po raz pierwszy zastosowane i rozwigzane przez Abela. Opublikowat on
dwie prace, jedng w 1823 1 druga w 1826 roku (Abel N.H., Oeuvres Complétes,

Notacja ta nawigzuje do klasycznego oznaczenia stosowanego dla roéwnan | . L o
I,0slo 1881,11-27,97-101), w ktérych rozwigzat tzw. uogdlnienie zagadnienia

ciggtych typu Volterry.
wahadta izochronicznego.

Ogolnie, zadanie Abela polega na znalezieniu krzywej w ptaszczyznie pio-
nowej xy,ktéra posiada te wtasnos$¢, Zze czas ruchu czagstki P o masie m poru-
szajgcej sie pod wptywem sity ciezkos$ci bez tarcia, z punktu A o wspédt-

rzednych (0,h) na poziom y=0, wzdiuz tej krzywej, jest z gory zadang funkcja
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zmiennej h, patrz rys. 3.1. Zaktada sie, ze w punkcie startowym A predkos¢
czastki jest réwna zeru [72,80-81,119,190,196].
Oznaczmy odlegto$¢ punktu P, mierzong wzdtuz krzywej od punktu A przez

s=s(y) z s(h)=0. Z prawa zachowania energii wynika natychmiast, ze

1 (ds 12
2ml "dt | +mgy = mgh = const (1)
Jezeli t(h) oznacza znany czas upadku czgstki zpunktu A na poziom zerowy,

mozemy napodstawie (1) napisac
dt =1 “ S ITT 2
(2g(h-y)) @
Znak w réwnaniu (2) eliminujemy, poniewaz ds>0 dla dt>0. Oznaczmy dalej

-gnh-=tg(a), -"-=-sin(a), 'Si~g) =0(y>- Otrzymamy zatem

Ji
= ' s/ (y)dy _ «-1/2 *(v)d 3
tch) = (29)'112 = (29) (y)dy_ {3
° (L) 0 (hy)

Otrzymane réwnanie (3) jest réwnaniem catkowym osobliwym, w ktdrym nieznana
jest funkcja s'(-) lub W cytowanej pracy Abel rozwigzat bardziej ogélne

rownanie catkowe
rX
f(y)dy

(x-y)®

ktére obecnie nazywane jest jego nazwiskiem.

g(x), xta, O<a<l (4)

Rys.3.1. Opis zmiennych w zadaniu Abela
Fig.3.1. Variables In Abel problem
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Znane sg rézne metody rozwigzywania réwnania Abela [72,80-81,119,190,
196]. Jedna z bardziej interesujgcych oparta jest na wykorzystaniu przeksz-

tatcenia Laplace’a [119]. Rozwigzanie réwnania (3) ma posta¢ nastepujaca
t(r)dx
(y-X) 1/2

Catkujac dalej z warunkiem brzegowym s(h)=0, otrzymamy

s'(y) = -*(y) = -iy-

(2g)1/2 t(t)dx t(x)dx
S(y) - n >1/2 >1/2

e

Naturalnie, rozwigzanie réwnania Abela mozna réwniez otrzymaé¢ jako funkcje

y=f(x), patrz rys. 3.1.

3.1.2. Uktad pretowy z elementem lepkosprezystym

Podany ponizej przyktad ilustruje sytuacje, w ktérej czynnik wymusza-
jacy zalezy nie tylko od sity zewnetrznej, ale réwniez od przemieszczenia

uktadu w stosunku do naturalnego potozenia réwnowagi.

Rys.3.2. Schemat pretowego uktadu mechanicznego

Fig.3.2. Scheme of a mechanical bar-system

W rozpatrywanym modelu, patrz rys. 3.2, uktad dwoéch niewazkich pretow
znajdujacych sie pod wptywem sit P 1 F dziata z sitg S na sprezyne wykonana
z materiatu lepkosprezystego. Jezeli obcigzenia zewnetrzne majg losowo
zmienne fluktuacje, to woéwczas F(t,0») i P(t,u) sa procesami stochastycznymi

okreslonymi dla teR~cjefi. Zatézmy, ze mozna pominag¢ sity bezwtadnosci,
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woéwczas warunek réwnowagi sil P,F i S, w kazdej chwili czasu, zapiszemy w

spos6b nastepujacy

S(t.») = PU,u) + F(t,,,)- " -yj™j V teR1,0>en (5)

Zatézmy, ze relacja miedzy przemieszczeniem x i sita S w liniowej spre-
zynie wykonanej z materiatu lepkosprezystego jest typu catkowego
x(t,u) = EiS(t,u) + E f f(t, x)S(x,u)dx, tsO.uen (6)
0
gdzie funkcja f jest tzw. jadrem Volterry, tzn. f(t,x) jest okreslona dla
0ST3t<» 1 f(t,x)=0 V x>t, E ,E- pewne state charakterystyczne dla danego
modelu [54,65-69,97,102,181,211,221-222]. Zauwazmy jeszcze, ze dolna granica
catkowania w operatorze catkowym wynika z zatozenia, ze istnieje naturalny
stan réwnowagi x=0, jezeli F(t,<j)=P(t,u)=0 V t<0, mod(P).
Jezeli zatozymy, ze wychylenia x z potozenia réwnowagi sg “mate"”, z row-

nania (5) wynika réwnanie zlinearyzowane

S(t,u) = P(t,u) + F(t,<j)x(t,u), V teR1, mod(P) (7)
por. rozdziat 6.

Z réwnan (6-7) wynika tatwo, ze

(1 - EF(t,u))x(t,u) - E 5f(t,x)F(x,t>)x(x,u)dx =g(t,u) (8)
0
gdzie
g(t,u) = EP(t,w) + E [ f(t,x)P(x,u)dx. - 9)
1 ~0

Przyjmujac oznaczenia
u(t,w) = (1 - EiF(t,w))x(t,u)
k(t, x,¥) = E2f(t,x)F(x,u)/(l—E_lLF(t,w))

gdzie zatozono, ze OsF(t,0))sconst<l V tLO, mod(P), réwnanie (9) mozemy spro-
wadzi¢ do postaci standardowe]j
u(t,u) = g(t,>) + f k(t,x,w)u(x,a>)dx, ttO, wetl (10)

w0
typowej dla losowego réwnania catkowego Volterry 2. rodzaju.

W opisanym modelu mozliwe jest uwzglednienie zaréwno przemieszczenia po-
czatkowego uktadu, jak roéwniez naprezen wstepnych w pretach. Ten prosty
model zawiera wszystkie cechy, ktére sg charakterystyczne dla duzo bardziej

skomplikowanych systeméw z elementami lepkosprezystymi. Patrz réwniez czesci
.3.2.4, 3.3.2 i 3.3.3.
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3.2. ZAGADNIENIA POCZATKOWE DLA UKLADOW MECHANICZNYCH 0 SKONCZONEJ LICZBIE
STOPNI SWOBODY Z CZASEM CIAGLYM

3.2.1. Opis og6lny modelu w przestrzeni konfiguracyjnej

Wiele zagadnien mechaniki, dotyczgacych dynamiki liniowego uktadu punktéw
materialnych o n stopniach swobody, opisywanych jest w warunkach stochas-

tycznych wielowymiarowym réwnaniem rézniczkowym 2. rzedu

M (t,u)-~-3- + R (t,u) + C(t,w)q = f(t,u), tsxsO, uefl (11)

dt2 dt
qn], M(t, w),R(t, u),C(t,u) sa macierzami 2(Rn,Rn), ktérych

gdzie q=[ql,§
elementy sa procesami stochastycznymi, q(t,u),f(t,u) sa procesami stochas-
tycznymi o warto$ciach w Rn. Zmienne A w réwnaniu (11) opisujg tzw.
przestrzen konfiguracyjng zagadnienia dynamicznego. Jezeli uktad dynamiczny
opisywany jest roéwnaniem rézniczkowym, np. postaci (11), to nazywany bywa
klasycznym uktadem dynamicznym.

Zatézmy, ze losowe warunki poczatkowe zmiennych opisujgcych ruch uktadu
(11) sa nastepujace: q(x,u)=qo((j), q(x,u)=qi(w) V uefi. Oznaczmy dla uprosz-
czenia M(x,u>)=M0,M'(x,u)=Ml,R(x,(K)zR ,R'(x,u)le, C(x,u)=CO. Zauwazmy dalej,

ze catkujac przez cze$ci otrzymamy

f M(£,cj)g(e,u)de = -Mq tMq -M'(t, u)q(t, u)+M(t,w)q(t, u)+1" M"(E, i»)q(£, u)de

ox) X
(12)
a po powtérnym catkowaniu
-t ”
l IM(Q,U)Q(eVU)de = Myo + (t-x) (M A-M 7)) + Mt, u)g(t, w) +
| ~(t-e)M”(g,£))-2M-(e,u)ja(e,u)de (13)

Powtérzmy operacje podwdjnego catkowania z pozostatymi sktadnikami

J 3 R(e.w)q(€,a>)df; = -RQo(t-x) +J [r(2,u) + (t-¢)R' (i u)lq(e, £)f  (14)

| J C(e.,u)a(e,(d)dE =J (t-¢)C(e,0>)q(e,u)de (15)
fAne.wjde = fL(t-C)f (e. 0>)de (16)
AT X A X

Scatkujmy réwnanie (11) dwukrotnie w granicach [x,t], wykorzystujac relacje
(13-16). Otrzymamy

h(t,a>)q(t,(j) = z(t,u) + f k(t,e,u)q(e, £>)dE , tAX, uen (17)
[ 9’4
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gdzie funkcje stochastyczne

h(t,u) = M(t, u) (18)
k(t,e,#) = (t-O |-M"(t,u)+R'(tlw)-C(t,D)| - R(t,u) +2M'(t,u) (19)
z(t,u) = f (t-¢)f(e,w)de + (t-x)(M g -MeRq ) + M7 (20)

JT
sg okre$lone dla tET.uen, ponadto k(t,e,b>)*0 V Tsest<a>, raod(P).

Otrzymane réwnanie (17) nosi nazwe uog6lnionego réwnania catkowego typu
Volterry 2. rodzaju. Zwykle réwnanie Volterry przyjmuje posta¢ uproszczong z
h(* ¢)=1 (macierz diagonalna jednostkowa). Natomiast gdy z(-,-)-0, mamy do

czynienia z analogicznym réwnaniem tylko 1. rodzaju.

UWAGA 3.1. tatwo mozna wykazaé¢, ze zatozenie h(e)=1 nie zmniejsza o0gdl-
nosci rozwazan w przypadku roéwnan typu (11). Mozna na og6t przyjac, ze
M(t,w), jest V tLT, mod(P) macierzg symetryczng, dodatnio okre$long. Istnie-
ja zatem: macierz unitarna &m(t,u) oraz macierz diagonalna Am(t,a>), V o thr,
uefi [225], takie, ze

M(tw)=g (ta))A (L£))gT(ta)),  g(t.ylg (toi) = LA (t,g) >0 (21)

Poniewaz Am(t,u)>0 V tix, mod(P) istnieje macierz Am1/2(ti,u)r:n:[a1/2(t,w)l
gdzie Am(t,u)=Ar1n/2(t.ujA’%/?(t,0>), V tar, mod(P). Mozna tatwo Vpokazac’, /2e

macierz

€(t,u) := 8m(t,omA~1/2(t,u>)£m(t,w) tET, uefi (22)

jest nieosobliwa mod(P) oraz posiada wtasno$¢, ze

gT(t,<j)M(t,u)g(t,0>) =1 V tLT, mod(P) (23)
Rzeczywiscie
em =gV 1/2g® a eT&\ U2g =eTs =i (24)

Zapiszmy réwnanie (17) w nowych zmiennych @g=6?T). Otrzymamy

gT(t,td)h(t,1o)g(t,a>)T)(t,£>)=gT(t,a>) "z (t,u)+J k(t, ?,u)g(e, u)u(e, w)dej (25)
Z relacji (23) i (25) wynika, ze réwnanie (17) przyjmuje posta¢ klasyczna

TI(t.(J) = z(t,u) +J k(t,e,u)i)(e,G>)de , t—, wen (26)

gdzie z(t,<i>)=gT(t,u)z(t,k)), k(t, £, u)=£T(t,a>k(t, u)g(£,u), V xsE£<t,mod(P).
Interesujace przyktady innych zastosowan patrz [8,16,28,52,80-83,84,119,
146, 167, 181,187,190,196-199,201-202.205,260-268,277-278,283].
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3.2.2. Opis ogdlny modelu ze sprzezeniem zwrotnym w przestrzeni stanow

Poniewaz, jak wspomniano powyzej,macierz M jest dodatnio okreélona i sy-
metryczna, istnieje wiec macierz odwrotna MYl. Do jej efektywnego wyznacze-
nia mozna wykorzysta¢ np. relacje (21). Przyjmiemy zatem w dalszych rozwaza-

niach, ze réwnanie (11) ma uproszczong postac

+R(tE>)42- + C(te>)g = f(t1d) t—T-0, wen (27)
dt2
Wprzypadku nieliniowym funkcje C i R moga by¢ funkcjami zmiennych q i q, w

zwigzku z tym réwnanie (27) mozna zapisa¢ w postaci

dg + R(tqg,q,0p»-"3. + C(tq,q,u)q = f(t,£>) , t£fSO, wen (28)

dt2
Zawsze, nawet tylko z formalnego punktu widzenia, mozna przyja¢, ze z nieli-

niowych funkcji R i C mozna wydzieli¢ cze$¢ liniowa,np. w nastepujacy sposéb

R(t,q,q,u) = Ri(t«i>)q + R2(t,u)q + R]2(t, q, q, oi), tsr O, oieO (29)
C(t,q,q,t<>) = C (t,(i>)q + Cz(t,<j)g + C~tt, g,q,u), tLTAO, wen (30)
Zatézmy dalej, ze t:= e Hl=cl> T2="- Niech dla uproszczenia t=0. Dla

nowych zmiennych réwnanie (28) przyjmie nastepujgcy ksztatt

T)(t,E>) = A(t, w)i)(t, oi) + F(t, rj(t,u),u) + B(t,u)u(t,tj), t"0, wen (31)
gdzie A,B sa macierzami o warto$ciach w £(R2n,R2n) i JE(Rp,R2n) odpowiednio,
ktérych elementy sa procesami stochastycznymi, F: R*XRZnxn—» IR", jest wek-
torowg, losowg funkcjg nieliniowa, n i u sg procesami stochastycznymi o
warto$ciach w R2n i Rp odpowiednio, proces u moze by¢ czasem interpretowany
jako sterowanie wukitadem dynamicznym lub jako zaktécenie zewnetrzne. Z

relacji (28-31) wynika, ze

0 , | (@] (@]
A(tu) = ., B(tw) =
-cl(t, ul>)-D (t,£>), -Cz(t,u)-Dz(t,w) o, 1
F(t, §,u) = L u(t,oi) = f(t,w), t—0, wen (32)

-C (t,i),u)-Di2(t, 9,w)

Roéwnanie (31) opisuje obiekt dynamiczny (11) w tzw. przestrzeni stanéw, a

wspoétrzedne nazywane s3a wspoOtrzednymi stanu.
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Réwnanie (31) jest szczegdélnym przypadkiem bardziej ogélnego réwnania,

ktére zapiszemy w postaci

x(t,6>)= A(t,tj)x(t,w+<p (t, tr(t,u),u)+f b(t-T,u)0 (t, <t(t,u) ,u)dr, (33)
o]
gdzie t-0, <& x(0,(j)=xo(w) oraz

<r(t,u>) = f(t,ci) + |
0

gdzie b,c sg macierzami o warto$ciach w iCIR ,IR ), ktérych elementy sa pro-

c(t-T,u)x(T,u)dT, t-0, oef5 (34)

cesami stochastycznymi o nos$niku zawartym w R*. </>R*xR2nxQ— > R2n, i=1,2,
sag wektorowymi, losowymi funkcjami nieliniowymi, f i < sa procesami
stochastycznymi o wartos$ciach w R2n.

Roéwnanie (33) opisuje wielowymiarowy liniowy obiekt dynamiczny, nieko-
niecznie mechaniczny, z nieliniowym sprzezeniem zwrotnym. Sprzezenie zwrotne
opisane jest liniowym operatorem stacjonarnym z funkcjg przejsScia b,
nieliniowos$ciami f ,1-1,2 oraz drugim operatorem stacjonarnym z funkcja
przejscia c. Proces stochastyczny f mozna interpretowaé¢ jako sterowanie lub
zaktécenie dziatajace w petli sprzezenia zwrotnego. Operator catkowy w
rownaniu (33) i samo réwnanie (34) mozemy uzna¢ w tym przypadku za regute
sterowania obiektem liniowym.

Na przyktadzie obiektu dynamicznego (33-34) pokazana zostanie technika,
ktéora moze by¢ zastosowana do sprowadzenia ukladéow mieszanych,tj. r6zniczko-
wo-catkowych do standardowych réwnan catkowych typu Volterry 2. rodzaju.

Niech $(t,s,t>), tsstO, wen, t(t,s,u)=0 V t<s, oznacza matrycant (macierz
przejscia) jednorodnego losowego uktadu liniowego

x(t,0>) = A(t,u)x(t,L>), tHo, teQ (35)
Woéwczas rozwigzanie réwnania (33) mozemy zapisa¢ w postaci

x(t,u) = <Ht,0,(i>)xo(u) + I"4>(t,T,L>)0 (t,<t(t,(j),w)dr +
0

+ J $(t,x,0))J b(x-u,0>)02(u,<r(u,u),u)dudT (36)

Zauwazmy, ze
Wt
4i(t,T,a>) b(x-uw<t> (u,o-(u,0)),u)dudT =
Jn Jn 2

t,k

-Jdo
o, t-u
m 4 (t,u+T,ti))b(T,ii))0 (u,<r(u,i<)),u)dTdu 37)
: 2

t, T, w)b(T—u, 1d)Ij Cel1(u)” (u.<t(u,0)), u)dudT =

35
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Oznaczmy

-u -
$ (t,u,<j):= $(t, u+T,«)b(T,u)dT = 4>(t, u+t, u)b(T, 0)dT, ttusO.wefi (38)

1 *'0 0
Funkcja $~(t,u,w) jest jadrem Volterry, tzn. jest rézna od zera, mod(P),

tylko dla V tktutO. Niech dalej 'Ht.u.u) := [¥(t, u,u),st(t, u,w)], tiutO, ueC],
n

oznacza macierz JE(R2n,Rn), natomiast O(t, <,u):= t,cr, @), tJit,cr,u)j eR2

V tLO, tréRn, weQ. Z réwnania (36) na podstawie (37) wynika, ze

x(t,u>) = $(t,0,u>)x (u) + #(t,u,u)™(u,(r(u,ii>),a>)du (39)
0 *'o
Wstawmy relacje (39) do réwnania (34). Otrzymamy
<r(t,w) = f(t,<*>) + J c(t-T, u)*(t, 0, u)xo (<)l +
+ c(t-T,w) i(T,u,t>)”(u,<r(u,u),a>)dudT (40)
w0 "0
Oznaczmy
z(t,w) := f(t,u>) + f c(t-T,u>)$(T,0,u)x (<j)dr, t"0, wen (41)

natomiast trzeci sktadnik prawej strony réwnania (40) przeksztatcimy wyko-

rzystujagc zmiane kolejnosci catkowania, podobnie jak w réwnaniu (37).

c(t-T.,u) t(T,u,u)™(u,<r(u, u),k>)dudT =

c(t-T,u)™(T,u,L))l, i(u)$(u,<r(u,(j),u)dudT =
siuSTr

_[oro

J c(t-T,u)H(T,u,w)0(u,<r(u,(j),t<))dTdu (42)
abehhg
t ®
T(t,u,u) = fec(t-T,u)t(T,u,u)dt = f c(t-r,ultft,u,u)dT, trunr0, wen (43)
u <0

Funkcja T jest, jak tatwo stwierdzi¢, jadrem Volterry. Réwnanie (40), po
uwzglednieniu relacji (41-43), przyjmie postac
<r(t,u) = z(t,<j) + f T(t,u,u)™(u, <r(u,w),u)du, taO.wefi (44)

o]
Roéwnanie (44) jest standardowym, nieliniowym, losowym réwnaniem catkowym

Volterry 2. rodzaju. Jak tatwo zauwazyé, opisuje ono bardzo szerokag klase

uktadéw dynamicznych i jest rozszerzeniem rozwazan zawartych w [277-278].
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3.2.3. Uktad mechaniczny z opéznieniem w sterowaniu

Rozpatrzmy ruch rakiety, modelowanej jako punkt materialny o zmiennej
masie m(t,u)=mo-J |[li”(r,u>) |dt, t*O, wen, w ruchomym, nieinercjalnym, geocen-

trycznym uktadzie wspo6trzednych Oerje, zwiazanym z obracajaca sie kula
ziemska, patrz rys. 3.3, nQ masa startowa rakiety, || - predkos$¢ spalania
paliwa. Zaktadamy, ze Ziemia wykonuje tylko ruch obrotowy wokét wtasnej osi,
pominiemy natomiast ruch obrotowy wgkél Stonca.

Potozenie punktu A w uktadzie okresla wektor rArher+rier+rien.,
gdzie e”.e”, sg wektorami bazowymi ruchomego uktadu wspéirzednych.Réwnania
ruchu rakiety w nieinercjalnym uktadzie wsp6trzednych majg postac

m(t,W)(atr +a

Cor ap‘] =1 Pi (45)

gdzie m jest zmienng losowo masg rakiety, a przyspieszeniem wunoszenia,

aCor przyspieszeniem Coriolisa, a = d2r. jest natomiast przyspieszeniem w
dt
ruchu wzglednym, [102,221-222,256]. Dalej bedziemy oznaczaé
dr
= + + —
dt VSeC Vye_o v_<e_<, v M = (vez + vnz + vcz 1/2

Niech w-we” oznacza wektor predkos$ci obrotowej Ziemi. Wowczas

L dr
cor 2wx dF =2 = 2wve, + 2wve (46)

V. VvV
€ v C
Poniewaz mozemy zatozy¢, ze ruch obrotowy Ziemi Jest jednostajny, a poczatki

uktadéw wspotrzednych ruchomego i nieruchomego pokrywaja sie, wiec

e- e e,
a awx Wx r)=wx o ov ¢ |t 2 2
- W = WXl r we
~ 47
tr A ; ve %)= _r€We|§ ey (47)
€ <

Okreélimy teraz sity zewnetrzne dziatajace na ukitad dynamiczny. Niech

Pt(t,u) = P~AU.fcOee + PAU.uJe”™ + Pie(t,w)ee (48)

oznacza site ciagu rakiety. Przez
Pz(t,w) = - iZScﬁN (49)

oznaczymy opér aerodynamiczny, skierowany w kierunku przeciwnym do ruchu
rakiety (czyli jest zgodny z wektorem -v), gdzie p jest gestosciag
powietrza,S polem powierzchni przekroju poprzecznego rakiety, cr jest
bezwymiarowym wspdétczynnikiem oporu aerodynamicznego, ktéry zalezy miedzy

innymi od liczby Macha Y (a - predkos¢ dzwieku w powietrzu), liczby
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Reynoldsa (f* ~ lepkos$¢ powietrza, d - bezwymiarowy wspétczynnik zalezny
od parametrow rakiety), kata natarcia i innych parametréw, por. [320,s.81].
Przyjmiemy, Zze oddziatywanie wiatru jest procesem stochastycznym
P3(t,u) = P35(t.wje(-: + PST)(t’L>)e'I) + PSE(t’L>)ee (50)
Site ciazenia ziemskiego P4 okrezs’limy z zaleznosci ,
r ro
P4(t,L>) = - m(t,L>)go—r2 i m(t,u)g0r3 r (51)

gdzie gQ jest przyspieszeniem sity cigzenia na powierzchni Ziemi, rQ oznacza

promien kuli ziemskiej, r = |r™2+ rT2+ re2] 1/2

Rys.3.3. Wspédtrzedne w zadaniu sterowania rakieta

Fig.3.3. Co-ordinates in rocket control problem

Opisywany ruch wuproszczonego modelu rakiety jest typowym przyktadem
analizy nieliniowego ukfadu dynamicznego, w warunkach stochastycznych, ktéry
prawie zawsze jest ukladem sterowanym. Zalézmy, ze w rozpatrywanym przypadku
sterowanie realizowane jest sitg ciggu rakiety P , tj.wartos$ciag bezwzgledna
wektora |P loraz ustawieniem steréw, czyli kierunkiem wektorajednostkowego

P 1
jp j- . Zatozymy, ze

PAt.u) = PAt-T.u) (52)
gdzie P~(t,w) jest warto$ciag sity ciaggu przesytang droga telemetryczng z
centrum sterowania na Ziemi, x jest op6znieniem w komunikacji miedzy Ziemia
i rakietg. Warto$¢ funkcji sterujacej P~t.o) jest obliczana na podstawie

danych o stanie obiektu, zatézmy, ze
PAt.u) = u(r(t-T,u),v(t-T,u),<<>) (53)
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Dla uproszczenia bedziemy zaktadaé, ze wektor u jest funkcjg liniowa, losowa

parametréw r i v

urov,w) = kp(u)r o+ k(u)v (54)

gdzie k~(ca),k (w)eJE(IR3,IR3), V uefi. Zaktadajac, ze zmiany pozycji rakiety sg
mate w czasie trwania transmisji sygnatu sprzezenia zwrotnego, mozemy w
uproszczeniu napisa¢
Pl(t'Wzl: k (u)r(t-2x, u) + k2(u)v(t-2T,w) (55)
Z réwnania (45), po uwzglednieniu zalezno$ci (46-51) wynikaja nastepuja-
ce réwnania skalarowe

2
\/\/2 r
2w
= v_ + — Sc vv 0
412 m £ m 7} 2 r % - g0 - " re + mp!€+ﬁp3£
d2r 2
n \I\/2 2w r0 1
« — Sc w .
di2 m -} m Ve 2m rooi) g0 r3 rn + mP14 * m 3) (56)
d2r,
- — Sc wv g —— r _+J_p + 1p
g 2m ““ri' "0r3 C  m ie m 3f

Uktad rownan (56) zapiszemy w postaci macierzowego réwnania stanu

S1F (tou) = ACL U)X (L, u) + B(L,E>)x(t-2x) + O(t,x(t,t)),w), uo, bep (57)
gdzie:
0 0 . 0, 1 0 0
0 0 0, 0 1" 0
ACtu) o= 0 o 0. 0 o 1 (58)
0 2w
m(t,u) -0, 0 m(t, <) + O
0 w 2w
0
m(t,w) m(t,u) i
0 0 0, 0 0
0 0 0 o, o0 0
0 0 0 0 o i o
B(t,0>) := 0 o 0 o, 0 0 (59)
K
i Frae M Mpm 0 Ko g 0 K g
“La 1200 M £y p 2,20 ” %3 23
K
130 “132 M1a3 %3 Ko g b K g
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o(t,x,u) := (60)

2m(t.u) SCRVVg ' go ™ ~ rE

p 0
amta>f W9 % 3 "y

TmEas) SV - 90 3 Te
Y m(t,:t_)) Ki' 1=1,2 oraz x := .r€, rq,r.c,v€,vv,v_‘ bedzie standardowym dla
takiego przypadku uktadem wspoétrzednych
Jak wynika z relacji (57), rozpatrywany prosty model rakiety nalezy do
klasy obiektéw dynamicznych z op6znieniem w petli sterowania zwrotnego i
jest opisywany losowym réwnaniem rézniczkowym z przesunietym argumentem.

Réwnanie tego typu mozna tatwo przeksztatci¢é w roéwnanie catkowe typu

Volterry, patrz cze$¢ 3.2.4.
3.2.4. Opis ogdlny modelu z opéznieniem i catkowym sprzezeniem zwrotnym

Réwnanie (57) jest szczeg6lnym przypadkiem bardziej ogélnego réwnania,
ktére zapiszemy w postaci
X(t,u) = A(t,a>)x(t,<i>) + D(t, b))x(t-h, U) «

+ ¢ (t,<r(t,u),u) + Fd(t—r,w)$ (r, <t(t, w),u)dT, tsO, bledl (61)

gdzie x(0,u)=xo(u), x(t,+)=6(t,n), te[-h,0], h"O, un6dA, B jest znanym proce-
sem stochastycznym, D,d sg macierzami funkcyjnymi o warto$ciach w iC(IR2n,IR2"),

ktérych elementami sg procesy stochastyczne, supptdJSIR1, mod(P) oraz
-t
<r(t,(j) = f(t,o») + Fc(t-1,w)x(7,cj)dT, tsO, wel (62)
"
Réwnanie (61) opisuje wielowymiarowy liniowy obiekt dynamiczny z op6zZnie-

niem h, niekoniecznie mechaniczny, =z nieliniowym sprzezeniem zwrotnym.
Sprzezenie zwrotne opisane jest liniowym operatorem stacjonarnym z funkcja
przejscia d, nieliniowos$ciami 0 ,1=1,2 oraz drugim operatorem stacjonarnym z
funkcja przejscia c. Proces stochastyczny f mozna interpretowac¢ jako stero-

wanie lub zaktécenie dziatajace w petli sprzezenia zwrotnego. Operator
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catkowy w réwnaniu (61) oraz réwnanie (62) mozemy traktowaé¢ w tym przypadku
jako regute sterowania obiektem liniowym z op6Znieniem.

Zauwazmy, ze jezeli relacje (61-62) opisujg zachowanie obiektu dyna-
micznego zamknietego, to praktycznie kazdy ze sktadnikéw prawej strony
robwnania (61) mozna interpretowac¢ jako sterowanie w petli sprzezenia
zwrotnego, por. przyktad w s. 2. 3.

Na przyktadzie obiektu dynamicznego (61-62) pokazana zostanie technika,
ktéra moze byé zastosowana do sprowadzania uktadéw mieszanych,tj. rézniczko-
wo-catkowych z opéznieniem, do standardowych réwnan catkowych typu Volterry
2. rodzaju.

Niech $(t,s,t)), tas”"O, wen, oznacza matrycant (macierz przej$cia) jedno-

rodnego losowego uktadu liniowego

x (t,d - A(t, (d)x(t, @ + D(t,(d)x(t-h,(d),  tLO, (den (63)
dla x(0,<d)=xQ(<d), x(t,id)=0 V te[-h,0[, mod(P).

Woéwczas rozwigzanie réwnania (61) mozemy zapisa¢ w postaci
rO
x(t,id) = $(t,0,(d)x ((d) + $(t,h+u,<d)D(h+u,(d)x(u,td)du +

-h

+ f $(t,T,<d)0 (r,cr(T,(d),(d)dT + f 4Xt,x, &) f d(T-u,cd)0 (u,o-(u, w),w)dudT (64)
Jo o] 0 2
Niech

r
0(t,(d) := $(t,0,(d)x (id) + *(t, h+u, td)D(h+u, (d)G(u, id)du, ttO, (den (65)
-h
Zauwazmy, ze catkujac przez czes$ci otrzymamy

$(t,T,u) d(x-u,(d)0 (u,cr(u,(d),id)dudT =
Jo Jn
t/.t
< L,(u)O0 (u, <r(u, (d,(d)dudT =

OCt,T,w)d(T-U,«d)l.
my, UTE 2

= $(t, ver. (d)d(t, 1d)0 (u,<r(u, (d),(d)drdu (66)
00 2
Oznaczmy
t-U @®
4 (t,u,u):>«l $(t, u+r, id)d(r, td)dr = <>(t, u+t, w)d(T, (dddr, VvV tauto, (den (67)
Jo *'0
Funkcja 4 (t,u,Cd) jest jadrem Volterry, tzn. jest ro6zna od zera, mod(P),tylko

V ttu—-0. Niech dalej #(t, u, (d):=[$(t, u,0),$ (t,u,(d)], ttutO,wen, oznacza jadro

losowe o warto$ciach macierzowych z JE(IR2n,Rn), natomiast
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Z réwnania (s4) na podstawie (ss) i (s7) wynika, ze
X (t,@d) = 0(Ct,(d) + f #(t,u,(d)0O(u,0-(u,(d), (d)du (68)

o

Wstawmy relacje (ss) do réwnania (sz). Otrzymamy

,t -T
(Kt,(d)=f (t,(d)+ c(t-T, (d)O(r, (d)dT+ c(t-T,(d) #¢7. v, (d)O(u, <r(u, (d).(j)dudr (s9)
0 [ ]
Oznaczmy
z(t, (d) = f(t,(d) + f c(t-T,u)0(T,(d)dT, tLo, (den (70)

o*g

natomiast trzeci sktadnik prawej strony réwnania (s9) przeksztatcimy wyko-

rzystujgc zmiane kolejnos$ci catkowania, podobnie jak w réwnaniu (66).

ri T
c(t-x,(d) *(t ,u,(d)0(u,0-(u, (d),(d)dudx =
0 ~0
= f fc(t-T,(d)+(r,u,(d)r, ,(u)o(u,o0-(Cu,(d),(d)dudT =
vV o usSTf
r
= cft-T . wlJ4fT.u.wl~tu.o-Ffu.wJl.cdJdTdu (71)
Owu
Oznaczmy m
T(t,u,(d) = ¢ c(t-T,(d)T,u,(d)dx = ¢ c(t-T,w)¥T,u,fd)dT, tbuio, (den (72)
m*u Jo

Funkcja T jest, jak tatwo stwierdzi¢, jadrem Volterry. Réwnanie (s9), poO

uwzglednieniu relacji (70-72) przyjmie postac
rt
tr(t,(d) = Z (t,d) + T(Ct, U, (d)o(u, (r(u, (d),(d)du, tsO0, wen (73)
)

Réwnanie (73) jest standardowym, nieliniowym, losowym réwnaniem catkowym
Volterry ... rodzaju. Jak tatwo zauwazyé, opisuje ono bardzo szeroka klase

uktadéw dynamicznych. Przytoczone rozwazania stanowia uogé6lnienie wynikéow z

[277-2787.

3.3. ZAGADNIENIA POCZATKOWE DLA UKLADOW DYNAMICZNYCH Z CZASEM DYSKRETNYM W
PRZESTRZENI STANOW

3.3.1. Opis o0gdélny modelu nieliniowego z czasem ciggtym i dyskretnym
sygnatem wejsciowym
Rozpatrzmy ztozony, nieliniowy uktad dynamiczny opisany réwnaniami
X (t,(d) = ACEt,(d)x(t,(d)+0 (o-(t,(d),(d)+f b(et-r,(d)o ((t(e,(d),wydr, tLO.wen  (74)

0
gdzie x(0,w)=xq(w) Oraz
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<r(t,0>) = f(t,u) + fc(t-T,o0i)x (t,()dr, tt0, uen (75)
Jo
Jak pokazano w czes$ci 3.2.2 uktad ten mozna sprowadzi¢ do réwnania catkowego

Volterry 2. rodzaju w postaci
cr(t,o>) = z(t,u) + | T(t, u,u)0(cr(u,u),t))du, tt0, &en (76)

Jo
gdzie

z(t,fc>) = f(t,1d) + |1 c(t-T,E<>)$(T,0,LD)x (a))dx, thO, wen (77)
Jo 0

a pozostate funkcje sa okresSlone réwnaniami (38) i (43).
W zastosowaniach czesto zdarza sie, ze proces stochastyczny f jest prze-
dziatami stata losowg funkcja czasu. Zatézmy, ze proces ten ma lewostronnie

ciggte, mod(P), trajektorie (patrz rys. 3.4) i oznaczmy

f(t,w) = f(tk,u>), tkst<tk+1, wen $78)
gdzie -{t~, tQ=0,k=0, 1,2,. .. jest rosnacym ciagiem (niekoniecznie réwnomier-
nie roztozonych) momentéw czasowych, ktére moga by¢ zmiennymi losowymi.
Poniewaz f jest procesem przedziatami ciggtym, mozna przypuszczaé, ze przy
dos$¢ og6lnych zatozeniach dotyczacych pozostatych funkcji w réwnaniach
(76-77), rozwiazanie x tez bedzie funkcjg przedziatami ciggtg. Zatézmy ponad-

to, ze Interesuje nas rozwiazanie x,ktére jest funkcjg przedziatami statg,tj.

x(t,<*>) = x(tk,u) tk£t<t wen (79)

k+l *

Rys.3.4. Sygnat, ktory jest funkcjag przedziatami stata

Fig.3.4. Signal, which is a function constant at intervals
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Na podstawie réwnania (77) mozemy napisac

2(tyou) = ()« + jO‘CU"-r, u)d>(t,0, u)dxxo(t>),  tket<tkki (81)

K
Wynika stad zatem

k-1 ot
(r(t,U>) = <r(tk’U>) = f(tk’«) % L I C(tk-T,Cd)x(T, t))dx =

k-1
=f(t ,u) + £ c(tktt,u)x(tt,(j), tkt<t, (82)
1=0
gdzie
rt
j 1 c(tk~u,t>)du,  1=0,1,2........ k-1

c(tk,ti,u>) 1=
isk

Aby funkcja < okresSlona przez (81-82) byta rozwigzaniem réwnania (76)

wystarczy
k-1
<r(t ,u) = z(t vy + v 1 T(t .u,<0)0((r(u,tj),£))du =
k k 1=0 Jtl “
k-1
= z(t, p) + ]/__T(tk,t1.WJ"to-tE.,«),«) (83)
gdzie
rt
T 14 T(t ,u,u)du, 1=0,1,2,...,k-1
- (84)
T(tk,tl,u) :
1k
Réwnanie (83) dla k=0,1,2,3 Jest nazywane dyskretnym losowym réwna-

niem Volterry 2. rodzaju, por. [277-278]. Relacja (84) definiuje dyskretne

losowe jadro tego réwnania catkowego okreslone w tréjkacie t >t .

3.3.2. Opis dyskretno-czasowy nieliniowego modelu rézniczkowo-catkowego ze

sprzezeniem zwrotnym i impulsowym sygnatem wejsciowym

Technika réwnan catkowych moze by¢ z powodzeniem stosowana do analizy
ztozonych, nieliniowych, losowych uktadéw dynamicznych z czasem ciggtym z
impulsowym stochastycznym wejsciem (sterowaniem lub zakitédceniem).

Rozpatrzmy nieliniowy uktad dynamiczny ze sprzezeniem zwrotnym w przes-

trzeni standéw, w obecnoS$ci zaklécen stochastycznych, opisany réwnaniem
x(t,w) = A(t,w)x(t,u) + B(t,«)u(t,w) + * (t,x(t,w),u) +

t
+ rd(t-r,}j)OZ(t,x(t,0>),<j)dr, x(0,w)=xo0(i*)), tt0, wen, (85)
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Oznaczenia sg zgodne z cze$ciami 3.2.2 i 3.2.4 pracy.
Niech u bedzie sygnatem wejSciowym i zatézmy, ze sygnal ten jest suma

impulséw typu delta Diraca
00

u(t,w) = E£v(t]t»)fi(t-t ), tsO, wen (86)
1=0
otrzymang przez impulsowe prébkowanie ciggtego sygnatu v w chwilach

czasowych <{t”, por. 3.3.1. Mozemy zatozy¢, ze sygnat x jest funkcja losowa,
lewostronnie ciggta, przedziatami statg. Oznaczmy

x(tk-,u) := lim x(t,w), x(tk+,w) := lim x(t,w) (87)

2 K t<tk t ->tk,t>tk
Zatézmy, ze sc¢t,T,w)y, tbkxtO,wen, oznacza¢ bedzie macierz przejs$cia dla
jednorodnego roéwnania rézniczkowego (35). Jezeli stan uktadu x(tk-,w) jest

znany, to na podstawie réwnania (85) mozemy napisac
x(t,w) = $(t, t -, w)x(t -,w) + $(t, t,w)B(X,w)u(t,w)dr +

t t n T
+ $(t,r,u)0 (T,x(T,w),w)dT+] *(t,T,w) f d(T-u,w)0 (u,x(u,u),w)dudx (88)

V J°
Poniewaz funkcja $(-,s,-) jest ciggta funkcjga zmiennej s, argument tk- mozna
zastagpi¢ po prostu przez t . W drugim sktadniku sumy dla tk<t<tkl tylko

* +

jeden impuls sygnatu u w chwili t ma wplyw na catke. Otrzymamy zatem dla
tk<t<t

k+l
x(t,w) = <>t tw,w)x(t_-,w) + 4>(t, t",w)B(tu,w)v(t ,w) +

T OHET,u)0(T,x(t  w),w)dr (89)
th- k
gdzie H(t,u,u):=[+(t,u,u),+2(t,u,u)], tsu”O.wen oraz
00
<Mt,u,w) =  $(t, utt,w)d(x,w)dT, tELu£0,wen (90)
Jo
pozostate oznaczenia jak w 3.2.2. Niech dalej
A(tKW) = $(t t,ow), B(tk u) := (tkH.tk,u)B(tk,u) (91)
~ r
k'X,*) = 3 ki* *(tkti,T,u)0(T,x,t)),u)dr, xeRn,wen (92)
tk-
dla k-0,1,2,3 wen. Przy tak przyjetych oznaczeniach réwnanie (89) mozna
zapisa¢ w postaci
X(tk+r,u) = A(tk,w)x(tk-) + ?2(tk.x(tk-,u),«) + B(tk,(j)v(t ,w) (93)

Réwnanie (93) jest typowym réwnaniem réznicowym dla nieliniowego dyskretnego

obiektu dynamicznego i jest nazywane réwnaniem stanu dla uktadu z czasem
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dyskretnym. Jest ono analogiczne do réwnania rézniczkowego opisujgcego uktad
dynamiczny z czasem ciggtym (31).Ponizej w 3.3.3 pokazane zostanie, jak réw-
nanie typu (93) mozna przeksztatci¢ w dyskretne réwnanie catkowe Volterry.

Inne przyktady zastosowan dyskretnych patrz [96,141,176,225,272,277-278,
321-322,325,365-366,374].

3.3.3. Opis o0g6lny nieliniowego modelu dyskretnego

Ponizej pokazane zostanie zastosowanie losowego, dyskretnego réwnania
catkowego typu Volterry do opisu dynamiki ztozonego dyskretnego uktadu
sterowania ze sprzezeniem zwrotnym. Takie uktady pojawiajag sie,jezeli sygna-
ty wejsciowe i wyjsciowe sg obserwowane lub otrzymywane tylko w dyskretnych

chwilach czasowych, por. 3.3.1 i 3.3.2.
Przypus¢my, ze rozpatrywany jest losowy ukiad dynamiczny opisany wielo-

wymiarowym réwnaniem réznicowym postaci

X(tk+| W) = A(tk,w)x(tk,w) + B(tk,w)v(tk,W> +Ol(tk,<r(tk,w),w) +
k-1
+ t -t to.<r(t k=0,1,2........... 4
Y_dj( ko J+l 2( )’ " j'W)’W)' 0.1, wen (64)
oraz réwnaniem sprzezenia zwrotnego
k-1
o*(tk,w) = f(tk,w) + y c(tk-tJ+I ,W)X(tJ,W), k=1, 2.l wen (95)

Oznaczenia pozostajg takie, jak w podrozdziatach 3.2.2, 3.3.1 i 3.3.2.

Niech
' A(tk-l 'W)A(tk-z'w)"' A(tl,w) dla k>i
= | dla k=i 96
$(t,.t,0) : (96)
0 dla k<i

bedzie losowg funkcjg przejscia [272] dla jednorodnego uktadu réznicowego

X (W = Aw)x(t ,w), k=0, 1,2......... wen (97)
Wykorzystujgc wtasnoséci funkcji przejscia réwnanie (94) mozemy napisaé¢ w
postaci réwnowaznej
k-1
x(t,w) = 4t ,0,w)x (W) + 1L_O$(t,k,t1+1,W)B(t1,W)V(t1,W) +

k-1
+ 1\|:/0$(ﬁ( g WPy (Epser(t, u),w) +

k-1 1-1
+ Y $(tk'tui*'u) Y d(t l—tJ+I ,W)O2 (tJ,<r(tJ,w)fa>) (98)
1=0 J=0
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Zauwazmy, ze jezeli przyjac
k-1
| *(tk'tiPw)d(t-t3-*).  dla kb
VVVW:= (99)
0 , dla k<J

oraz  *(tk.tj.W).=[H(tk.tj,b),*i (tk. tj>U)]>0 (tk,<r,W):=[~ (tk.«r,W)~ (tk,<r.W)]T

rownanie (98) mozna zapisa¢ w uproszczonej postaci
k-1
x(t J) = #(t ,0,w)x (w) + V *(t.t. ,W)B(t ,tHv(t ,w) +
(K() (KO)() \0( JB(t bhv(t ,w)

k-1
oL R(ERP RS A (T Lar(t Lw),w) (100)
1=0

Podstawiajgc otrzymane wyrazenie dla x(t ,u) do réwnania (95) otrzymamy
k-1
cr(t u) = f(t w) + Tec(t -t w)*(t ,0,w)x (u) +
J=0 0

kp 1 nl
+ 'i c(tk'tjM ) [* (tj,titi>L>)B(ti.u)v(ti, < +

k-1 j-1

+ loc(V tj*i,w) | +(tJ, twrw)*(tr°(V w)*M (101>
Oznaczmy kel
z(t w) = f(t w) + Ye(t-t ,,w)r(t ,0,u)x (w)+
j=o * 0

krl J-1
+ £ c(t -t w) Vi(t ,t w)B(t ,w)v(t ,w) (102)
«J=0 J 1=0 J 1

Zauwazmy ponadto, ze

k-1 J-i
A c(tk_ti*i,w) 7 ,t o(t t w),u) =
BT gty O ot WL
k-1k-1
=, n oc(V Vi,", b tjti(l)*(ti,f(v “,-*) =
k-1
= | T(tk*t t-w)»(t1'0°(tt.“)." 103
1 ( w)” ( ( )-") (103)
gdzie
k-1
TEK’ti*™) == | ¢c(W " YV V u)  i.k-1,2... wen (104)

jest dyskretnym losowym jadrem Volterry. W notacji (102) 1 (104) po
wykorzystaniu relacji (103) réwnanie (101) przyjmie postac
k-1

<r(tk,t>) = z(tk,t>) + £ T(tk, tl+1,»)#(t ,r(t ,«),»), k=1,2....... wen (105)
i=0

Modelowanie zagadnien dynamicznych mechaniki stochastycznej 47

Otrzymane rdwnanie jest dyskretng wersjg losowego réwnania catkowego
Volterry 2. rodzaju i pozostaje w S$cistym zwiazku Ilogicznym =z rdéwnaniem
ciggtym (44).

Wyniki podrozdziatu sg rozszerzeniem wynikéw [277-278].

3.4. ODWZOROWANIE POINCAREGO W NIELINIOWYCH UKLADACH DRGAJACYCH

Wezmy pod uwage nieliniowy uktad drgajacy opisany réwnaniem rézniczkowym

x(t) = A(t)x(t) + f(x(t),t) telR (106)
gdzie xsIR,,, A(tJeiEdR", IR"), V teI’F&\ f:U—» R. UcR xR . Przypusémy dalej, ze
funkcje A(-) i f(x, ®), V xe[Rn, sa okresowe z ustalonym okresem T=2t/v >0.
Réwnanie (106) mozna przepisa¢ wpostaci autonomicznego uktadu n+1l réwnan
rézniczkowych, jezeli wykorzysta sie dodatkowa funkcje zdefiniowang w sposéb
nastepujacy [258,291]

6:IRL—>11, 6(t) := e0+l,t, mod(2it) (107)

gdzie Tl jest jednowymiarowym torusem, O0o€[-n,n].

Rys.3.5. Oznaczenia w problemie dynamicznym na torusie

Fig.3.5. Notion in dynamie problem over torus

Wykorzystujagc funkcje (107) w réwnaniu (106), otrzymamy
dx e-e , , e-e

"dT
de

dt (x,0)elR xT (108)
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Uktad réwnan (108) generuje potok 0(t)=[x(t), 0(t)=i>t+0Q mod(2n)] [111,
0
158,258,291]. Okres$limy przekr6j poprzeczny | pola wektorowego (108) jako

:= |(x,0)EFnxTL : 0=66)0,271] j (109)

Wersor normalny do Z9 w RnxT1l jest dany wektorem [0,1]T, a stad wynika, ze

0
przekr6j Z jest poprzeczny w stosunku do pola wektorowego (108), poniewaz

[A(0)x+f(x,0),v][0,1]T = i>*0.
Niech e.reT1l. Powiemy, ze O+t wtedy i tylko wtedy, gdy 0-t (mod(2ji)) + O.
Relacja okres$la zupeiny, liniowy porzadek (por. Dodatek A) w torusie.

Uktad (108) jest rownowazny nastepujagcemu réwnaniu rézniczkowemu [258]

) , ,0-e ~ ,00 ~» , ., 00 . O0-e
w =M -~ M -V 1) * VvV -)- »''e S*e>
lub jeé$li wprowadzi¢ oznaczenia
., 0-0_ 7 , 0-0 \ . 0-0 .
AO):=- A(-"J, x(0):=x[-;r5.i f(x.0):=-f~. -jpl), OeT

rébwnanie (110) przyjmuje uproszczong postac

-(jjé(— = A(0)x + f(x,0) , 06T (111)

*J2 3*/2 2«

Rys.3.6. Przekr6j torusa i oznaczenia alternatywne

Fig.3.6. Cross-section and alternative notion

Niech $(0,t),0,tsTl oznacza macierz fundamentalng jednorodnego uktadu

rownan (tzn. uktadu (111) z f=0), okres$long na A = -{(0,t): O+t”, dla ktorej
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$(t,T)=0 V (t,x)«A. Wykorzystujgc pojecie macierzy $ mozna réwnanie (111)
przedstawi¢ w postaci catkowej

.0 #2n
x(0) = $(0,Oo)x(00) + Jgo $(e,T)f (x(r), T)dr , 02:0O (112)

0
gdzie d(-) jest miarg Haara na torusie (zwykita miarg Lebesgue’a na zbiorze

[0,2t], [372]).

0 0
Jezeli zdefiniowa¢ odwzorowanie Poincarego Pg : 2 — » Z jako

H M 4 so -» H (5 v 2ti)a)' 8o+2nsbo) -
lub
X((S-e°)A) —>x((0-V 2.)/v) . (113)
to zauwazmy, ze znalezienie punktu statego operacji Pg jest réwnowazne z
okre$leniem 27i/i>-okresowego rozwigzania réwnania (112), natomiast k-okresowe

punkty state operacji Pg koresponduja z okresowymi rozwigzaniami (112),ktére

przecinaja Z9 k razy, zanim "trafig" w punkt startowy. Problemy drgan okre-

sowych sg szerzej dyskutowane w rozdziale 8.



Rozdziat IV. MODELE MATEMATYCZNE SYGNAtOW FIZYCZNYCH

W badaniach uktadéw mechanicznych, a w szczegé6lnos$ci w analizie ich dy-
namiki, wprowadza sie pewne pojecia matematyczne, zwane modelami matematycz-
nymi. Modele matematyczne umozliwiajg opis i analize zjawisk oraz obiektow
mechanicznych w sposéb $cisty z matematycznego punktu widzenia, a w konsek-
wencji konstruowanie odpowiednich sformalizowanych teorii, w ramach ktérych
zjawiska te i obiekty sa badane. Interesujgcy przeglad zagadnien zwigzanych
z modelowaniem w uktadach mechanicznych oraz obszerng literature mozna zna-
lez¢ w pracy Giergiela,Uhla [91].

Jednym z podstawowych poje¢ wystepujacych w modelowaniu jest sygnat,por.
rozdziat 1l. Sygnatami w uktadach mechanicznych sg np. przebiegi sit wymu-
szajacych lub kinematyczne oddziatywania innych elementéw konstrukcji. Czym
natomiast z punktu widzenia matematyki jest sygnal? Obszerng analize tego
zagadnienia znalez¢ mozna w pracach [91,257].

Przyktady uktadéw mechanicznych omawiane szczegétowo w rozdziale 11l na-
suwaja mys$l o podziale wszystkich sygnatow (nie tylko mechanicznych),z jaki-
mi mozemy sie spotka¢ w naszej analizie, na sygnaty stochastyczne, zwane tez
losowymi lub przypadkowymi 1 sygnaty deterministyczne. 0 wyborze typu modelu
decyduje w wiekszoéci przypadkéw rodzaj zagadnien, jakie maja by¢ badane za

pomocag tego modelu.

4.1. SYGNALY DETERMINISTYCZNE

Przyjmiemy, ze deterministycznym modelem sygnatu fizycznego (w szczeg6l-
noéci mechanicznego) jest rzeczywista lub zespolona funkcja czasu. Przedmio-
tem dalszych rozwazah beda nie tyle sygnaty fizyczne, co ich modele matema-
tyczne. Z tego tez wzgledu wygodnie bedzie terminem "sygnat" okres$la¢ nie
tylko sygnat fizyczny (mechaniczny), ale przyporzadkowany mu model matema-
tyczny. Przyjmiemy zatem umowe, ze przez pojecie sygnatu deterministycznego
bedziemy rozumieé¢ rzeczywista lub zespolong funkcje czasu (niekiedy takze
dystrybucje lub miare).
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Dalej zaktada sie na ogét, ze sygnatly sg elementami pewnych przestrzeni

funkcyjnych, na og6t sa to przestrzenie Banacha (ogdlnie przestrzenie topo-

logiczne).

4.1.1. Sygnaty ciagte i ograniczone

Oznaczymy przez C(G;Rn) (C(G;Cn)) zbiér wszystkich sygnatéw ciggtych i
ograniczonych okres$lonych na G o warto$ciach w Rn (Cn). Przez CQ(G;Rn)
oznaczymy zbidr wszystkich sygnatéw ciggtych xeC(G;Rn) takich, ze V e>0
istnieje zbioér zwarty FcG, dla ktérego |x(t)|<e V teF'. Przez C~tG-.R1)
oznaczaé¢ bedziemy zbiér wszystkich sygnatéw ciagtych X€C(G;Rn), dla ktérych
istnieje zbiér zwarty FcG takl.ze x(t)=0 V teF'. Przestrzen C nazywamy
przestrzenia funkcji o nos$niku zwartym. Analogicznie okreSlamy przestrzenie
sygnatéw zespolonych CQ(G;Cn) oraz C~fGjC").

Topologie zbiezno$ci jednostajnej wprowadzamy definiujgc norme w przes-
trzeni C(G;Rn) w nastepujacy sposob

Hx(*)llu := suptgelx(t)] 1)

Oczywiste jest zawieranie COO(G;Rn)cCO(G;Rn)cC(G;Rn), ponadto COO(G;Rn)
jest gestym podzbiorem przestrzeni Co(G;Rn). Jezeli G jest grupg zwartg, to
Co(G;Rn)=C(G;Rn), ale jezeli G jest lokalnie zwarta, ktéra nie jest zwarta,
to woéwczas Co(G;Rn)*C(G;Rn) [36,315,357,372].

Niech AcG bedzie dowolnym podzbiorem lzga. G. Jezeli nos$nik sygnatu x,
supp(x)cA i zalezy nam na wyréznieniu tego faktu w tekS$cie, to piszemy
C(A;RN), CO(A;Rn), COO(A; Rn) etc.

Przez 8(G;IRn) oznacza¢ bedziemy przestrzern sygnatéw ograniczonych z
normag okres$long relacjg (1) [36,315,357,372].

Przez BQ(G;Rn) oznaczymy podzbiér wszystkich sygnatéw ograniczonych
xeB(G;Rn) takich, ze V e>0 3 zbiér zwarty FcG, dla ktérego |x(t)]<c V teF'.
Bedziemy w takim przypadku w uproszczeniu moéwié, ze sygnat x(t) —>0 przy

"t — » co".

4.1.2. Sygnaty o ograniczonej energii

Przestrzenia sygnatow LP(G;Rn),Isp<oo, nazywa¢ bedziemy zbiér wszystkich
mierzalnych funkcji x okre$lonych na lzga. G, o wartos$ciach w Rn, posia-
dajacych wtasnos$é

I x(")ILP := [ Ix(t) |pfi(dt)< », ©)
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a |Ix-)II norma sygnatu x. Przestrzen L2(G;IRn) nazywa¢ bedziemy przes-
trzenig sygnatow o skonczonej energii, a wielko$¢ |Ix(-)]]122 energig sygnatu x.
Jezeli G jest grupa dyskretna, to zachodzi izomorfizm L (G;Rn)sl (IRn),

gdzie 12 oznacza przestrzen ciggéw x=~x”" takich, ze || 2:=£]x |2< ». Jezeli
" | n
supp(x)cAcG, to piszemy LP(A;IR),por. [63-64,70,77,87,207,372-373].

Przez L°°(G;Rn) oznaczymy przestrzen sygnatéw istotnie ograniczonych, tzn.
posiadajacych takg wtasnosé, ze

ji-ess supigc|x(t) |:= inf-joceR1l:atO, fi{teG: |x(t) |>a}-=0@ < m 3)

Norme w przestrzeni L°°CG;IRn) oznacza¢ bedziemy
FHIXC-) 1] := ti-ess suptge|x(t)] (4)
Przestrzenie Lp(G;Rn) dla V ptl sa przestrzeniami Banacha [64,70,315].

4.1.3. Sygnaty okresowe

W odréznieniu od podanych okres$len sygnatdw ciggtych i klasy L2,nie jest
tatwo podaé¢ definicje sygnatu okresowego, ktéra bytaby zgodna z klasyczna,
np. dla G = R1.

Niech G bedzie lzga., H pewng domknietg normalng podgrupg w G.

Sygnat f (ewentualnie o wartos$ciach zespolonych),okreélony na G, nazwiemy
okresowym (H-okresowym), jezeli jest staty na warstwach G wzgledem H, tzn.
f(g+h) = f(g) V geG, heH. Sygnal ten mozna przedstawi¢ w postaci ?°"H. gdzie
f jest funkcja okres$long na G/H i "o" oznacza zwykte ztozenie' odwzorowan.
Funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciggta [207].

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze H jest podgrupg dyskretng oraz ze
G/H jest grupa zwarta.

Mozna wprowadzi¢ sygnaty okresowe inaczej. Nazwiemy element reG okresem
sygnatu (zespolonego) f okreslonego na G, jezeli f(g+r)=f(g) dla fi-prawie
wszystkich g€G. Dowodzi sie, ze kazdy okres sygnatu generuje domknietg pod-
grupe Hw G i funkcja f pokrywa sie (i-prawie wszedzie z funkcja fl"nH, gdzie
f~ okreéla funkcje okres$long na G/H [199].

PRZYKLAD 4. 1. Konstrukcja sygnatu okresowego nawigzuje do klasycznej
definicji funkcji okresowej na osi rzeczywistej, niech jej okres wynosi t.

Rzeczywiscie niech G = r\ h = tZ"t e R*. Zauwazmy, ze
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gdzie TX jest multiplikatywna grupa liczb zespolonych. Co wiecej
r’/tz1l = jt: te[to.to+ r], T6R‘,toe R1}

ktéra jest addytywnag grupa liczb rzeczywistych ze zbioru ~tQ,tQ+ rj z

operacja grupowag dodawania mod(r). m

Oznaczmy przez L2(G;Rn) zbi6ér H-okresowych, mierzalnych sygnatéw
rzeczywistych f, o wartosciach w Rn,okre$lonych na G, takich ze
IKAT12 :=7Tfiw J I2ct)| 2MI(dt) <» (5)
CIH

H I
gdzie f = f°"H- tatwo zauwazy¢,ze tak okres$lona przestrzen jest przestrzenig

Hilberta. Bedziemy pisa¢ w uproszczeniu La(G;Rn)zLZ(G/H;Rn) i fi1=fi, jezeli
nie prowadzi to do nieporozumien, o jaka podgrupe H chodzi.

Silnym aparatem stosowanym do analizy sygnatéw okresowych jest
przeksztatcenie Fouriera ciggte i dyskretne.Czy podobnie efektywny aparat

mozna zastosowa¢ do analizy funkcji H-okresowych na lzga. G?

TWIERDZENIE 4.1. Transformata Fouriera dowolnego sygnatu xelL1(G;Rn), G -

grupa zwarta z miarg Haara n, okre$lona w sposéb nastepujacy

x(*) = I x(t)x(t)ji(dt) *eG (6)
c A
jest funkcja ciagta okres$long na grupie dualnej G i "dazy w nieskonczonosci"

do zera, tzn. jest elementem przestrzeni CQ(G;Rn), jezeli tylko G nie jest

dyskretna. Ponadto
(i) charaktery grupy G stanowiag uktad ortonormalny;
a
(ii) jezeli xeL2(G;Rn), to x(-) = £ a i ponadto
k=1
I xM]|22 = [ Ja |2, gdzie a= i - J X (t)x(t)]i(dt), V * eG
L (GR) k=l A JG
(iii) jezeli x€C(G;(Rn), to x jest granica ciggu funkcji -{ﬁ (=) } postaci

x (t) = [a'nV"'(t)
A k k
zbieznego jednostajnie na G,przy czym charaktery (=) wystepujace w

tych sumach wystepujg tez explicite w szeregu Fouriera ) a.x,*

Dowéd. Patrz [111,207,372-373].«

Cytowane twierdzenie jest odpowiednikiem znanego w technice
twierdzenia Riesza-Fischera [131,138]. Wynik ten jest szeroko wykorzystywany

w analizie sygnatéw okresowych w uktadach dynamicznych.
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4.1.4. Sygnaty prawie okresowe

Niech CAP(G;IRn) oznacza zbiér sygnatéw prawie okresowych (spo. ) w sensie
Bohra okres$lonych na G,o wartos$ciach rzeczywistych. W zbiorze spo. CAP(G;IRn)
wyréznimy podzbiér Trig(G;IRn) wielomianéw trygonometrycznych, tj. funkcji
postaci

n
x(t) = ] ax () , 1teG, aceCn, xeG %)

k=-n
a poniewaz w zastosowaniach Interesuja nas gtéwnie funkcje rzeczywiste,

zatozymy, ze charaktery sg tak ponumerowane,ze *k=X_k i ak=a-k'

TWIERDZENIE 4.2. Przestrzen Trig(G;Rn) jest gesta w CAP(G;Rn).
Dowéd. Patrz [111,357,372-373].«

Niech (Gb,i0)-kompaktyfikacja Bohra grupy G.Dla kazdego spo. fECAP(G;IR )
istnieje taka funkcja feC(GB;Rn),ze f=f°iB- Na zbiorze spo. CAP(G;Rn) okres$-
lony jest funkcjonat niezmienniczy IM(*), zwany czasem warto$cig $rednia spo.

Warto$¢ Sredniag spo. feCAP(G;Rn) oznacza¢ bedziemy przez W(f):

M(f(-)) := f(t)n(dt) (@)
b jG
b

LEMAT 4.3. Niech lzga G bedzie przeliczalnie zwarta. Wowczas istnieje
ciag ]Gnk n=1,2,3,.... w G spetniajgcy warunki:

(i) kazdy zbiér G jest otwarty i jego domkniecie jest zwarte;

(11) Gc G c G C woeernnnnns cGc

172 3

(lii) UG = G;

M((tG )nG")
(iv) lim e n =0, V teG [111,372-373]. =
n

Mozna udowodni¢ [372], ze dla ciagu -{G spetniajgcego warunki lematu4.3
M(f(-)) = lim~ J f(t)fi(dt) V feCAP(G;R") 9)

n G

n
PRZYKLAD 4.2. Niech G=Rn.Oznaczmy ST:="xeRn: |xJsT,k=1I,2 n}-. Wowczas

mozna udowodni¢, ze dla V feCAP(Rn;Rn) zachodzi

IM(F(-)) = lim - —  f  f(x)n(dx) (10)
TA°  (2T)n JBIST

gdzie granica istnieje jednostajnie ze wzgledu na s [357].»
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PRZYKLAD 4.3. W liniowym zbiorze Trig(G;Rn) wielomianéw trygonometrycz-

nych wprowadzimy norme

ik C IB- #(ix(-)i2
Mozna pokazac¢,ze dla kazdego wielomianu trygonometrycznego x postaci (7)

zachodzi réwnos$¢

n < ] i__n w * <i2l

”

Zbiér wielomian6w trygonometrycznych postaci (7) z norma (11) stanowi
przestrzen liniowag unormowang. Uzupetnienie tej przestrzeni (w sensie
zbieznos$ci wzgledem normy (11)) nazwiemy przestrzenig sygnatéw prawie

okresowych w sensie Besicovitcha i bedziemy oznacza¢ BZ(G;Rn) [138,357]. m

Og6lnie przestrzenig Besicovitcha Bp(G;Rn), Ispso nazwiemy przestrzen

Lp(GB;Rn). Norma w przestrzeni Bp(G;Rn) jest okre$lona wzorem

I (%) WPp:= W (IF()IP) =J [F(x) IPM(dx), dla Isp<» (13)

B cB
Dla p=» norme okreéla sie inaczej

[IfOIl m = H-ess sup” [f(x)] (14)
B B
Bp(G;Rn) jest przestrzenia Banacha z normg (13-14). Mozna utozsamiac

przestrzen spo. CAP(G;Rn) z przestrzenig sygnatow ciggtychC(GB;Rn), wiec

naturalne jest, ze CAP(G;Rn)cBp(G;Rn) 1 zawieranie to jestgeste przy p<co.

Zachodzi przy tym |[fll s|Ifll . Zauwazmy, ze wtasnosci sygnatéw z przestrze-
bp CAP

ni Bp(G;Rn) wynikaja z odpowiednich wtasnosci przestrzeni LP(GB;Rn) [357].

Zauwazmy, ze B (G;Rn) jest przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarowym

<u(-),v(-)>b2 1= wl<u(-),v(-)>j =1 <u(x),v(x)>n(dx) (15)
GB
Przeksztatcenie Fouriera-Bohra Ffi definiuje sie w nastepujacy sposob

(FBf)(x) = M(f(e)i(m)), \ xeGg (16)
Jest ono po prostu przeksztatceniem Fouriera na grupie G . Dlatego stosowane
bedzie to samo oznaczenie f=FBf. Formuta (16) ma sens np. dla feB (Gn;R ).

Spektrum funkcji f nazywany jest zbior
Sp(f) := -jXeGB: f(*)*0}. 17)
Dla feB1(G; Rn)uB2(G; Rn) spektrum Sp(f) jest co najwyzej przeliczalne. Dlatego
przeksztatcenie Fouriera spo. bedziemy czesto zapisywa¢ w postaci szeregu

Fouriera
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x(t) = a(*)*(t) (18)

gdzie a(x) = M@A(*)x(*)).

Jest on formalnie réwnowazny z szeregiem Fouriera sygnatu. Wypisuje sie
tylkosktadniki rézne od zera. Jest ich przeliczalnie wiele.Odpowiednie
charaktery tworzag tzw. widmo sygnatu x, Sp(x)c G.

Dla dowolnego spo. xeB1(G;Rn) zachodzi nieré6wnos¢

IEB)CYL s WAXEGD) = TIXC)Ib V *eG (19)

natomiast dla kazdego spo. xeB2(G;Rn) prawdziwa jest réwnos$¢Parsewala

Ix(-)[122 = [ [x(*k)|2 (20)

» B k
gdzie x(*)=IM(x( *)x( *)) (przeksztatcenie Fouriera-Bohra spo. Xx) i sumowanie
rozcigga sie na wszystkie punkty widma x eSp(x). Dowody i wiele innych

szczeg6tbw w monografiach [70,357,372-373].

4.1.5. Sygnatly o ograniczonej mocy $redniej

Rozpatrzymy teraz wazna klase sygnatéw, ktoére bedziemy nazywaé sygnatami
o ograniczonej mocy $redniej dla podkre$lenia fizycznej interpretacji. Niech
n bedzie ciggiem podzbioréw G speiniajacym zatozenia (i-iv) lematu 4.3.
Dla funkcji x€L]oc(G;Rn), x#0, zdefiniujemy

W (x(-)) := Illm~sup ’\J x(t)n(dt) (21)
n G

n
Oznaczymy Mp(G;Rn), Isp<oo, zbi6ér funkcji mierzalnych, bedacy podprzes-

trzenig L"oc(G;Rn), dla ktérych pdéinorma

<x (5)>mp = W] Ix(-)1pi /p < @ (22)
a przez Mp(G;Rn) podprzestrzen Mp(G;Rn) funkcji x, dla ktérych <x(-)>mp=0. W
przestrzeni ilorazowej

BAGiR") := Mp(G;Rn)/Mp(G;Rn) (23)
pétnorma (22) generuje norme. Mozna udowodnié¢, ze Bp(G;Rn) jest przestrzenia
Banacha. W przestrzeni BZ(G;Rn) mozna wprowadzi¢ pojecie pseudoiloczynu
skalarowego

<x(-),y(-)>B2 := WA<x(-),y(-)>]. x,yeB2(G) (24)

Relacja (24) nie okres$la iloczynu skalarowego, poniewaz nie jest liniowa.
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Przestrzen spo. Bp(G;Rn) jest podprzestrzeniag Bp(G;Rn), dla IEp<to.
Pojecie pseudoiloczynu skalarowego przenosi sie wiec réwniez na spo. z
przestrzeni B2(G;Rn), poniewaz na zbiorze Bp(G;Rn), Isp<co, Istnieje granica

lijn~ Al x(b)fi(dt), V xeBp(G) (25)
n G

rébwna, oczywiscie, granicy gérrr:ej (21).
Jezeli dwa sygnaty rzeczywiste x,yeB2(G;Rn), to mozemy je zapisa¢ w
postaci ich szeregéw Fouriera-Bohra
x(t) = £ xk*k(t), y(t) =~ teG (26)
a charaktery ’\GSp(kx)uSp(y) mozna tak poﬁumerowaé (zbior przeliczalny), ze
k> xk=x k' yk=y k’ ze wzg|l”™u na rzeczywisto$¢ sygnatéw. Iloczyn skala-

rowy (24) przyjmie wtedy postac
<x(-),y(-)>B2 = WA<x(-),y(=)>!=[ xkyk = xoyQ+ 2Re] £ xky]j (27)

Z relacji tej bedziemy czesto korzystac.

4.2. SYGNALY STOCHASTYCZNE

Proces stochastyczny okreslony w 1.2 przyjmiemy jako model stochastyczny
losowych sygnatéw fizycznych, wiec procesy stochastyczne bedziemy dalej
nazywa¢ po prostu sygnatami stochastycznymi.

Sygnaty stochastyczne mozna klasyfikowa¢ w rézny sposéb, w zalezno$ci od
przyjetego kryterium klasyfikacji. Na ogét nadrzedne jest kryterium oparte
na "strukturze" czasowej sygnatu stochastycznego, moéwigc inaczej, zwigzane z
typem zbioru okre$lonosci G.

Jezeli G=R1, tzn. czas jest elementem osi rzeczywistej lub nalezy do
podzbioru tej osi, to sygnat nazywany jest sygnatem z czasem ciggtym. Jezeli
G=Z1 lub G=rzZ1,TeR1l, tzn. czas jest elementem przeliczalnego zbioru punktéow
osi rzeczywistej (jednakowo od siebie odlegtych na osi czasu), to sygnat
nazywamy sygnatem z czasem dyskretnym. Czasem moéwimy o sygnale dyskretnym,
jezeli grupa G jest dyskretna.

Drugie kryterium klasyfikacji dotyczy "struktury amplitudowej" sygnatu
stochastycznego,bedzie wiec ono zwigzane z typem zmiennych losowych bedacych
wartosciami sygnatu stochastycznego, charakterem zmienno$ci w czasie i wtas-

nos$ciami energetycznymi.
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Poniewaz przyjecie koncepcji, ze czas jest elementem grupy, eliminuje
konieczno$¢ rozr6zniania sygnatow ze wzgledu na pierwsze kryterium, skoncen-

trujemy sie na wtasno$ciach "amplitudowych".

4.2.1. Sygnaty ciggte i ograniczone

Pojecie ciggtoéci moze by¢ wprowadzone dla sygnatu stochastycznego,
okreélonego na grupie, na kilka réznych sposob6éw, podobnie jak to sie dzieje
dla sygnatéw stochastycznych z czasem ciggtym i dyskretnym. Fakt ten wynika
z tego, ze zbiezno$¢ w zbiorze zmiennych losowych moze by¢ zdefiniowana na
kilka sposobéw. Najcze$ciej wprowadza sie zbiezno$¢ weditug miary, z prawdo-
podobienstwem 1 (mod (P)) lub w sensie $rednim. Poréwnanie réznych rodzajow
zbiezno$ci mozna znalezé np. w [92,94,295,318].

Ponizej skoncentrujemy sie na wykorzystaniu pojecia zbieznoéci w sensie
§rednim. Oznaczymy przez C(G;Lp(fi,g,P;Rn)) (analogicznie C(G;Lp(n,g,P;Cn))
oraz C(G;LP(Q,g,P;.2(Rn,Rn))) zbiér wszystkich sygnatéw stochastycznych
e(t,t>), teG.uen, ciagtych i ograniczonych w sensie p-$rednim, psi, o wartos-
ciach w LP(Q, 3,P;IRn) (Lp(n,g,P;Cn) lub LP(25,P; 2(IRn,Rn)) odpowiednio).

Topologie zbieznos$ci jednostajnej wprowadzamy definiujagc norme w przes-

trzeni C(G;Lp(fi,g,P;Rn)), ptl, w nastepujacy sposéb

IM '« ")HC(G;Lp(n, g,P;Rn)) := suPteGHx (t-*“’Hp (28)
Wprowadzone sygnaty z przestrzeni C(G;LP(2g,P;Rn)) nazywa sie sygnatami
ciggtymi i ograniczonymi w sensie p-$rednlm, a w przypadku gdy p=2, bedziemy
mowi¢ po prostu o ciagtos$ci Sredniokwadratowej.

Przez Cq(G;Lp(S2,9,P;Rn)) oznaczymy zbiér wszystkich sygnatéw stochas-
tycznych £eC(G; Lp(fi, g, P; Rn)) takich, ze V e>0 istnieje zbiér zwarty FcG, dla
ktérego iie(t,-)llp<e V teF'. Przez COO(G;Lp(Q,g,P;Rn)) oznacza¢ bedziemy
zbior wszystkich sygnatéw stochastycznych £eC(G;LP(Q,g,P;Rn)), dla ktérych
istnieje zbi6ér zwarty FcG taki, ze e(t,u)=0 V teF',mod(P). Przestrzen C00
nazywamy przestrzenig sygnatow p-tego rzedu o no$niku zwartym mod(P).

Podobnie jak w przypadku deterministycznym zachodzi zawieranie

Coo(G;Lp(n,g,P;IRn)) C Cq(G;Lp(f2,g,P;RNn)) ¢ C(G;Lp(2 g, P;RN))
ponadto Coo(G;Lp(E2,g,P;Rn) jest gestym podzbiorem przestrzeni
Co(G;Lp(n,g,P;Rn)). Jezeli G jest grupg zwartg, to Cq(G,Lp(n,g,P;Rn)) =
C(G;Lp(#2,9,P;IRm)), ale jezeli G jest lokalnie zwarta, ktéra nie jest zwarta,

to woéwczas Co(G;Lp(Q,g,P;Rn)) * C(G; LP(Q, g, P;Rn)).
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Przez 8(G;LP(Q,9,P;Rn))=8p(G;Rn), pal, oznaczymy przestrzen sygnatow
ograniczonych w sensie p-$rednim z normag (28).

Przez 80(G;Lp(n,g,P;Rn))=8p(G;Rn), pil, oznaczymy podzbiér wszystkich
sygnatéw ograniczonych w sensie p-$rednim xe8p(G;Rn) takich,ze V e>0 3 zbior
zwarty FcG, dla ktéorego |Ix(®)]] <e V tsF'. Bedziemy w takim przypadku w
uproszczeniu moéwi¢, ze sygnat l.i.m. x(t) = 0 przy "t— » a"

Jezeli supp(x)cA i zalezy nam na wyréznieniu tego faktu w teks$cie, to
piszemy C(A; Lp(#2 g, P; Rn)) etc. Wiecej informacji czytelnik znajdzie w pracach
[20-22,36,314-315].

W podobny sposéb bedziemy rozumieé¢ przestrzenie sygnatow ciggtych o
wartosciach w Lp(n, g, P; Cn), C(G; Lp(fl, g, P; JIC(Rn,Rn)) dla Isps», etc.

Podobnie jak w przypadku deterministycznym, ws$réd sygnatow stochastycz-
nych, wystepujacych w ukiadach dynamicznych, wyrézni¢ mozna tzw. “"stan
ustalony" i "stan przejsciowy", ktory charakteryzuje sie procesem dazacym do
zera przy "t— » <", przy czym zbiezno$¢ mozna rozumie¢ na wiele sposobéw. W
wielu przypadkach interesuje nas tylko stan ustalony. Sygnaly z przestrzeni
Cq(G;L2(Q, g,P;RN)) i 8q(G;Lp(fi,g,P;Rn)) posiadaja interesujgcg nas inter-
pretacje fizykalng, sa to sygnaty, ktére "dazg do zera w sensie $rednim przy
t—> Ostatnie stwierdzenie jest,oczywiscie $ciste,tylko dla grup liniowo
uporzadkowanych (patrz Dodatek A).

Podzielmy przestrzen C(G;L2(fi,g,P; Rn)) na roztgczne klasy réwnowaznosci
w taki sposéb, ze dwa sygnaty stochastyczne f~eCtG;LZ(Q, g,P;Rn)) beda
naleze¢ do tej samej klasy wtedy i tylko wtedy, gdy £ eC (G;L2(E g, P;Rn)).
Zbiér tak wprowadzonych klas réwnowazno$ci oznacza¢ bedziemy jako przestrzen
ilorazowg C/Cq(G; L2(Q, g, P;Rn)).

Interpretacja fizyczna tego faktu jest taka, ze dwa sygnaty £ ,e eC/C
bedziemy uwaza¢ za jednakowe, jezeli reprezentujg ten sam "stan ustalony w
sensie $rednim".

W podobny spos6b mozna wprowadzi¢ przestrzenie ilorazowe sygnatow

ciggtych C/Cq(G;Lp(n,g,P;Cn)) o wartoéciach w Lp(n,g,P;Cn) dla Isp<co.
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4.2.2. Sygnaty o skonczonej $Sredniej energii

Oznaczymy przez Lr,q(G;IRn) = Lr(G;Lqg(fi,g,P; Rn)), Isr,q<a> przestrzen mie-
rzalnych sygnatéw stochastycznych £(t, O.teG o wartosciach w przestrzeni

funkcji losowych Lq(2,5,P;Rn), dla ktdérych

ll«t-.*>1lpg ( [IK<t.«)]IV(dt)]l'q < « (29)
L © (o] '
Przestrzenie Lr,q(G;Rn) bywajg nazywane przestrzeniami z mieszang norma.

Dalej uzywamy skréconej notacji

IK(-.) 11 g := [1€C)ILr., () (30)

W przypadku gdy r=g=2, mamy do czynienia z przestrzenig Hilberta. Niech

EV elL2,2(G;Rn). W tym przypadku piszemy réwniez

<€(e.®).»n(e,*)> =<(x, ), (e, °)> =[ E[<e(t.w),T)(t,w)>]/i(dt) (31)
L * (G G * >
dla oznaczenia iloczynu skalarowego w przestrzeni L ° (G;Rn).

Bedziemy moéwi¢, ze sygnatly stochastyczne nalezgce do przestrzeni

L2,2(G;IRn) posiadaja skonczona energie S$rednig.

4.2.3. Sygnaty stacjonarne

Sygnaty stochastyczne stacjonarne zajmuja bardzo wazne miejsce w zasto-

waniach. Z tego powodu zajmiemy sie nimi bardziej szczegoétowo.

DEFINICJA 4.1. Sygnat stochastyczny e(t,u), teG, ueQ, nazwiemy sygnatem

stacjonarnym w $cistym sensie, jezeli V keZ\xeG dystrybuanty sygnatu £(t, *)

i sygnatu £(t+r, *) sg sobie réwne V tl' t2 tkeG, xl,xé\,...,xkeRn, tzn.
F [COND S X )=F (Xgy ¥ eeenenen X ).m
Lty t 1'72 K 11+T,12+T tk+T r3 l)

Warunek $cistej stacjonarno$ci jest zazwyczaj warunkiem zbyt silnym w
odniesieniu do sygnatéw o praktycznym znaczeniu. Bardziej praktyczne

znaczenie ma pojecie stacjonarno$ci w szerszym sensie.

DEFINICJA 4.2. Sygnal stochastyczny e(t,w), teG,ueQ, o wartosciach w Rn
nazwiemy stacjonarnym w szerszym sensie, jezeli
(i) Ee(t,*) = const, V teG;
(ii) £(t, =)€L2(n,g,P;Rn), VtEG;
(iii) R~™(t,s) = R(t-s), V t,seG .gdzie ReC(G; J?(Rn,Rn)) [107,118,126]. =
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Kazdy sygnat stochastyczny £(t,u),teG, t>Q, stacjonarny w szerszym sensie
posiada reprezentacje spektralng postaci
€(t,u) = f x(t)<(dx), V teG (32)
gdzie £ jest miarag losowa, tzw. Gprocesem spektralnym procesu £
EA(dx)C*(dz)j = F? (dx), trr(G)j< » (33)
Z drugiej strony,poniewaz R jest funkcjg dodatnio okreélona, wiec na podsta-
wie twierdzenia Weila [207] zachodzi relacja

R(t) = f x(t)F? (dx) , V teG (34)

e nc
Miara F o wartosciach z £(Rn,Rn) jest okre$lona jednoznacznie przez funkcje
R 1 jest nazywana miarg spektralng procesu e [94,107,118,299].
Bardziej zaawansowana analiza uktadéw dynamicznych z procesami stacjo-

narnymi w szerszym sensie jest zawarta w dodatku C.
4.2.4. Sygnaty okresowe
Niech e(t,t>), teG, ueQ bedzie procesem stochastycznym mierzalnym i os$rod-

kowym o warto$ciach w Rn.

DEFINICJA 4.3. Sygnat stochastyczny £(t,u),teG,uefi nazwiemy H-okresowym
w silnym sensie, jezeli V kezZ*,~,~....... ~k6N T XiT X2 Xk6Rn “un*ccJe zmien-

nej reG
Ix ,x xk? (35)

sg funkcjami H-okresowymi. m

PRZYKLAD 4.4. Niech G=R1,H=tZ1,reR1,teG, wobwczas sygnaty
e(t,w)= cos® |on g(t, u)=cos” ) +T)( te<J, ueC2 (36)

gdzie i? jest procesem stacjonarnym, sa sygnatami T-okresowymi. m

Definicja 4.3 jest réwnowazna ponizszym definicjom.
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DEFINICJA 4.4. Sygnat e(t,u), teG.ueB nazwiemy H-okresowym w silnym

sensie, jezeli V reZ}, tl,zt treG i dowolnych zbioréw borelowskich
Al'f\ Areg(IRn) funkcje
pie(it +x,w)eAl,¢5t +Xv“>)e‘§ ,(-;(tr+x,u)eAriI (37)

sg H-okresowe ze wzgledu na zmienng T.m

DEFINICJA 4.5. Sygnat e(t,u), teG, o0eQ nazwiemy H-okresowym w silnym
sensie, jezeli V rezZ*,t ,t t"eG i dowolnej ciggtej 1 ograniczonej

funkcji f okreélonej na Rn funkcje
ErMA(tArr.wl.edn,«) ..., e(tr+T,u)jj (38)

sg H-okresowe ze wzgledu na zmienng t.m

Jezeli V teG istnieje warto$¢ oczekiwana m\(t)=Ee(t,w), to m (t) jest

funkcja H-okresowg. Jezeli istnieja momenty
(; k k k\
0(t ,«) ‘e(t ,w) 2....2(t ,u) r (39)
1 2 r i
to funkcje
i* to+x, t + t + 40
ke k(X r') 0
sg H-okresowe ze wzgledu na zmienng t.

DEFINICJA 4.6. Sygnaty stochastyczne (t,«)", teG,o>en, dla k=1,2, ..,m,
nazwiemy H-periodycznie zwigzanymi w silnym sensie, Jezeli V n .n n ez
(1.1 m 11 m L
t E t  e6, x.,x2 X elR funkc&a
1 n i "m

.C (It“+r,w)<xl* e (tB +t, u)<xm1l (41)

p{;el(1t’+T,w)<x1‘,c§|gt‘+T,«)<x2_|_“
v ra m 7

jest H-okresowg funkcjg zmiennej xeG. m

Warunek $cistej okresowos$ci jest zazwyczaj warunkiem zbyt silnym w od-
niesieniu do sygnatéw o praktycznym znaczeniu. Bardziej praktyczne znaczenie

moze mie¢ pojecie okresowos$ci w sensie szerszym ($rednim).

DEFINICJA 4.7. Sygnat stochastyczny £(t,w), teG.ueC)J o wartos$ciach w IRn
nazwiemy H-okresowym w sensie szerszym ($rednim), jezeli
(i) ?(t, OeL”™a.g.PjR"), V teG;
(ii) E£(t,e) jest sygnatem H-okresowym;
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(iii) macierz autokorelacji sygnatu £, tj. R7™e(t+T,s+x) jest H-okresowa

funkcja zmiennej xeG, V t.seG.«

DEFINICJA 4.8. Oznaczmy przez La,Z(G; !m)=LE|(G/H;L2(CZ.3, P; Rn)) zbior
H-okresowych, mierzalnych sygnatéw stochastycznych 2. rzedu x, o wartosciach

w Rn, okre$lonych dla teG.wefi, takich ze

e *MIVal— iZTETHTI I]x(t.-)]]2 M(dt) < - (42)
G/H

L
H

gdzie x = x«7tH-m

tatwo zauwazy¢,ze tak okre$lona przestrzen jest przestrzenig Hilberta.

TWIERDZENIE 4.4. Transformata Fouriera dowolnej funkcji losowej

xelL2,2(G;IRn), G/H - grupa zwarta, okres$lona w spos6b nastepujacy

x(*’t) = n(G/H) \] L)x(fc* ). *eG (43)
gdzie catke rozumiemy w sensie S$redniokwadratowym, jest funkcjg ciggta w

sensie $rednim, okre$long na grupie dualnej G i jest elementem przestrzeni

C (G;L2(C,3.P:Cn)), Jezeli tylko G nie jest dyskretna.
®

Jezeli X€La,2(G; IR1), to x(t,u>)= r_lak(w)*k(t), tEG,w€Q i ponadto
K=

0 x(-) 122 oy u4)

gdzie a’\(o)):-"(lgy T;k(t)x(t,u)fﬂdt) \ Relacja (43) okres$la Izome-
G
tryczny izomorfizm L2,2(G;Rn) a 12(L2(£2,3,P;Cn)).

Dowo6d. Wynika bezposrednio z wtasno$ci przeksztatcenia Fouriera-Bohra na

kompaktyfikacji Bohra Gfi grupy G i definicji 4.8.«

4.2.5. Sygnaty prawie okresowe

DEFINICJA 4.9. Sygnat stochastyczny £(t,u), teG,ueQ nazwiemy sygnatem

prawie okresowym w $cistym sensie jezeli V keZ*,xeG dystrybuanta sygnatu ?

F (Xy X peenennnns X
t1+X,E +X, ,tk+X 172 12

jest V tj,t2 X1,X2 XkeRn Prawie okresowg funkcja x.m
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Warunek $cistej prawie okresowosci jest zazwyczaj warunkiem zbyt silnym
w odniesieniu do sygnatow o  praktycznym znaczeniu. W dalszych
zastosowaniach bardziej praktyczne znaczenie bedzie miato pojecie prawie
okresowos$ci w sensie szerszym (p-$rednim, gdzie psi).

Niech CAPp(G; Rn)=CAP(G;Lp(fl,3.P;R")),PS1, oznacza dalej zbiér sygnatéw
stochastycznych prawie okresowych (sspo. ) w sensie Bohra okres$lonych na G, o
wartosciach w przestrzeni zmiennych losowych rzeczywistych rzedu p, psi por.
[357]. 0 sygnatach stochastycznych z przestrzeni CAPp(G;IRn) bedziemy moéwic,
ze sa prawie okresowe w sensie szerszym (p-$rednim). W zbiorze CAPp(G;Rn)
wyréznimy podzbiér Trigp(G;Rn)= Trigp(G;LP(H, 3,P;Rn)) losowych wielomianéw
trygonometrycznych, tj. funkcji postaci

n

x(t,£>) = ynak(u) k(t), teG, ak€LP(£5,g.P|C D, xkeG (45)
a poniewaz w zastosowaniach interesujg nas gtéwnie funkcje rzeczywiste, za-
tozymy, ze charaktery sa tak ponumerowane, ze Xk:x"k i ac:=a mod(P).

TWIERDZENIE 4.5. Przestrzen Trigp(G;LP(23,P;Rn)),psi, jest gesta w
CAP(G;Lp(n,3,P;IRn)).

Dowdéd. Wynika z [357,s.123, dla przypadku gdy G=R* por. réwniez [7].»

Dla kazdego sspo. £eCAPp(G;LP(Q,3.P;R")).P-1. istnieje taki ciggty
proces stochastyczny 6;€C(Gb;LP(Q,3,P;Rn))m ze e=§°iB. Na zbiorze sspo.
CAPp(G;Rn) okres$lony jest losowy funkcjonat niezmienniczy, podobny do W,
okres$lonego relacja (8), z tag réznicg, ze catka okres$lona jest w przestrzeni
Lp(fl,3,P;Rn). Dla unikniecia wprowadzania nowych oznaczen, bedziemy uzywaé
tego samego oznaczenia M‘) Nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumien.

Funkcjonat ten (inaczej warto$¢ Srednia sspo. eeCAPp(G;Rn)) oznacza¢c
bedziemy przez M(eg):

N(e(-,fc>)) := -M(g'yJ €(t,w)M(dt). mod(P) (46)

B c
B

przy czym catkowanie rozumiane jest w sensie przestrzeni LP(Q,3,P;Rn)e
LEMAT 4.6. Mozna udowodni¢ ze dla ciggu -,jGn)I spetniajacego warunki
lematu 4.3

M(e(>,w)) =

l.
n —» co

i.m. )Jf e(t,u))i(dt), mod(P), V esCAPp(G) (47)
n G

Dowo6d. Dowd6d pominiemy. Por. [372,s.546]»
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PRZYKLAD 4.5. Niech G=R*. Wéwczas mozna udowodni¢, ze dla V eeCAPp(RI;Rn)

ptl, zachodzi
Wie(-.u)) = 1Itm. v et foym(dt), mod(P) (48)
Por. [138,357].i

PRZYKLAD 4.6. W liniowym zbiorze Trig2(G;LZ(£2,3,P;Rn)) losowych

wielomianéw trygonometrycznych wprowadzimy norme

He("*>)UTrl,.2:=M (€, )13 * N Tric2(G) (49)

Mozna pokazaé¢, ze dla kazdego Ilosowego wielomianu trygonometrycznego £
YN
ns(-*-0.82=

(9>

Zbiér losowych wielomianéw trygonometrycznych postaci (45) z normg (49)

postaci (49) zachodzi réwnos¢

stanowi przestrzen liniowg unormowang. Uzupetnienie tej przestrzeni (w
sensie zbieznos$ci wzgledem normy (49)) nazwiemy przestrzenig hilbertowskich
sspo. (ewentualnie sspo. w sensie $redniokwadratowym) w sensie Besicovitcha

i bedziemy oznacza¢ BZ(G; L2(E2 3, P;Rn))=B2,2(G;Rn). =m

DEFINICJA 4.10. Ogdlnie przestrzenig Besicovitcha BP(G;Lq(®2 3.P;Rn)) =
Bp,q(G;Rn), Is§p.gsco, nazwiemy przestrzen sygnatéow losowych Lp,q(GB;Rn).

Norma w przestrzeni Bp,q(G;Rn) ,IEp<oo, Isgsoo jest okre$lona wzorem

il€(-.-)irp>g:=w (I]€C-.*J||gP) = HE(t-*)IUP#*(dt) (51)
B
Dla p=o0 ,l<g<oo norme okre$la sie inaczej
IK("-°Il o, := MeSS surtec lle (t**)IL (52)
B B

Bp,q(G; Rn),p, qsl jest przestrzenig Banacha z mieszang normag (51-52) [357].»

Poniewaz mozna utozsamia¢ przestrzen sspo. CAPq(G;Rn) z przestrzenia
sygnatow ciagtych C(Gg;Lq(Q, 3,P;R"))> wiec naturalne jest, ze CAPq(G;Rn) c

Bp,q(G;Rn) i zawieranie to jest geste dla p,g<oa. Zachodzi przy tym II-ll S
BP.q

|I-1lcAPg- Zauwazmy, ze wtasnosci funkcji z przestrzeni Bp,q(G;Rn) wynikajg z

odpowiednich wtasnosci przestrzeni Lp,q(GB;Rn).
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Zauwazmy, ze B2,2(G;IRn) jest przestrzenig Hilberta z iloczynem
skalarowym
<€(e. -).m*I(-. -)>B2,2:=«(«;(*. ®).V(-,-)>2]=ATi-r J <€(t,-).n(t, -)>2M(dt)
B Ob
(53)

Przeksztatcenie losowe Fouriera-Bohra F zdefiniujemy wykorzystujagc

losowy funkcjonat (46) w nastepujacy sposéb

(FEE)G«) 7= W(e(-,t2)x(,))1

Jest ono po prostu losowym przeksztatceniem Fouriera na grupie Gb_ Dlatego

mod(P), V *eG, (54)

stosowane bedzie to samo oznaczenie e=FBE. Formuta (54) ma sens np. dla

eeB ,q(G;IRn), qgsl. Spektrum sygnatu losowego £ nazywamy zbior
Sp(e) := U eGB: £(*.<<>)*0 dla 0B" ££2, P(f2i)>0}- (55)

Dla e€B1,q(G;IRn)uB2,q(G;IR"), q£l spektrum Sp(£) jest co najwyzej przeli-
czalne. Dlatego roéwniez losowe przeksztatcenie Fouriera sspo. bedziemy

czesto zapisywa¢ w postaci losowego szeregu Fouriera

e(t,t>) = \t/JX(I'S a(*.<>)F, mod(P), *eG (56)

gdzie a(*,u) = W(*(*)?(*, u)).

Jest on formalnie réwnowazny (mod(P)) z losowym szeregiem Fouriera
sygnatu £. Wypisuje sie tylko sktadniki rézne od zera. Jest ich przeli-
czalnie wiele. Odpowiednie charaktery tworzg tzw. widmofunkcji £,Sp(£)c G

Dla dowolnego sspo. eeB1,q(G;Rn) zachodzi nier6wnos$¢ -

HEB)) g * M(T1ECG-)T1a) = 1IX(+)Bl,q . V x<=G,qil (57)

natomiast dla kazdego sspo. eeB2,2(G;Rn) prawdziwa jest réwnos$¢ Parsewala
eIz 2 = lk HEGK. "Il 2 (58)
B
gdzie ?(*, w)=M(a:(=)?(m, w)), mod(P) (losowe przeksztatcenie Fouriera-Bohra

sspo. e i sumowanie rozcigga sie na wszystkie punkty widma Sp(x). Dowody

i wiele innych szczeg6téw w monografiach [7,357].

4.2.6. Sygnaly o skonczonej $redniej mocy

Rozpatrzmy teraz wazng klase sygnatdw stochastycznych, ktére bedziemy
nazywaé¢ sygnatami o ograniczonej mocy $redniej dla podkre$lenia czytelnej
fizycznej interpretacji. Niech {Gn bedzie ciggiem podzbioré6w G spetniajacym
zatozenia (i-iv) lematu 4.3.

v
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DEFINICJA 4.11. Oznaczymy Mp,q(G; Rn)=Mp(G; Lq(£2, 3, P; Rn)), Isp<», qgtl zbidr
sygnatéw mierzalnych, bedacy podprzestrzenia Lp® (G;Lq(£2 3, P;Rn)). dla
ktéorych péinorma

<€(-.-)>WP.q = M(I1€C) I IaPj /P < © (59)
a przez Mp,q(G;Rn) podprzestrzen Mp,q(G;Rn) funkcji losowych e, dla ktérych
<e(-, -)>mp,ci=0. W przestrzeni ilorazowej

Bp.q(G:Rn) := Mp,q(G;Rn)/Mp’q(G;R") (60)

péinorma (59) generuje norme.»

Mozna udowodni¢, ze Bp,q(G;Rn) jest przestrzenig Banacha. W przestrzeni
fl2,2(G;Rn) mozna wprowadzi¢ pojecie pseudoiloczynu skalarowego

<€(-.-),h(*.-)>b2,2 := *), ti(-, *)>J . V e.r, 6 B2>2(G;R") (61)

Relacja (59) nie okresla iloczynu skalarowego, poniewaz nie jest liniowa.
Przestrzen sspo. Bp,q(G;Rn) jest podprzestrzenia Bp,q(G;Rn), dla Isp<co.

Pojecie pseudoiloczynu skalarowego przenosi sie wiec réwniez na sspo. z

przestrzeni B2,2(G;Rn), poniewaz na zbiorze Bp,q(G;Rn), Isp,gq<m, istnieje
granica
it~ woy j IK (t--)11> (dt) V e6Bp'q(G;Rn) (62)
n G
n

rébwna, oczywiscie, granicy gdrnej (59).

Jezeli dwa sygnatly rzeczywiste e, Y€B2,2(G;Rn), to mozemy je zapisa¢ w
postaci ich szeregéw Fouriera-Bohra

e(t,t>) = ]/k_eklu)x,k(t), T)(t,m) = ¥k_vk((>)k(t), mod(P), V teG (63)

a charaktery”~eSp(x)uSp(y) mozna tak ponumerowaé¢ (zbiér przeliczalny), ze
Xk -Xk . éli=€k. Hk-H , mod(P),ze wzgledu narzeczywisto$s¢ sygnatéw. Iloczyn
skalarowy (61) przyjmie wtedy postac

1

<€(+,0),!1»(+-)>B2,2 = s[<€(-.-).fI(-,-)> ]=y ekV goV 2Ref [ ?a).  (64)

Z relacji tej bedziemy czesto korzystac.



Rozdziat V. UKLADY DYNAMICZNE LINIOWE

5.1. ROWNANIE REZOLWENTY

W teorii réwnan catkowych i w ich zastosowaniach, szczeg6lnie w przypadku
ciggtym G=R1 i Q=R*, pojawiaja sie bardzo czesto pojecia:jgdra rozwigzujgcego
i rezolwenty. Uzywane s one w zasadzie powszechnie [79-80,167,190,196].

Czy mozna ten bardzo wygodny pomyst zastosowaé do réwnan catkowych pos-
taci (2.7) okres$lonych na lzga. G?

Niech dany bedzie deterministyczny uktad dynamiczny opisany liniowym

ré6wnaniem catkowym z jadrem k(t,s)

x(t) = z(t) + f k(t, s)x(s)/i(ds), teQ 1)

Odpowiadajagce mu jagdro rozwigzujgce oznaczymy przez r(t,s). Omoéwimy krotko
jego wtasnosci. Formalnie réwnanie dla Jadra rozwigzujgcego skojarzonego

z k(t,s) zapisywa¢ bedziemy w postaci nastepujacego réwnania

r(t,s) = k(t,s) + f r(t,u)k(u,s)n(du) (2)
QW

t S
Jezeli k jest wielko$cig skalarng, podobng wtasnos$¢ posiada r. Podobnie, gdy

k jest macierzag o wymiarach nxn, r réwniez jest macierzg o wymiarach nxn.
Przypus¢my, ze jadro rozwigzujace r istnieje jako rozwigzanie réwnania (2)
oraz ze wszystkie catki majg sens. Pomnézmy obie strony rdédwnania (1) przez

r(t,s) i scatkujmy na zbiorze Q" Otrzymamy

| r(t,u)x(u)fi(du)-] r(t,u)z(u)fi(du)=Ff r(t,u)f k(u, s)x(s)fx(ds)n(du)
0. JO o} 0

= f f r(t,u)l (s)k(u, s)x(s)ji(ds)n(du) =

AVAR
=1 f r(t.u)k(u,s)x(s)n(du)n(ds) = f (r(t,s)-k(t,s))x(s)n(ds)
JQtJQt\QS Q

t
Ostatnia réwnos$¢,po uwzglednieniu relacji (2), upowaznia do napisania, ze

foret, s)z(s)n(ds) = T k(t, s)x(s)Zi(ds) (3)
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a zatem

x(t) = r(t,s)z(s)n(ds) 4)

Wynika stad, ze jezeli znane jest rozwigzanie roéwnania rezolwentowego
(2), to rozwigzanie réwnania liniowego (1) moze by¢ zapisane w postaci
jawnej zaleznosdci od funkcji z. Ten fakt uzasadnia stosowanie "klasycznego"
okreélenia "jadro rozwigzujgce" dla funkcji r.

Mozna pokazac,ze

r(t, u)k(u, s)fi(ds) = I k(t,u)r(u,s)]i(ds) (5)
"0 \Q, 0.\Q,
a rownanie rezolwenty (2) mozna zapisa¢ w postaci réwnowaznej
r(t,s) = k(t,s) + f  k(t,u)r(u, s)n(du) (6)
Jq\()S

Jezeli macierz k posiada wtasnos¢, ze k(t,s)=k(t-s), rozwazania mozna

uprosci¢. Z rownosci (6) wynika w tym przypadku, ze

r(t+s,s) = k(t) + f k(t+s, u)r(u, s)fi(du) =
(+S\Q

= k(t) +f Kk(t+s,u+s)r (u+s,s)/i(du) =k (t) + f k(t-u)r(u+s, s)/i(du) (7)

S

a to oznacza, ze r(t+s,s)=r(t,e)=r(t) nie zalezy od parametrus. Wtym przy-

padku réwnanie (6) mozna zapisa¢ w postaci uproszczonej
r(t) = k(t) + f k(t-u)r(u)n(du)
Wynika stad, ze jezeli jadro k(t,s)=k(t-s), to te samag wiasno$¢ posiada
jadro rozwigzujace r(t,s)=r(t-s). Fakt ten, znany w przypadku G=r\ jest
szeroko wykorzystywany w klasycznej teorii liniowych, stacjonarnych uktadéw

dynamicznych.

5.2. UKLADY DETERMINISTYCZNE

Analize rozpoczniemy od przedyskutowania wtasnos$ci jednowymiarowego,

stacjonarnego i przyczynowego operatora liniowego A danego relacja

y(t):= (Ax)(t):= [ x(t-h)k(dh), teQ (8)

gdzie k jest miarg regularng o wahaniu ograniczonym: keV(Q; if(R,R)), supp(x)cQ.
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5.2.1. Wtasnos$ci w przestrzeniach L2

Rozdziat V

Analizy operatora A dokonamy przy zatozeniu, ze A: L2(Q;Rt) — » LZCQ;IR1).

Sprawdzimy najpierw nos$nik. Niech supp(x)cQ, woéwczas prawdziwy jest

relacji
1 Ix(t-h)k(dh)=0j o ~hesupp(k)j a ~t-hesupp(x)j »
« "“h€supp(k)j a ~tesupp(x)nsupp(k)j
Ale poniewaz Q jest pdigrupg domknieta, na podstawie (9) mamy
supp(Ax) = «t: (Ax) (t)2O~dc(supp(x)nsupp(k) )dcQ
Niech xelL2(Q;R1). Dla dowolnego uelL2”;«1) 1 reQ mamy

Der(t)u(t)fx(dt) = JerT(X)u (*)m (d*)
gdzie

XT(X) = [i(t)xT(Ofi(dt) = f i()x(t)ti(dt)

ciag

(9)

(10)

(11)

Relacja (10) nie zalezy, oczywiscie, od zachowania sie u(t) dla tfSC». Niech

u(t): = J XT(t-h)k(dh)

B
t
Zauwazmy, ze

u(t) = I x (t-h)k(dh) =y (t)

poniewaz operator A jest przyczynowy. Wyznaczymy transformate

funkcji u. Mamy
u(*) = Fa:(t)f x (t-h)k(dh)/Zi(dt) =
n Jn
°t
= | ilt)J 17h;Sstr(h)k(dh)xT (t-h)/Zi(dt)

Dokonamy w (14) zamiany zmiennych t-h— > ¢. Otrzymamy

u(*) = f fz(T)+h)k(dh)x (Thn(dr) = k(*)x_(*)
Jolo T

Stad oraz z relacji (10) wynika, ze

ly(t)|2Mm(dt) a f Ju(t)|2Mm(dt) = f Jk(x)x(x)]2m(dx) s
oT Q c T

5 su” ealk (™) = suP ALk (%) 20X (D)]12
Cc

Ostatnia réwnos$¢ zachodzi na podstawie twierdzenia Parsevala [7,111].

(12)

(13)

Fouriera

(14)

(15)
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Podobnie dowodzimy, ze
x()y(t)>i(dt) = f x(t)u(t)fi(dt) = fx (x)(k(*)x (X)) m(d*} =
' \

= J.ReMk(*)] [XT(x)|2m(dx) s sup”- Relk(*)jlIxt (*)[2 (16)

W analogiczny sposéb mozemy oszacowaé iloczyn skalarowy funkcji x(e) i

y () z dotu.

TWIERDZENIE 5.1. V xeQ operator A dany relacja (8) przeksztatca przest-

rzen I/tO~jR1) w siebie i zachodzg nieréwnosci:

(UM 2 :=1At2 s suPzbg “W ;

(ii) supz(A) = supLZ(A) & SUPsps Re];k(*)l);

(iii) |nf2(A) = |nfL2(A) —inf ; Reik(x)b.
W przestrzeni ~(OjR1) we wzorach (i-ili) zachodzi znak réwnoSdci.
Dowéd.Dla wzglednie zwartego nieré6wnos$ci (i-iii) wynikaja wprost z

oszacowan (15-16). Aby pokazaé, ze dla Q =Q zachodzg réwnos$ci, pokazemy, ze
* N *
istnieje ciag *{xn(*)k eIeEentéw przestrzeni L (G;IR) o normach réwnych

jednosdci, dla ktérego 3 xreG, takie ze
w2

_IKCYX_ () m(dx) K(/)] an

oraz

J.Refkt*))1Aw  m(d) Re|k(*7)J (18)

przy n— » < Dla uproszczenia rozwazan zatézmy, ze eeQ oraz Qu(-Q)-G. Niech
-I(Sn}/ bedzie ciggiem zwartych, symetrycznych (Snz-Sn) otoczen elementu

neutralnego e w grupie G, ktdre spetniajag warunki:

(i) Slcg CSSC cSnc .........
®
(il) USn=G;
n=1
n((t+s yns )
(iii) ,'ﬂf_fl» ------ M(‘SA) »* o= 1) V teG.

Zatlozenia te sa szczegbélnym przypadkiem warunku (iv) lematu 4.3.

Niech FS () bedzie transformatg Fouriera funkcji charakterystycznej

1S (*), tzn.
n
Fo(*):=1[ *(t)l (t)fi(dt), *eG.
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Rozdziat V
Poniewaz Sn=-Sm> Fs (*) jest funkcja rzeczywistg i Fg (x)=F (*).
n n n
Zdefiniujemy cigg funkcji -{x (*)}s, n=1,2,3....... w spos6b nastepujacy
1/2
Z (t)lg (1) dla teQ
x (t) :=
dla t*Q

gdzie x eG, jest pewnym ustalonym charakterem grupy dualnej. Zauwazmy, ze
Fs (xxy)=[is /1,(*)
Dalej mamy " "
J Ixn(t)] Mdt) - J —(2 ] Is (t)fi(dt) = 1, v n
n 0 n n
Transformata Fouriera funkcji x ma postac
n

k1/2

xn(x) = . X7(t)ls (t)M(dt) =
Q v n n
= (2fi(s )" V2f (z(t)xr(t)+x(t)*T(t))i (t)n(dt) =
G Sn
= (@M®))'VZFs (ixr #s (xir)) V XEG (19)
"n n
Oznaczmy Fg (Z)=Fg (~y)+Fs (”~y). Otrzymamy
n n n
T
] "« "f-"E - Tnfrill, ) <«*’ " >) m
n G n 1 n v n X n
" M((ts )nS )
= *7(t) M(Sn) n (20)

Wyrazenie po prawej stronie relacji (20) jest réwne *7(t) dla t=e i dazy
do *7(t) przy n—» odla t*e. To znaczy, ze

N, | X% (X>) = dxxr) .

gdzie przez c (”~7) oznaczono miare atomowg w punkcie *7.To dowodzi prawdzi-
wosci relacji (17) i (18).«

W przypadku wielowymiarowym twierdzenie 5.1 da sie uog6lni¢ w naste-

pujacy spos6b. Niech wielowymiarowy uktad dynamiczny opisany jest wektorowym
operatorem splotowym:
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y(t) = (Ax)(t):= fh(ds)x(t-s), teQ (21)
°t
gdzie h(-) jest regularng miarg macierzowg o wahaniu ograniczonym:

h61/(Q;E((Rn,Rm)) i supp(x)cQ.

TWIERDZENIE 5.2. Operator A dany relacja (21) przeksztatca n-wymiarowg
przestrzen L2(QT;Rn), reQ,w m-wymiarowg przestrzen L2( ; R”),xeQ i prawdziwe

jest oszacowanie:

M 2 s suPxe0 - sup*6; nPx (rr™)) (22)
gdzie, trl(x),crz(x).---.°"n(X) SA warto$ciami wilasnymi macierzy hermitowskiej
h*(x)h(;t)

W przestrzeni L2(Q;Rn) we wzorze (22) zachodzi znak réwnosci.

Dowo6d. Dowéd wynika z nieréwnosci algebry liniowej [138,143] i rozwazan

analogicznych do podanych w dowodzie twierdzenia 5.1.«

TWIERDZENIE 5.3. Jezeli n=m i operator A dany relacja (21) przeksztaitca

n-wymiarowg przestrzen L2(QT;Rn), xeQ, w siebie to prawdziwe sga oszacowania:

(i) sup2(A)s sup”™-[\Jh(x)) = sup”- max Mp(*);

. . . . N . — N
(ii) |nf2 (A) + |nf*€G [amin(h( )]) |nf*eG min nr( ),
gdzie fi1 (*)Z,n(’\),...,n n(*) sa warto$ciami wlasnymi macierzy hermitowskiej
(h(*)+h ())/2.
W przestrzeni L2(Q;Rn) we wzorach (i-ii) zachodzi znak réwnosci.

Dowo6d. Patrz uwagi do twierdzenia 5.3.m

5.2.2. Wtasnos$ci w przestrzeniach sygnatéw okresowych i prawie okresowych

Niech sygnat wejsciowy xeTrigtGjR1) bedzie dowolnym rzeczywistym wielo-

mianem trygonometrycznym

x(t) = 1 ak*k(t) , Mokl <>V a-R' teG (23)
k

=-n
Warunki w relacji (23) mozna uzyskaé numerujgc w odpowiedni sposéb

charaktery.
Zbadamy sygnat na wyjsciu jednowymiarowego uktadu dynamicznego opisanego
operatorem splotowym A

y(t) = (Ax)(t) := (x*h)(t) := fx(t-s)h(ds), teG (24)
G
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gdzie miara h jest miarg regularng o wahaniu ograniczonym: heV(G; iC(IR1,IR1)).

Z (s)h(ds) =

y(t) = I' jrak*k(t-s)h(ds) = Y
k G

16k
=[r (M (t)=[ brk(t)
k k

gdzie b~a”~hC”). Wynika stad, Zze operator splotowy przeksztatca sygnat typu
wielomianu trygonometrycznego w inny wielomian trygonometryczny.

Jezeli sygnat typu (23) dziata na wejscie operatora stacjonarnego,

przyczynowego B (ze wzgledu na Q)
(Bx)(t) := f x(t-s)h(ds), teQ (25)
to sygnat wyjsciowy z ma postac
z(t) = f x(t-s)h(ds) (26)
Otrzymang relacje przepiszemy w innej postaci

z(t) = fx(t-s)h(ds) - f
G G\0t

x(t-s)h(ds) 27)
Sygnat bedacy drugim skladnikiem prawej strony réwnos$ci (27) mozna oszacowac
|13 x(t-s)h(ds £ suPte(AQ Ix(tH Vcv) (28)

Z regularnos$ci miary h wynika, ze VGQ\(h)eCO(G;Rl) i znika "w nieskonh-

czonos$ci“.W zwigzku z tym z (27) i (28) wynika, ze sygnat z na wyjs$ciu uktadu
stacjonarnego (2.3) jest sumag wielomianu trygonometrycznego i sygnatu, ktory
znika "w nieskonczonosci".

Odnotujmy, ze podobna wtasno$¢ jest znana dla uktadéw ciggtych, tj. G=IR1,
por. np. [138, str. 82].

Ciekawe jest zachowanie sie dowolnego ciggtego sygnatu H-okresowego przy
przejs$ciu przez uktad dynamiczny opisany réwnaniem splotowym (23). Wiemy,ze
dowolny sygnat H-okresowy mozna przedstawi¢ w postaci x(t)=(x°rcH)(t)=x(t+H),
gdzie funkcja x jest ciggta i okreslona na G/H, G/H zwarta. Wowczas

x(t) = li.-akxk(t) s V teG/H (29)
gdzie *k oznaczaja charaktery grupy G/H. Mamy dalej

y(t) = f Y a (2 7t )(t-s)h(ds) = f V a* (t-s+H)h(ds) =
G k JG k oo

= { ak*k(t+H)de(K (s)h(ds) = :lﬂk (3 (30)

\%
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skad wynika, ze y jest roéwniez funkcjg H-okresowg, co jest rozszerzeniem

dobrze znanego faktu z teorii uktadow ciggtych [138, str.84].

UWAGA 5.4. Jezeli x(t)=Re(*(t)),teG, to

y(t) = Re|x(t)h(*)j (31)

Niech *(t)=exp (ia(t)), gdzie a(t) rzeczywista funkcja argumentu teG. Funkcja

a musi mie¢ nastepujace wtasnosci, ktére wynikaja wprost z okreslenia
charakteru x
(i) oc(e)=0;

(i) <x(t)+a(s) = a(t+s),

Uwzgledniajgc wprowadzone wtasnoséci relacje (31) mozemy zapisa¢ w innej

V t.seG.

postaci
y(t) = lexp(ia(t))h(ia(t)) + Jexp(-ia(t) )h (ioc(t)) =
= |h(lot(t)) |cosna(t)+arg|h(ia(t) )jj ,
a wiec harmoniczny sygnat wejsciowy po przejsSciu przez liniowy uktad

stacjonarny (25) jest z doktadnos$cig do funkcji klasy Cq (zmierzajgcej do
zera przy "t— » co"), réwniez sygnalem harmonicznym o tej samej "czesto-
tliwos$ci" wynikajacej z postaci a(t), zmienionej amplitudzie i "fazie".
Oczywisécie pojecia "czestotliwo$¢" i "faza” sg uzyte w sposéb umowny. Dla
0=5* lub G=az*. aelR* pojecia te pokrywaja sie z og6lnie stosowanymi okres-

leniami czestotliwos$ci 1 fazy [138,322].m

W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy sie na analizie wtasnos$ci uktadu

dynamicznego (24) przy zatozeniu, ze supp(x)cQ, w przestrzeni spo. B2(G;IR1).

TWIERDZENIE 5.5. Jezeli h jest miarg o wahaniu ograniczonym, to operator
2 1
(24) przeksztatca przestrzen spo. B (G;IR") w siebie i prawdziwe sg

nastepujace oszacowania:

(i) 1AIR = suP;tie-|h(x)];
(ii) supBZ(A) = sup - Re[\h(x)B;

(iii) inbe(A) = in o Re\fh(’\}l-
Dowdéd. Na poczatku udowodnimy, ze réwnoéci (i-iii) sa prawdziwe na zbiorze
Trig(G;IR1)cB2(G;IR1), ktdéry jest gesty w zbiorze spo. Besicovitcha.

Zatézmy, ze x jest dowolnym wielomianem trygonometrycznym postaci (23).
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Wtedy
(Ax)(t) = £ akh(*k)*k(t) (32)
k
a stad
17112 Z (ak™V ) S supxec|™(a)| IWIb2 (33)

Podobnie zachodzi

<Ax,x>b2 = [ h(zk)|aj2 = [ Re[h(xk)lak|2] s
K K v *

S SUP*6G Ref (* ))IWIB2 (34)

W szczeg6lnosci dla xq(t)=X0(t) zachodzg réwnosci

IA0I2  [h(V [11lIR

<AV xo V = Re(h(a:o))lIxollBZ
wiec mozna dobraé taki sygnat,ze osiggnie sie réwnosci w relacjach (i-ii).Na
tej podstawie z nieréwnos$ci (33-34) wynika, ze relacje (i—ii) sa prawdziwe
dla zbioru wielomianéw trygonometrycznych. Réwnos$ci (iii) dowodzi sie
analogicznie.
Poniewaz zbi6ér wielomianéw trygonometrycznych jest gesty w zbiorze spo.
BZ(G;Rl), wiec relacje (i-iii) pozostajg prawdziwe dla catej przestrzeni

B2(G; R1). m

W przypadku wielowymiarowym twierdzenie 5.5 da sie uog6lni¢ w nastepu-
jacy spos6b. Niech wielowymiarowy uktad dynamiczny opisany jest wektorowym

operatorem splotowym:
y(t):= (Ax)(t):= f h(ds)x(t-s), teQ (35)

gdzie h(-) jest regularng miarg macierzowg o wahaniu ograniczonym:

h€1/(Q;iE(Rn,R")) i supp(x)cQ.

TWIERDZENIE 5.6. Operator A (35) przeksztatca n-wymiarowa przestrzen
spo. B2(G;Rn) w m-wymiarowag przestrzen spo. B2(G;Rm) i prawdziwe jest

oszacowanie:

I AIR 5 suP*Sc = sup*eG nPx ("*>) . (36)
adzien < (X),<ry (*) 0;,(*) sa wartosciami wtasnymi macierzy hermitowskiej

h (x)h(*).
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Dow6d. Dowdd wynika z nieréwnos$ci algebry liniowej [138,143] i rozwazanh

analogicznych do podanych w dowodzie twierdzenia 5.1.«

TWIERDZENIE 5.7. Jezeli n=m, operator A (35) przeksztatca n-wymiarowa

przestrzen spo. B2(G;Rn) w siebie i prawdziwe sg oszacowania:

(i) supB2(A) a sup”™- (*MxCh(*)) = sup”™- max M *);

(ii) infB2(A) * inf~ (\InCM*)) = in f”~ min HW .
gdzie fil(*)z,n (*) f* (*) sa warto$ciami wilasnymi macierzy hermitowskiej
n

(h(*)+h (*))72
Dowdd. Patrz uwagi do twierdzenia 5.6.«

5.3. UKELADY STOCHASTYCZNE

Analize rozpoczniemy od przedyskutowania wtasnos$ci jednowymiarowego,

stacjonarnego i przyczynowego losowego operatora liniowego A danego relacja
y(t,£>):= (Ax)(t,u):= f x(t-h, w)k(dh,u), teQ, uefl (37)
*n

gdzie k(-) jest miarg stochastyczng regularng o wahaniu ograniczonym:

k67 (Q;L” (n,5,P;ie(R1,R1))) i supp(x)cQ mod(P).

5.3.1. Wtasnosci w przestrzeniach sygnatéw hilbertowskich

22 1
Analizy operatora losowego A dokonamy przy zatozeniu, ze A:L * (Q;R )—»
L2,2(Q;R1).. Podstawowe rozwazania pozostajag podobne do przeprowadzonych w

dowodzie twierdzenia 5.1. Z réwnan (10) i (14) otrzymamy

J E|ly(t, w) |2)fi(dt) S J E[ju(t,u) |2in(dt) = J.E|K(x,t*>)XT(x,<)| jm(dx) a

S SUPM T k(X" -) I I-E(IXe”r u))™(dX)=sup [ 1k(Z,)IT1 IktlR2 (38)

Ostatni cigg relacji zachodzi na podstawie nieréwnosci Holdera i twierdzenia
Parsevala [111,157,159].
Podobnie dowodzimy, ze
f E(x(t,£>)y(t,0>))ti(dt) = ( E(x(t,u)u(t,£d))M(dt) =

oT oT
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= Ak(z.u)xT (@, ()j Im(d*) = J.EARe ~Ak(*, 03)j |xt (*, ) jm(d*) <

S SUP*6G P_eSS SUPUENRe (K(:E:"tj)) || XT| (39)
W podobny sposéb mozemy oszacowa¢ iloczyn skalarowy <‘.>22 proceséw
stochastycznych x i y z dotu.

Przypomnijmy, ze w catej pracy stosowane sg oznaczenia:

P-ess sup”~f»)] := infjoceRl: P-jucO: x(WB>a}=0m (40)

P-ess InfA~rcfwjj := supjaeR1l: P-jweQ: x(u)<a}-=0" (41)

TWIERDZENIE 5.8. V reQ operator losowy A, dany relacjag (37),przeksztatca

przestrzen L (QT;L (5,9.PjR1)), xeQ, w siebie i zachodzag nieré6wnoSsci:

|AIZ2 = lali22 s s“PxeCP _ess supaen(k(®t) ) ;

(ii) sup2>z(A) := supl2,2(A) s sup”- P-ess sup™~Re ~k(*.wW)jj;

(iii) inf, (A) := inf 2,2(A) s inf

» * P-ess inf . Re |k(*,u)Jj.

€G ue
Dowdéd. Dla wzglednie zwartego nieré6wnos$ci (i-iii) wynikajg wprost z

oszacowan (38-39). =

W przypadku wielowymiarowym twierdzenie 5.8 da sie uogdélni¢ w naste-
pujacy sposéb. Niech wielowymiarowy uktad dynamiczny opisany jest wektorowym

operatorem splotowym:
y(t,£>):= (Ax) (t,u):= J h(ds,oi)x(t-s,u), teQ, wen (42)

gdzie h Jest regularng stochastyczng miarg macierzowa o wahaniu ograniczonym

hevV(Q;L (Q, 3, P;i?(IRn,R1)) i supp(x)cQ mod(P).

TWIERDZENIE 5.9. Operator A dany relacjg (42) przeksztatca n-wymiarowa
przestrzen L ' (QT;Rn) w m-wymiarowg przestrzen L2,2(Qt:R”). i prawdziwe

jest oszacowanie:
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gdzie L o (x,i<>) sg wartosciami witasnymi macierzy hermitow-

skiej h*(x,L>)h(x.u).
Dowdd. Dowdd wynika z nieré6wnoéci algebry liniowej [138,143] i rozwazan

analogicznych do podanych w dowodzie twierdzenia 5.8.«

TWIERDZENIE 5.10. Jezeli n=m i operator A dany relacjg (42) przeksztatca

n-wymiarowg przestrzen L2,2(Q";Rn),xeQ,w siebie to prawdziwe sg oszacowania:

(i) sup22(A) a supxe- P-ess sup”~J~fhl*.«)]) =
= sup”- P-ess suP(jen(max (*,«)];

(ii) inf2 2(A) £ inf~- P-ess =

= Infxe* P-ess infAfmin ~(a.«#)].
gdzie L M (z.*) ssl wartosciami witasnymi macierzy hermitow-

skiej (h(x,u)+h (*,u))/2.
Dowéd. Patrz uwagi do twierdzen 5.8 i 5.9.»

5.3.2. Wtasnos$ci w przestrzeniach sygnatéw stochastycznych okresowych i

prawie okresowych

Niech stochastyczny sygnat wejsciowy xeTrig2(G;R1) bedzie dowolnym rze-

czywistym wielomianem trygonometrycznym
n

x(t,w) = M a W> (1) .

k=-n

X=X k.at=a  mod(P), teG (43)

Zbadamy sygnat na wyjsciu jednowymiarowego uktadu dynamicznego opisanego
losowym operatorem splotowym A
y(t,u) := (Ax)(t,u) := (x*h)(t,w) := f x(t-s, w)h(ds, <), teG,ueQ (44)

.
9
gdzie miara h jest stochastyczng miarg regularng o wahaniu ograniczonym:

hel/ (G; L°°(n, 3, P; £(R*,R1)).

Dla ul®adu dynamicznego (44) mozna przeprowadzi¢ podobne rozwazania, jak
w punkcie 5.2.2. Zaakcentowane zostang tylko pewne elementy tej analizy.

W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy sie na analizie wtasnos$ci uktadu

22 1
dynamicznego (44) przy zatozeniu,ze supp(x)cQ,w przestrzeni sspo.B ’ (G;R ).
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TWIERDZENIE 5.11. Jezeli h jest miarg o wahaniu ograniczonym, to
operator (44) przeksztatca przestrzen sspo. B2,2(G;R1) w siebie 1 prawdziwe

sa nastepujace oszacowania:

(i) J|A[*,2 a supxg- P-ess sup”™~~M*,u)lj;
(ii) supB2,2(A) a sup”g* P-ess sup”~"~Re”~h(*.u)jj;

(iii) infb2,2(A)i inf*<=§ P-ess infueQARelh(*'u)jj'

Dowdd. Na poczatku udowodnimy, ze nieréwnos$ci (i-iii) sg prawdziwe na
zbiorze TrigZ(G;R1), ktéory jest gesty w zbiorze sspo. Besicovitcha
B2,2(G;R1).

Zatézmy, ze x jest dowolnym losowym wielomianem trygonometrycznym

postaci (43). Wtedy
(Ax)(t,u) :Tk ak(w)h(yk,«)>k(t) (45)
a stad, poniewaz charaktery sg ortogonalne w BZ(G;R1), otrzymamy
|Ax]22,2 = T Erak(ai)h(~,u)j a sup”™-J |[|h™)] | IKI22,2 (46)
Podobnie zachodzi

<Ax,x>b2,2 = TT EAh(~k,w) Jak (@) |20 = [ E~Re|h(xk.d,)|ak(u)|Zj a

a sup”™- P-ess sup”™Rel[h(xk)jllxll22,2 (47)

Na tej podstawie z nieréwnos$ci (46-47) wynika, ze relacje (i-ii) sa
prawdziwe dla zbioru wielomianéw trygonometrycznych. Nieréwnosci (iii) dowo-
dzi sie analogicznie.

Poniewaz zbiér wielomianéw trygonometrycznych jest gesty w zbiorze
sspo. BZ’Z(G;Rl), wiec relacje (i-iii) pozostajg prawdziwe dla catej przes-

trzeni BZ,2(G;R1).b

W przypadku wielowymiarowym twierdzenie 5.11 da sie uogdlni¢ w nastepu-
jacy spos6b. Niech wielowymiarowy uktad dynamiczny opisany jest wektorowym
operatorem splotowym:

y(t, w): = (Ax) (t,0>):= F h(ds, a>)x(t-s, u) teQ, (48)

Jr.

gdzie h jest regularng stochastyczng miarg macierzowg o wahaniu ogra-

niczonym: hey(G;L*“ (n,3,P; je(Rn,Rm))) i supp(x)cQ.
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TWIERDZENIE 5.12. Operator A (48) przeksztatca n-wymiarowa przestrzen
sspo. B2,2(G;Rn) w m-wymiarowg przestrzen sspo. B2,2(G;R") i prawdziwe jest
oszacowanie:

I AljiZ»2 s supx6- P-ess supuen(roeax(h(X.W))) =

= supx6- P-ess suP(i)6Q(max(<rr (Z>W)) )
gdzie <r1(y,u2,(r (x,“) &n(z.“) Sg wartosciami witasnymi macierzy hermi-

A# A
towskiej h (x,0>)h(;*:,ti>).
Dowo6d. Dowd6d wynika z nieréwnos$ci algebry liniowej [138,143] i rozwazanh

analogicznych do podanych w dowodzie twierdzenia 5.5.«

TWIERDZENIE 5.13. Jezeli n=m,to operator A (48) przeksztaica n-wymiarowa

przestrzen sspo. BZ,Z(G;Rn) w siebie i prawdziwe sg oszacowania:

(i) supB2,2(A) a sup”™* P-ess sup”™~Jm *,»))) =
= sup”™- P-ess sup”jmax ~(x.u));
(ii) infB2,2(A) * inf~* P-ess =

= inf*« P'ess infu€n(mn
gdzie n (*<<), M (*<<) n (x,}>) sa wartosciami wlasnymi macierzy hermi-

towskiej (h(x,t>)+h (*,u))/2.

Dowdd. Patrz uwagi do twierdzenia 5.12. m

Wyniki przedstawione powyzej odgrywajg decydujgca role w rozwazaniach
dotyczacych linearyzacji, stabilnos$ci oraz drgan okresowych i prawie okreso-

wych, ktére omawiane sg w rozdziatach VI, VII i VIII.
Wyniki dotyczace procesdéw stacjonarnych zostaty podane w dodatku C.



Rozdziat VI. ANALIZA DOKLADNOSCI METOD LINEARYZACJI STATYSTYCZNEJ

Linearyzacja statystyczna jest jedng z najcze$ciej stosowanych metod
analizy nieliniowych, stochastycznych uktadéw dynamicznych nie tylko w me-
chanice, ale réwniez w wielu innych dziedzinach [12-13,32,40,45,79,102,114,
191-194,208,234,238,241,243,248-249,251-252, 287-289, 304, 329, 339, 359].

Bogatg bibliografie czytelnik znajdzie w monografiach [102,194,208,248-
249,329].

Istnieje wiele metod linearyzacji nieliniowych probleméw stochastycz-
nych. Najbardziej znang jest prawdopodobnie metoda linearyzacji wprowadzona
po raz pierwszy, niezaleznie, przez Bootona [32] i Kazakowa [329].

W zasadzie metoda linearyzacji statystycznej (dalej w skr6cie mis.) moze
by¢ stosowana w przypadku, gdy mamy do czynienia ze “"stabymi" nielinio-
wosciami, ale jak wykazano, byta stosowana z powodzeniem w przypadkach
"silnych" nieliniowo$ci, nawet zawierajgcych elementy nieciggte.

Nalezy zaznaczy¢, ze opisywana technika byta bardzo szeroko stosowana,
natomiast w zasadzie brak jest doktadniejszej analizy jej doktadnos$ci. Znane
wyniki dotyczace doktadnosci mis. mozna podzieli¢ na trzy grupy zagadnien.

Pierwsza grupa zawiera prace, w ktérych rozwiazania zagadnien zlineary-
zowanych sg poréwnywane z rozwigzaniami doktadnymi. Metoda ta moze byé sto-
sowana tylko w przypadkach, gdy mozliwe jest analityczne rozwiazanie réwnan
nieliniowych opisujgcych wyjsciowe zagadnienie dynamiczne. Wynika stad, ze
klasa zagadnien, do ktérych mozna zastosowaé wspomniang metode, obejmuje
problemy raczej proste, zwykle niskiego rzedu, z zakidceniami stacjonarnymi
lub typu biatego szumu [79,102,191-194,241,304,329,339].

Druga klasa zagadnien obejmuje przypadki, w ktérych doktadno$¢ mis. jest
weryfikowana przez poréwnanie wynikéw, otrzymanych z zagadnien zlinearyzowa-
nych, z wynikami otrzymanymi przez zastosowanie metod symulacji komputerowej
do doktadnych modeli nieliniowych. Oczywiscie, metoda ta dopuszcza szersza
klase wymuszen zewnetrznych, ktére mogg byé analizowane [12,79,208,248-249,
304].
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Trzecia grupa zawiera proby analizy teoretycznej zagadnienia mis., ktore
trudno uzna¢ za satysfakcjonujace ze wzgledu na wykazywane niedociagniecia w
rozwazaniach matematycznych [114,309,329,339]. Rozwazania niniejszego roz-
dziatu sa kontynuacja prac [234,238,241,243], z wiekszym naciskiem na prak-
tyczne aspekty teorii matematycznej.

Wyniki niniejszego rozdziatu ilustrujag $cista, z matematycznego punktu
widzenia, analize jako$ciowa mis.,w zastosowaniu do wielowymiarowych uktadéw
dynamicznych opisanych losowymi réwnaniami catkowymi. Idea polega na adap-
tacji metod stochastycznej stabilnosci w celu otrzymania czytelnych
kryteriow oceny przydatno$ci mis. oraz oceny granicy btedu linearyzacji,
traktowanego jako réznica miedzy doktadnym i przyblizonym rozwigzaniem

problemu nieliniowego.

6.1. LINEARYZACJA STATYSTYCZNA W UKLADACH NIESTACJONARNYCH

Bedzie rozpatrywany nieliniowy uktad dynamiczny ze sprzezeniem zwrotnym
opisany réwnaniem operatorowym postaci
X = KFx + z (1)
gdzie z jestn-wymiarowym sygnatem stochastycznym okreslonym napoétgrupie
QcG, F jest nieliniowym operatorem deterministycznym, K jest deterministycz-
nym, liniowym i przyczynowym operatorem catkowym.
Zatézmy, ze operatory F i K przyjmuja nastepujaca postaé¢, odpowiednio:
(Fx)(t,w): = f(t,x(t,u)) , teQ,uen (2)

gdzie f:QxIRn— > jest funkcja nieliniowa, natomiast

(Kx)(t,u>):= f k(t,s)x(s,<i))ti(ds), teQ,uen (3)

gdzie jadroVolterry k jest okre$lone na tréjkacie n orazposiada witasnos$¢

k(t, -JeL}OC(Q; JC(Rn,IR)), V teQ.
Generalnie zastosowanie kazdej z mis. powoduje zastgpienie zagadnienia

nieliniowego opisanego réwnaniem catkowym (1) w postaci
x(t,td) = z(t,w) + f k(t,h)f(h, x(h,u))fi(dh), teQ,ueC2 (4)

°t
przez zagadnienie liniowe w nastepujacej formie

y(t,£>) z(t,£>) + [ k(t,h)I(h,y(h,u))n(dh), teQ,uen (5)
Jn
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Zatézmy dalej, ze
Cny = I1C,0]y = Cy(l) . C:Rp— > Rn

Przy takim sformutowaniu zagadnienie linearyzacji statystycznej staje
sie podobne do podanego przez Kazakowa [329], Booton w swojej propozycji
przyjat, ze c(=)=0 [32].

Naturalnie, zlinearyzowane roéwnanie (5) bedzie dobrag aproksymacja
problemu nieliniowego (1=4), Jezeli rozwigzania: doktadne x i przyblizone y
réznig sie "mato” od siebie. Doktadno$¢ mis., tzn. miara réznicy

| x(t, a>)-y(t, #) |, dla teQ, moze byé okreélona na wiele sposob6éw, np.

E := SUPtgQ" | x(t,t>) - y(t,u)]l2jj (6)

ewentualnie
1/2
x(t,k>) - y(t,0) Zn(dt)] (7

e M

Takie sformutowanie problemu doktadnos$ci mis. ma podstawowg wade. Naj-
wazniejszym problemem jest fakt, ze doktadne analityczne rozwigzanie tak
postawionego zagadnienia nie jest do dzisiaj znane. Dlatego w uzyciu sg inne
funkcjonaty, rézne od (6-7), pozwalajace na ocene doktadnos$ci mis. W tej
sprawie nie ma zresztg zgodnos$ci, por. np. [40,329].

Zatézmy, ze wspotczynniki linearyzacji Cnle zostaty okres$lone na pod-
stawie pewnego wybranego kryterium.

Ponizej dyskutowane jest zagadnienie doktadno$ci mis. w przypadku nie-

stacjonarnym. Pominiemy zagadnienia istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzan.

LEMAT 6. 1. Zalézmy, ze spetnione sg nastepujgace hipotezy:

(i) 3 AeR.reR V teQ, xl,XZeC(Q;LZ(E.J,3,P;Rn)) zachodzi
+ 2

E f(t,x (t, «))-F(t,xz(t, *))-Axj(t, *)-xz(t, =)j || a

ar~~U, m-xz(t, )| j ;

(li) jadro rozwiazujgce r(t,s) generowane przez jadro Volterry k(t,s), ist-
nieje na zbiorze A i posiada witasno$¢ nastepujaca:
IBlc a Irl
gdzie
IRJc := suptgQ | [r(t,s)|n(ds)

Wéwczas istnieje stata rzeczywista a>0, taka, ze dla wszystkich doktad-
nych i przyblizonych rozwigzan (jezeli istnieja) uktadu dynamicznego (4) za-

chodzi oszacowanie:
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Xy Ll) S apl)

gdzie
p(): = suptgQ If (t,y(t, =)) - Cn(t)y(t, =)-c(t) ] jj (8)
okres$la statyczny btad linearyzacji statystycznej.

Dowdd.Zatézmy, ze rozwigzania réwnan (1=4) i (5)istnieja isa mierzal-
nymiprocesamistochastycznymi. Réwnania (4-5) mozna zapisa¢ wréwnowaznej
postaci operatorowej

X - AKx = KFx - AKx + z 9)
y - AKy = K(Cny +c -Ay) + z (10)
Wynika z relacji (9-10), ze

(I - AK)(x-y) = K(Fx - Ax -Cny - ¢c + Ay) =

= K(Fx - Fy - A(x-y)) + K(Fy - Cy - ¢) (11)
Przypomnijmy, ze jadro rozwigzujace r(t,s) spetnia réwnanie catkowe
r(t,s) = k(t,s) + T r(t,u)k(u, s)n(du) (12)
JOt\QS

Z (11) i (12) wynika
x(t, O)=y(t,w)+~J r(t,s)"f(s,x(s,u))-f(s,y(s,id))-A]x(s,u)-y(s,td)jjn(ds) +
°t

| J r(t,s)~f(s,y(s,a>))-Cn(s)y(s, u)-c(s)jfi(ds)

Mamy stad tatwo, ze
supiéQ [Ix(t. <) - y(t.-)]12 a

s T triRler supteq lIX(t'-) “ y(t»*)lla + “FXrIRIcP(1) (13)

Z nieréwnos$ci (13) i zatozenia (li) wynika natychmiast, ze teza lematu jest

prawdziwa.m

UWAGA 6.2. Zatozenie (ii) jest nieco silne. Dla wypetnienia go czasami
jest konieczne, ale czesto mozliwe, przyja¢ do rozwazan pewne specjalne

przestrzenie sygnatéow ciggtych z wagg [207].«

W sytuacji gdy nieliniowo$¢ jest stacjonarna, a k(t,s)=k(t-s),V (t,s)€A,
mozna poda¢ bardziej precyzyjny wynik w oparciu o lemat 6.1 i rezultaty za-

warte w dodatku B.
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LEMAT 6.3. Niech bedag spetnione nastepujgce zatozenia:
(i)  3Aelr, reR+ V teQ, xj,x.eL2(Q;L2(2g,P;IR)) zachodzi

[" ENF(xt(s, *))-F(x2(s, *) )-X(xt(s, *)-x2(s, *)) |2jfi(ds) a
s r2l ENXi(s, #)-X2(s, ) |2jfi(ds);

(ii) sup”™- «~(dta)) < +.
gdzie d(*) = A - Ak(®)j k(*);

(iii) det”l - Ak(m)j * O, vV melll.

Wéwczas istnieje stata rzeczywista a>0, taka ze wszystkiedoktadne i
przyblizone rozwigzania (jezeli istnieja) ukiadu dynamicznego (4-5) spetnia-
ja nieréwnos¢

lIx - yll22s ap'l)
gdzie

p(h:= "~Jellf(y(t, m) - Cy(t, -)-c|2)]i(dt)j1/2 (14)

definiuje bitad linearyzacjl statystycznej.

Dowéd. Jest catkiem podobny do dowodu lematu 6.1.%

UWAGA 6. 4. W lemacie 6.3 stata X moze by¢ zastgpiona przez pewien stacjo-
narny i przyczynowy operator klasy BqWy),por.[77, 87, 234] ;rowniezdodatek B.

W tej sytuacji warunek (iii) przyjmie postac:
(iii)' det™ - k(m)b(ra)j * O VvV meldl,

gdzie b jest jadrem operatora;

natomiast macierz d okre$lona jest wzorem

d(*) = " - k(*)b(x)j k(*).
Dowé6d jest prawie taki sam.m

LEMAT 6.5. Zatézmy, ze nastepujace warunki sa wypetnione:

(i) sup*<=g °B4 * (*))

(ii) 3 aelR V teQ, xj,x26L2(Q;L2(2,5,P;IR")) zachodzi
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aJ ENf(xi(s, *))-f(x2(s, m)) |2jn(ds);

(iii) su?*%* Xma“k(*)] < a.
Woéwczas teza lematu 6.3 pozostaje prawdziwa.
Dowé6d. Zat6zmy, ze istnieja, niekoniecznie jednoznaczne, rozwigzania
réwnan (4-5). Odejmujac te réwnania stronami otrzymamy
x -y = K(Fx - Cny - ¢) = K(Fx - Fy) + K(Fy - Cny - c) (15)
Mnozac réwnanie (15) skalarowo przez Fx-Fy, otrzymujemy
<Fx - Fy,x - y>2 2= <Fx - Fy,K(Fx - Fy)>2>2+
+ <Fx - Fy,K(Fy - Cny - c)>2’2 (16)
Na podstawie zatozenia (iii) otrzymamy

<R - Fyl]2>2 s “sup2 2Kj| |Fx - Fy||21._2 +

+ 1 KI12i2lIFx - Fyll2,2HFy " Cny “ CH2,2 (17)
Naturalne jest zatozenie, ze ||Fx - Fy]]2 * 0, wdéwczas na podstawie (i),

(iii) oraz nieréwnosci (17) otrzymamy

(@ - sup2 2)1IFx - Fyll2 2 a [KI22]IFy - Cj - c]|2 2

B Al s 5 hupy PO a9

Z nieréwnoséci (18) na podstawie (15) wynika

i n222

X-yl, 251K, JF- fylha +IK22R1) S « sup, K+ 2,2 71

Ostatnia relacja konczy dowdd.

LEMAT 6.6. Zat6zmy, ze speiniony jest warunek (i) lematu 6.5 i ponadto:

(i) 3 (%R V teQ, xi,x26L2(Q;L2(n,3,P;Rn)) zachodzi

Rej E~<f(xi(s, -))-f(x2(s, -D~~s, -))-x2(s,-)>jn(ds) s

0J el[f(x*(s, ))+(0R(s, *)) 1/i(ds);
Qt
(U) infAG \|-IkWI >*
Woéwczas teza lematu 6.5 pozostaje prawdziwa.

Dowéd. Jest podobny do dowodu lematu 6.5. m
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Wyniki zawarte w lematach 6.3-6.6 sa ilustracjg faktu, ze "odlegtosc¢”
pomiedzy rozwigzaniem doktadnego réwnania (4) i rozwigzaniem réwnania przy-
blizonego (5) pozostaje w $cistym zwigzku ze statycznym biedem linearyzacji,

ktéry wprowadzony zostat w relacjach (8) 1 (14).

TWIERDZENIE 6.7. Niech beda spetnione nastepujace zatozenia:
(i) 3 r>0, Bef£(Rn,Rn) V xr x.6L2(Q;LZ(fi,5,P;IR1)) zachodzi
HPx X B 0% Ol 5 s Thx Xl ¢
(ii) kelL1(Q;2(IRn,Rn)) 1 ponadto

|det(l ' *(ra)B| > °:
(iii) sup * rer  (d(*)j < 1,

gdzie d jest zdefiniowane w warunku (iii)' lematu 6.4;
(iv) istnieje rezolwenta dla operatora catkowego z jadrem k(t-s)C (s) w
przestrzeni L2 (Q;IRM). n

Woéwczas istnieje jednoznaczne rozwigzanie rdéwnania nieliniowego (4),
ktére mozna otrzymac¢ metoda kolejnych iteracji, natomiast bigd linearyzacji
posiada oszacowanie jak w lematach 6.4 - 6.6.

Dowéd. Niech rozwiagzanie y réwnania zlinearyzowanego (5) bedzie pierw-
szym przyblizeniem dla metody kolejnych iteracji, zastosowanej do réwnania
(4).

Na podstawie zatozenia (ii) mozemy napisac

x = (I - KB)"™KFx + (I-KB)-1z (19)
gdzie Fx=Fx - Bx.Operator A okre$limy w nastepujacy sposéb:
Ax := (I - KB)_1KFx + (I-KB)_ 1z
Zauwazmy, zeréwnanie (4=19) Jest réwnowazne formie uproszczonej
X = AX (20)
Jak wspomniano,zbadamy zbiezno$é¢metodykolejnych iteracji w zastosowaniu do
rébwnania (20). Otrzymamy

X0 = ?

X|4] = Axi i=0,1,2.cceenn..... (21)
gdzie xq oznacza pierwsze przyblizenie mis. Przyblizenie xq jest rozwigza-
niem roéwnania (5). Z warunku (iv) wynika dalej

Xy = (I- KC n)_1 (Ke + 2) (22)
oraz

X;mgX = - KB)_lKFxo + (I-KB)_1z - X, =
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= (I -KB)_IKFg -(I - KB)*KBx + (1-KB)_1z - X.  (23)

Dalej mamy
Xg " K%( = 5Lx -OKBx + z

X, = (- KB)'IK(L8< - Ba( ) + (I - KB)™z (24)

Z réwnan (23-24) wynika
x1 -Ox = (1 - KB)_lK(FxO- on) (25)
(26)

IK - Xoll2,2 S I (I - KB)'IKI2.2 pn)
Na podstawie (19) mozna oszacowa¢ réznice pomiedzy kolejnymi iteracjami

X oraz Xx

SE - x, = (- KB) K(Fx. - Fx ) @7)

i nastepnie
HX,+l “ XiH2,a 5 | (I “ KB)'IKI2t2llFxI " Fxi-ill2,2 "
S| KB)"IK|2%zr||xi - V i|R 2 (28)
Na podstawie zatozenia (iii) wnioskujemy, ze <jx[" jest ciggiem Cauchy’ego
i w zwigzku z tym istnieje granica x wspomnianego ciggu <jx”, ktdéra jest

doktadnym rozwigzaniem réwnania (4).
Ponadto, na podstawie nieréwnos$ci (26) i (28), mozliwe jest oszacowanie

btedu linearyzacji statystycznej ||xxqJR , ktéory mozna wyrazi¢ jako funkcje
p(l). Szczegdétowe rozwazania wynikaja z dowodu twierdzenia o punkcie statym

dla operacji zwezajagcych. To konczy dowdd. m

6.2. LINEARYZACJA STATYSTYCZNA W UKLADACH STACJONARNYCH

Linearyzacja statystyczna zostala zastosowana poczatkowo w uktadach dy-
namicznych stacjonarnych. Dopiero p6zZniej zostata uogdlniona na przypadek

niestacjonarny.
Rozwazmy nieliniowy, stacjonarny ukitad dynamiczny ze sprzezeniem zwrot-

nym opisany nastepujgcym réwnaniem operatorowym

x = KFx + z (29)
gdziez jestn-wymiarowym, stacjonarnym sygnatemstochastycznym, okreslonym
na lzga. G, F jestnieliniowym, stacjonarnym operatorem, K jestfiltrem gra-

nicznym (patrz dodatek C). Zatézmy, ze
(Fx) (t,u) = f(x(t,<0)) (30)

gdzie teG, f:Rn— » IR, natomiast operator K jest zdefiniowany relacja
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(KuMt.u) := f.;dt)lc(;*)<(dx). teG.uefi (31)
G

oraz

T)(t,k>) = f*(t)e(dx), teG.uen
G

Pozostate zatozenia sg takie same, jak w rozdziale 5.

Generalnie, podobnie jak w przypadku niestacjonarnych uktadéw dynamicz-
nych, zastosowanie linearyzacji statystycznej polega na zastgpieniu uktadu
nieliniowego opisanego réwnaniem (29) problemem liniowym, ktéry zapiszemy:

y = KLy + z (32)
gdzie L jest liniowym, stacjonarnym operatorem zdefiniowanym podobnie jak w
przypadku niestacjonarnym
Ly := Cny +cC
gdzie Cn 1 c nie zalezg od czasu i notacja jest taka sama, jak w cze$ci 6.1.
Zatézmy, ze wspotczynniki linearyzaciji Cn i c zostaly wyznaczone za

pomoca dowolnej z metod linearyzacji.

TWIERDZENIE 6.8. Zatézmy, ze z(t,w), teG.wefl jest stacjonarnym w silnym
sensie, ciggtym w sensie S$redniokwadratowym sygnatem stochastycznym drugiego
rzedu i ponadto sg spetnione nastepujgce warunki:

(i) istnieje filtr graniczny B, generowany przez jagdro b(*), *eG oraz
inf*eG |det[l “ k(*)b(X)j | > °;
(ii) inf~r- |det™ - k(*)cj| > 0;
(iii) 3 r>0 V xi,x2e C(G;L2(n,g,P;IRn))) zachodzi
suptec E(If <V t.-))-f(x2(t, =))-B(xt(t,-))-x2(t,-))|g a
£ r2suptéc E/IXj(t, ) - x2(t. -) |2];

(lv) sup™- nr~*)) <1,

gdzie a(*) = ~l-k(x)b(*)J k(*).
Woéwczas istnieje stacjonarne, ciggte w sensie $redniokwadratowym rozwig-

zanie rownania (29). Btgd mis. moze byé okre$lony w nastepujacy sposoéb:
suPteG [e[|xU, ¢) - y(t,") 12jj s const suPt6G

gdzie p(1) = ~EMf(y(t, ») - C/y(t,-) - c|2jj i Y oznacza rozwigzanie row-

nania problemu przyblizonego (32).
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Dowdd.Struktura dowodu jest analogiczna dotwierdzenia 6.7.ROwnanie
(29) jest réwnowazne
X - KBx = KFx - KBx + z = KFx + z (33)
gdzieFx=Fx-Bx. Niech 'y bedzie rozwigzaniemréwnaniaprzyblizonego (32).
Réwnanie przyblizone (32) jest réwnowazne
(I - KC)y = KC + z (34)
Z zatozenia (ii) wynika, ze istnieje stacjonarne, ciggle w sensie $red-

niokwadratowym rozwigzanie réwnania przyblizonego (32=34) oraz

y = (I - KC)1(Ke + 2) (35)

Niech filtr graniczny D jest okres$lony w nastepujgcej postaci

Dx := (I - KB)_IKFx + (I - KB)_ 1z
Niech dalej XQ=y oraz
X|+i = Dxi dla 1=0,1,2..ccuuunnnn...
okreéla kolejne Iteracje procedury rozwiazujacej.

Postepujgc podobnie jak w dowodzie twierdzenia 6.7, otrzymamy

X% = (I-KB)"kEx - (I-KB)_KBx+ (I-KB)_1z- xn (36)

X, = (I-KB)_IK(Lx - Bx ) + (I-KB)™" (37)

a na podstawie (36-37) otrzymamy

X, =X = (I-KB)_lK(FxO- Lx() (38)
Proces stochastyczny wg=xi-xo jest stacjonarny, drugiego rzedu, ciggty w
sensie $redniokwadratowym,poniewaz Jest kombinacjg operacji stacjonarnych.Na

tej podstawie mozna powiedzie¢, ze posiada reprezentacje spektralng postaci

w (t,w) = fx(t)c (d*)
G

gdzie E~"0(d;*)<0(dx)j = FQ(d;*), tr(FQ(G)) < a .
Zauwazmy dodatkowo, ze

suptgc E~M|wo(t,w) |2j = tr(FQ(G)) £ a2suptgc p2(l) (39)

gdzie a=\ (I-KB)'1!1~ .~ p(l)=~] Fxo-Lxo|2j]
Ocenimy réznice

X .—xI:(I—KB)_lK(Fxl—FXI_i ), i=1,2,3.........

I+
Wszystkieprocesy wj=x( -Xx sa stacjonarne, drugiego rzedu 1 ciggte w sen-
sie $rednim,na podstawie takich samych argumentéw, jak w przypadku wq. Maja

zatem reprezentacje spektralng postaci
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w (t,u) = rx(t)< (d¥) (40)
G

gdzie (d™)e*(da)d = FAD*), traGjj < “M A *17 AXiil )

Na podstawie zatozenia (iii) mozna napisa¢, ze

supt60 E (Ixi*i(t’*} " x,(t--)J2] = tr(F{G)j £

£ a2r2suptec e [|xi(t, -) - Xti(t, 0 I~V tr”~ jGjj, V 1=1,2,3,.. (41)
Na podstawie zatozenia (iv), wykorzystujac nieréwnosci (39) i (41),mozna
stwierdzi¢, ze -jx°, i=0,1,2........ jest ciggiem Cauchy’ego i w zwiazku z tym

istnieje granica x tego ciagu. Uzywajac podobnych argumentéw,jak w twierdze-

niu 6.7, otrzymamy nastepujgce oszacowanie

SUpteG (E(|x(t. -) - XQt. “) 1] * (1 - <xr)‘1suptec p(1) (42)

poniewaz ocr<l. To konczy dowdd. =

6.3. METODY LINEARYZACJI STATYSTYCZNEJ

METODA 1. Pierwsza mis. polega na zastgpieniu funkcji nieliniowej
f(t,y), teG.yeR , fi:GxIRn— >Rn, przez n-wymiarowg funkcje liniowa
1(t,y) = C(t)y() + c(t)
gdzie y=Cy(l)sy(2)1€ R . mni  ktéra minimalizuje ze wzgledu na

macierze C i c biad $redniokwadratowy
PE(l) := EMF(L x(t,w)) - I(t,x(t,£)))]2
V teG 1 dla pewnej klasy proceséw stochastycznych.
LEMAT 6.9. Funkcjonat pt(l) przyjmuje warto$¢ minimalng V teG, dla
nastepujacych wartos$ci wspétczynnikow i c:
(i) CA~t) = ri(t)K_1(t);

(i) ct(t) = EAF(L,x(t, =) - CI(t)E(x(id(t,-))];

(i) ri(t) = E~f(t,x(t, *))Ix(1)(t, ») - E(xu)(t,-))jTd;

(iv) K(t) = "E((i(t--))) (xa, (t--) - E(x<i,(t'-))) -

Dowod. Jest powtérzeniem rozwazah z pracy [40]. =
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METODA 2. Rozwazmy, podobnie jak wyzej, nieliniowg funkcje f (t,x(t,w)) i
jej liniowe przyblizenie 1(t,x(t,u)). Notacja pozostaje bez zmian w stosunku
do metody 1.

Idea metody jest dobrze znana [102,194,208,248-249,329]. Poszukiwana
jest taka funkcja liniowa I(t,x(t,u)), zalezna od procesu x(t,u), ktéra
posiada warto$¢ oczekiwang i macierz kowariancji réwne analogicznym wiel-

kosciom wyjsciowej funkcji f (t,x(t,u)), V teG

Niech
E(I(t,x(t, *))) = COEMX{D (1, =)) + c(t) (43)
Warunek réwnos$ci wartosci oczekiwanych prowadzi do réwnania
C(OE(x (t, ) + c(t) = E(Ff(t,x(t,*))) (44)
Macierze kowariancji funkcji liniowej i nieliniowej przyjmujg nastepujaca
postac

T2(t) = E~F(E, x(t,-))-E(F(t,x(t,-))) 1 f(t,x(t,-))-E(f(t,x(t,-)))j I (45)
D(t) = E~I(t,x(t,-))-ECI(t,x(t.-)))ilI(t,x(t.-))-E(I(t,x(t,-)))i J =

EffcCtlf*,,,».-) 1»))’) -
= C(t)K(t)CT(t) (46)
gdzie macierz K jest okre$lona jak w warunku (iv) lematu 6.9.
Zauwazmy, ze bez zmniejszenia og6lnos$ci mozna zatozyé, zemacierze K i

r sa symetryczne i dodatnio okre$Slone. Wynika stad, ze istnieja macierze
K1/2(t) i T21/2(t), V teG. Z réwnan (45-46) otrzymujemy

C(t)K1/2(t) = ral/2(t) (47)
Wspoétczynniki c(t),C(t), teG,mozna zatem wyznaczy¢ z réwnan (47) oraz (44).

Udowodniony zostat zatem nastepujgcy lemat.

LEMAT 6.10. Zatézmy, ze spetnione sa nastepujace zatozenia:
(i) Ca(t) = r21/2(t)K*1/2(t);

(i) cz(t) = E~f(t,x(t, =) - C2()E(x(D)(t,-))i;

(i) ryt) =E~F(E,x(t, *))-E(F(t,x(t,)))irF(t, x(t, «))-E(F(t,x(t,-)))j j;

(lv) K(t) = E((xn)(t,-) - E(x() (t, =))) (x(@) (t, =) - E(x(i)(t,-)))T),
woéwczas wartosci oczekiwane i macierze kowariancji funkcji nieliniowej
f(t,x(t,w)) oraz funkcji liniowej 1(t,x(t,u)) = t)x () (t,u) + c2(t) sa

sobie réwne.m



94 Rozdziat VI

UWAGA 6.11. Niektérzy autorzy [329,339,359] rekomendujg nieco inny dobér

wspotczynnikéw linearyzacji statystycznej, mianowicie:
ci2(t) = 4- (ci(t) & c2(t)) . Sia(t) = 4-~(1) + 5a(t)] (48)

gdzie CA”t) oraz c”t) dla 1=1,2 oznaczajg wspoOtczynniki linearyzacji opi-

sane w omowionych metodach.m

METODA 3. W niniejszej metodzie przedstawiona jest malo znana technika
linearyzacji statystycznej zaproponowana przez Zhanga,Elishakoffa [304] i
rozszerzona na uktady wielowymiarowe w pracach Skrzypczyka [241,243]. Metoda
polega og6lnie na takim doborze wspoétczynnikéw, aby Sredni bitagd kwadratowy
r6znicy miedzy energig potencjalng uktadu nieliniowego K(-) i energia
potencjalng przyblizonego uktadu liniowego byt jak najmniejszy.

Zatézmy, ze nieliniowo$¢ f(-) jest stacjonarna. Dla uproszczenia zatozo-
no dalej, ze ti(0) = 0.

W proponowanym schemacie linearyzacji wymagane jest, aby

p = E[Jli(x(t.«3) - J- | £¢ x (tw)x  (t,w) | ) =
v i=lk=l

= EAKUU.U)) - -i-<x(t,u),Cx(i) (t,w)>] j =

= E]I(x(E,E>)) - -i- \ xT(t,u)CX(i)i(t,<») | | = min (49)

gdzie It(-) oznacza energie potencjalng zwigzang z nieliniowos$ciag f.

Macierz C=[cik] zapiszemy w specjalnej formie wierszowej C

cmh] -[CA dJT

gdzie CKzr 1k C ok Enk] .k_=>l,§.,.:_:g> oznaczajg kolumny macierzy C.
T
[d d -g9 1. We wprowadzonych oznacze-
Xi xX2 Xn>
ich warunkiem koniecznym minimum funkcjonatu p jest V k=1I,2 p
Vep = EMN/Z(x(t,u>)) - -i- A xT(t,u)Cix(i)((t,u)jx(t, u)x(i)k(t,u)j = 0 (50)

Z réwnania (50) otrzymamy po przeksztatceniach

gdzie oznaczenia sg nastepujace

Tk::E[\U(x)xx xij

K} i TE 0 a1
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Wprowadzmy dla uproszczenia notacji nastepujgce macierze klatkowe

r= [r]-ri r:]T. * = [e«]e dia i-ic=i-2 p-
Ostatecznie otrzymamy
2r = 4>CW
a stad, jezeli macierz $ jest nieosobliwa, wynika natychmiast
c,, = 2-1r (52)

Réwnanie (52) kornczy rozwazania.«

W pracach [79,241,304] autorzy dochodzg do wnioskéw, ze w pewnych przy-
padkach przedstawiona metoda wykazuje wiekszag doktadno$¢ niz oméwione wcze$-
niej metody 112, zwtaszcza dla uktadow dynamicznych z "utwardzajgcg" sie

charakterystykg sprezystag (nieliniowg).

6.4. PRZYKLAD

Aby zilustrowa¢ rozwazania na temat doktadnos$ci réznych mis. i w celu
poréwnania przedstawionych wynikbw weZzmy pod uwage Jednowymiarowy uktad
drgajacy, ktoérego ruch opisany jest réownaniem rézniczkowym w znormalizowanej
formie

x(t,u) + |3x(t,0>) + F(x(t,u)) = z(t,u) teR,L>€n (53)
gdzie O=const>0 oznacza wspo6tczynnik liniowego ttumienia wiskotycznego,nato-
miast funkcja F(x), xeR jest charakterystykag nieliniowej sity sprezystej.
Zatozono dalej, ze F przyjmuje posta¢ nastepujaca

y(x-1)+1, dla x s -1
F(x) = x , dla -1 <x <1
y(x+1)—1, dla x s 1

przy warto$ciach parametru r=0.5 oraz y=2.0.
Bedzie rozpatrywany przypadek,gdy sita wymuszajgca jest procesem stacjo-
narnym 2. rzedu ze $rednig zero i gestoscig spektralng postaci

S
S (iu) = -———-5— ueR (54)
z [+u2r?

gdzie S i t sa pewnymi statymi [241,243].
Réwnanie (53) mozna sprowadzi¢ do standardowego losowego réwnania catko-
wego, por. rozdziat 1ll. Rozwiazanie réwnania rozumiane jest w sensie

R-rozwigzan [40]
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Rys.6.1. Poréwnanie wartoséci wzglednych doktadnych przemieszczen $rednio-
kwadratowych ~w nieliniowym uktadzie drgajacym z wynikami
przyblizonymi (krzywa "i" odpowiada mis. typu i)

Fig.6.1. Comparison of relative values of exact mean-square displacements in

a nonlinear vibrating system with approximate ones (curve i
corresponds with mis. of 1-th type)

Gesto$¢ prawdopodobienstwa rozwigzania problemu (53-54) p(x,x,x) mozna
okres$li¢ w sposéb $cisty na podstawie rozwazan zawartych w pracy [242].

Funkcja prawdopodobienstwa ma postac

p(yt,y2,y3) = P (yly2y3) =

= Nexpf-fLj3* g _+ A)F(z)dz - !'_ (i +0T 2dF 1 2
"0 Ov ' 0 dyt Jy2

t (1+0t) 2 2xF(yi)

s, WU ¥

o]
gdzie yj=x, y2=x, y3=x i N jest pewnag statg, ktéra jest okres$lana z warunku

(55)

normalizacyjnego
Cco 00,00

i & do P 3. (yi’y2’y3)dyidy2dy3 = 1
Przypomnijmy, ze jednowymiarowa gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej y =x

jest okresSlona nastepujaco
00 00

P<1)(x)=j [ ,,p(3>(yr y2,y3)dy2dy3
w zwigzku z tym wariancje przemieszczenia obliczamy z relacji

<|‘2 = f x2p(|)’(x)dx
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Forma zlinearyzowana zwigzana z réwnaniem (53) jest liniowym, stochas-

tycznym réwnaniem rézniczkowym
y(t,t>) + Py(t,u) + Cjy(t,® = z(t,u), t€R,£>eC2 (56)

gdzie wielkos$ci C~ i=1,2,3 zalezg od wyboru metody linearyzacji.

Rys.6.2. Poréwnanie wzglednych biedéw wyznaczenia odchylenia standardowego
dla réznych mis.(krzywa “i" odpowiada mis. typu i-ego)

Fig. 6.2. Comparison of relative errors of standard déviations for différent

mis. (curve "i" corresponds with mis. of i-th type)

Oznaczmy przez x i y R-rozwigzania réwnan (53) i (56) odpowiednio oraz
przez « , o ( odpowiadajgce tym rozwigzaniom odchylenia standardowe. Dalej
uzywamy tez notacji a do oznaczenia odchylenia standardowego rozwigzania
liniowej wersji rownania (53), tzn. dla y=1.0. Przedstawiono absolutne btedy
wyznaczenia odchylenia standardowego dla r6znych metod linearyzacji

Forr1 = L% ty
oraz btedy wzgledne

™. = <r2 /2

i err,\tj To
0-2 _//é\go zwigzane z konwencjonalnymi (1=1,2) oraz najnowszag (1=3) mis.
y.i

Dla uproszczenia, rozpatrzono tylko rozwigzania stacjonarne.
Wykorzystujgcgestoscé prawdopodobienstwa (55)wyznaczono metodg nume-
rycznego catkowania drugie momenty rozwigzan, zarbwnoréwnania nieliniowego

(53), jak i jego liniowej aproksymacji (56).
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Na rys.6.1 przedstawiono porownanie wzglednych wielko$ci drugich momen-
tébw rozwigzania, wyznaczonych w spos6b doktadny, =z analogicznymi wielko$-
ciami otrzymanymi trzema mis. Krzywa "i" odpowiada mis. typu i. Porédwnanie

mis. mozna znalez¢ réwniez w innych pracach, np. [79,241,243].

Rys.6.3. Poréwnanie doktadnych, bezwzglednych btedéw wyznaczenia odchylenia
standardowego w nieliniowym uktadzie drgajacym z  wynikami
teoretycznymi (linia ciggta - doktadny bigd mis. typu 1, linia
przerywana - doktadny bitad mis. typu 3, linie z symbolami -
teoretyczne biedy odpowiednich mis. )

Fig.6.3. Comparison of exact, absolute errors of standard-deviations in non-
linear vibrating system with theoretical bounds (continuous line -
exact error of 1-st mis. , dashed line - exact error of 3-rd mis.,
line with symbols - theoretical error bounds of corresponding mis. )

Rys.6.2 ilustruje wielkos$ci btedéow wzglednych 4§ zwigzanych z mis. typu
i. Jak wida¢ z rys.6.1 i 6.2, konwencjonalne metody linearyzacji (1=1,2)
daja wyniki, ktére sa blizsze rezultatom doktadnym, niz wyniki metody
energetycznej (i=3).

Na podstawie analizy teoretycznej (tw. 6.8) mozna przewidzie¢ zakres

btedu wyznaczenia odchylenia standardowego, co wynika z prostego oszacowania

suptelRt U v SsupteRl(E(Ix(t,fc,) " wt:ﬂ)|a] s const supteRip(I)

a stata wynika z nieréownosci (42). Poniewaz konwencjonalne mis. (1=1,2) daja

wyniki (i=1,2) bliskie sobie, nie beda one dalej rozr6zniane.
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Na rys. 6.3 poréwnano absolutne btedy wyznaczenia odchylenia standardowe-

go | o - <« |, dla dwoéch metod linearyzacji (1 i 3), wyznaczone doktadnie, z
x y

teoretycznym oszacowaniem bledu wynikajgcym z nieréwnosci (42).

2 2
Wzgledne bitedy wyznaczenia odchylenia standardowego (¢ - cO /aQ, dla
tych samych metod linearyzacji, wyznaczone doktadnie, oraz oszacowania teo-

retyczne sg przedstawione na rys. 6.4.m

Rys.6.4. Poréwnanie doktadnych, wzglednych btedéw wyznaczenia odchylenia
standardowego w nieliniowym uktadzie drgajacym 2z wynikami teo-
retycznymi (oznaczenia jak na rys. 6.3)

Fig.6.4. Comparison of exact, relative errors of standard deviations in non-
linear vibrating system with theoretical bounds (notion is the same

as in fig.6.3)

Gtownym celem rozwazan przedstawionych w powyzszym przyktadzie nie byto
wytacznie poréwnanie trzech, aktualnie uzywanych, mis. zastosowanych do ty-
powego uktadu mechanicznego,ale wykorzystanie teoretycznych mozliwosci osza-
cowania btedu wyznaczenia odchylenia standardowego rozwiazania problemu
zlinearyzowanego w poréwnaniu z rozwigzaniem S$cistym. Zastosowana technika
jest podobna do metod badania stabilnosci i daje wyniki o podobnej doktad-
noséci. Naturalnie, aby uzyska¢ bardziej dokltadne oszacowanie btedu, nalezy

wykorzysta¢ bardziej subtelne metody analizy.



Rozdziat VII. STABILNOSC NIELINIOWYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH

W rozdziale niniejszym rozpatrywane beda zagadnienia stabilnos$ci nieli-
niowych uktadéw dynamicznych opisanych stochastycznymi, nieliniowymi réwna-
niami catkowymi zdefiniowanymi na lzga. G.

Istnieje wiele r6znych definicji stabilnos$ci stochastycznej dla uktadéw
nieliniowych.0g6lnie mozna powiedzie¢, ze pojecia stabilnos$ci stochastycznej
mozna rozpatrywaé¢ jako kombinacje koncepcji stabilno$ci typu Lapunowa i
Lagrange’a dla zdeterminowanych uktadéw dynamicznych [52,56,60,78,87,102,
109,123,138,141,177,183,214,225,285,302,354,366,374] i réznych rodzajéow
zbieznos$ci znanych w teorii miary [20,28,33,40,92-94,105,149,157,163,225,
279-280,313,315,318].

W teorii proceséw stochastycznych mozemy wyrézni¢ nastepujace, dobrze
znane rodzaje zbieznoéci:

(i) zbiezno$¢ jednostajna;

(ii) zbiezno$¢ prawie jednostajna;

(iii) zbieznos$¢ prawie wszedzie (z prawdopodobienstwem 1= mod(P));

(iv) zbiezno$¢ w sensie $rednim (w Lm(fl,3,P),m2l);

(v) zbiezno$¢ wedtug miary.

Wynika stad, ze koncepcji stabilno$ci stochastycznych, nieliniowych
uktadéw dynamicznych Jest co najmniej pieciokrotnie wiecej niz w przypadku
zdeterminowanym. Przeglagd tych definicji mozna znalezé w pracy Ahmeda, Teo
[6].

Ze wzgledu na fakt, ze w niniejszej pracy do opisu ukiadéw dynamicznych
wykorzystywany jest aparat réwnan catkowych, w analizie stabilno$ci nie
bedzie stosowana metoda funkcjonatéw Lapunowa. Zainteresowanego czytelnika
odsytamy do literatury [225,279-280,354].

W przypadku gdy uktad fizyczny opisany jest réwnaniem catkowym, pojecie
stabilno$ci Lapunowa traci sens. Na og6t zostaje ono zastapione ogélniejszym
pojeciem ciggtej zaleznos$ci rozwigzania od funkcji pobudzajgcej, przy czym
ciggtos¢ jest okreslona np. przez norme przestrzeni Banacha sygnatéw sto-

chastycznych, w ktérej badamy rozwigzanie.
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W ciggu ostatnich 30 lat czestotliwoSciowe kryteria stabilnoéci uktadéw
zdeterminowanych z czasem ciggtym, oparte na wynikach Sandberga [214-217],
Zamesa [302] i Jakubowicza [377-382],byty rozszerzane na wiele sposobéw.Pra-
ce Corduneanu [52],Desoera,Vidyasagara [60],Jakubowicza [381-382],Kudrewicza
[138], Harrisa,Valenci [109] daja obszerny przeglad tych wynikéw, szczegdty
mozna znalezé w pracach [3,15,18,23,31,43,47-48,51-52,57-62,78,85-86,88,98-
100, 103,109,112,129-130,138,144,147,151-154, 160, 162, 165-166, 169, 173-174,176-
180, 195,213-217,225,285,254-255,292-296,300,302, 350, 354,377-382].

Uktady z czasem dyskretnym nie byty badane tak intensywnie, niemniej
jednak wiekszo$¢ wynikéw analogicznych do rezultatéw osiggnietych w teorii
uktadow ciggtych zostata sformutowana réwniez dla uktadéw dyskretnych, patrz
np. [109, 121, 141,213,272,365-366].

Obszerng literature dotyczaca tej tematyki czytelnik znajdzie w pracy
Cypkina i Popkowa [374].

Analiza stabilnos$ci stochastycznej ciggtych uktadéw dynamicznych o para-
metrach losowych, ktére opisano za pomoca réwnan catkowych typu Volterry 2
rodzaju, to przede wszystkim prace Ahmeda [2,4,6], Skrzypczyka [204,227-
233,244], Tsokosa,Padgett [170,275-278], Liewita [348] oraz [21-22,69,101,
172,279-280].

Deterministyczne uktady dynamiczne zdefiniowane na lzga. byty analizowa-
ne, z punktu widzenia ich stabilnos$ci, w pracy Falba,Freedmana,Zamesa [87].

Pewne wyniki dotyczgace wtasnoséci, prostszych od rozpatrywanych w pracy,
uktadéw dynamicznych zdefiniowanych na pier$cieniu abelowym podali Emre i
Khargonekar [73-74,133], patrz réwniez [124].

W pracy ograniczono rozwazania dotyczace stabilnos$ci do poje¢ zwigzanych
ze stabilnos$cig w sensie $rednim, ale analiza prowadzona jest w rozszerzonej
przestrzeni energetycznej, co pozwala na uwzglednienie sygnatéw o nieogra-
niczonej energii $Sredniej.

Podstawowe pojecia i definicje dotyczace rozpatrywanych rodzajéow stabil-
noséci ukltadéw dynamicznych opisanych wielowymiarowymi, losowymi réwnaniami
catkowymi podane sga w cze$ci 7.1.1 niniejszego rozdziatu. Nastepne dwie
cze$ci pracy zawierajg wyniki dotyczgace stabilnos$ci uktadu opisanego réwna-
niem catkowym w dwoéch przypadkach: gdy cze$¢ nieliniowa zawiera sie w pewnym
sektorze stozkowym oraz gdy nieliniowo$¢ zawiera sie w sektorze okre$lonym

22
forma kwadratowag w rozszerzonej przestrzeni sygnatéw L ° .
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W czeéci 7.3 przedstawione zostaty wtasnosci asymptotyczne rozwigzan
oraz dodatkowe zatozenia, przy ktorych rozwiazania x(t,-) dazg do zera przy
"t — » co".

Pokazano miedzy innymi, ze znane do tej pory wyniki teorii uktadéw cig-
gtych i dyskretnych, zaréwno w przypadku stochastycznym, jak i determinis-
tycznym, sg wnioskami z przedstawionej ponizej, og6lnej teorii stabilnosci
uktadéw dynamicznych zdefiniowanych na lzga.

7.1. STABILNOSC UKLADOW, KTORYCH CZESC NIELINIOWA LEZY W SEKTORZE STOZKOWYM

Uktady dynamiczne w tej cze$ci pracy rozpatrywane beda jak uktady stero-
wania. Przypomnijmy (por. rozdz. |Il), ze matematyczny model takiego uktadu
dynamicznego mozna opisa¢ jako pary sygnatéow stochastycznych wejéciowych u i
wyjéciowych y, nalezacych do pewnych przestrzeni funkcyjnych, oraz dowolng
(nieliniowg) relacje A zdefiniowang na elementach tych przestrzeni,

okreslajaca zwigzek miedzy sygnatami wejSciowymi i wyjsciowymi postaci

y = AX (1)

Wprowadzone okres$lenie dopuszcza relacje wieloznaczne, ktére jednemu
wejsciu przyporzagdkowujg kilka wielkos$ci wyjsciowych. JeS$li ograniczy¢ roz-
wazania do relacji jednoznacznych, to A bedzie operatorem, nazywanym réznie:

operatorem przejs$cia, operacjg wejscie-wyjsécie itp.

7.1.1. Oznaczenia i definicje

Wprowadzimy do rozwazan nowg przestrzen sygnatdw stochastycznych.Niech Q
bedzie domknietg podpoétgrupa lzga. G, dla ktdérej n(Q)>0. Pdétgrupa Q okresla
cze$ciowe uporzadkowanie grupy G, patrz cze$¢ 2.2. Zakltada sie dalej, ze

potgrupa Q jest ustalona.

DEFINICJA 7.1. Przestrzen sygnalow stochastycznych x(t,6)), teG.wen
takich, ze xTelLp,q(G;Rn), V reG, p,qtl, oznacza¢ bedziemy Lp,q(G;Rn), stanowi

ona rozszerzenie (ze wzgledu na poétgrupe Q) przestrzeni Lp,q(G;Rn). =m

Stabilno$¢ rozpatrywanych ukiadéw dynamicznych bedziemy rozumie¢ w

sensie "wejscie-wyjécie", og6lnie znanym w literaturze [60,109,302].
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DEFINICJA 7.2. Niech operator A:Lp,q(G;Rn) —> Lp'q(G;Rm), p,qgsl. Uktad
dynamiczny opisany operatorem A nazwiemy stabo stabilnym w sensie $rednim,
jezeli istnieja nieujemne state rzeczywiste y,0<a> takie, ze prawdziwe jest

oszacowanie

IHAX ) |l s rflx H + 0
" T T"p,q n T"p.aq

V T6Q,x6Lp,q(G)« (2)

DEFINICJA 7.3. Uktad dynamiczny opisany operatorem A nazwiemy stabilnym

(silnie) w sensie $rednim, jezeli wrelacji (1) mozemy przyjac¢ /3=0.m

Jezeli dla pewnego operatora A zachodzi oszacowanie typu (2), to umownie
przyjmuje sie, ze operator A jest Lp,q(G;Rn) - stabilny.

Og6lnie mozna powiedzie¢, ze jezeli A0O=0 mod(P), to z nieréwnosci (2),
przy /3=0, mozna wnioskowa¢ o ciggtosci operatora A w zerze 0 rozszerzonej
przestrzeni Lp,q(G;Rn). Zauwazmy miedzy innymi, ze ukilad dynamiczny stabilny
w sensie definicji 7.3 posiada stabilne rozwigzanie zerowe. Wynikajg stad
réwniez pewne modyfikacje definicji 7.3 spotykane w literaturze, por.[60,
302]. Mozna powiedzie¢, ze najbardziej og6lne sformutowanie powinno pokrywac

sie po prostu z definicja ciggtosci operatora A w punkcie OelLp,q(G; Rn).

DEFINICJA 7.4. Uktad dynamiczny opisany operatorem A : Lp,q(G;Rn)— »
Lp.q(G;Rm), p,qsl, nazywamy stabilnym (silnie) w sensie $rednim, jezeli
V xeQ,e>0 3 6>0 V xeLg,q(G): ‘I'Ixr'l!),q< 5 = J.|(Ax)T,||pyq<c.m

Oczywisécie, ze stabilnos$ci w sensie definicji 7.3 wynika natychmiast
stabilno$¢ w sensie definicji 7.4.

W podobny sposéb mozna okreéli¢ stabilno$¢ uktadu dynamicznego w innych
przestrzeniach sygnatéw stochastycznych, co moze #taczyé sie z rozmaitymi
wymaganiami stawianymi takim uktadom. Na przyktad stabilno$¢ drgan okresowych
w stanie ustalonym wymaga¢ bedzie innych przestrzeni sygnatdbw stochas-

tycznych, anizeli analiza stan6w nieustalonych w uktadach stabilizujgcych

ruch uktadu.
Dla uproszczenia notacji bedziemy dalej uzywaé¢ nastepujacego oznaczenia:

I*(-'->1U.q :=1*TC.->llp,q “)

DEFINICJA 7.5. Dla relacji opisujacej zwigzek wejscie - wyjscie uktadu

dynamicznego A:Lp,q(G;Rn) —>Lp,q(G;Rn) zdefiniujemy wielkos¢
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y(A) := infrjyeR* : [JAX||*"t ~ s ylIxllpT q + V x€Lp,q(G; Rn),T€q| (5)

ktéra nazywana bedzie Srednim wspétczynnikiem wzmocnienia.»

Oczywiste jest.ze jezeli y(A)<oo, to uktad dynamiczny jest stabilny. Czes-
to normalizuje sie réwnania uktadu w taki sposéb,ze zachodzi A0=0, woéwczas

AN

(1M1
y(A) = sup [ —IKIPT.q :xeLp.q(GiRn), reQ, x"*0 | (6)

Szczeg6lne znaczenie odgrywa w zastosowaniach przestrzen L%,Z(G;Rn). W
celu ustalenia uwagi przyjmiemy, ze wszystkie sygnaty wejsciowe i wyjsSciowe
uktadéw dynamicznych rozpatrywanych w tym rozdziale sg elementami
przestrzeni Lé,Z(G;IRn).

Niech dalej speinione bedg nastepujace zatozenia:

Hl) S bedzie liniowym, stacjonarnym, przyczynowym operatorem losowym typu
Volterry-Stieltjesa, okreSlonym przez miare macierzowag o wahaniu

ograniczonym seMQ(G; Lm(u,3,P; ~(R",Rm))) oraz nos$niku supp(s)cQ,postaci

(Sx)(t,u) = f s@dT.,u)x(t-T,u), teQ, 0eC2 7
°t
dla dowolnych xeLg,Z(G;Rn).l

Méwigc dalej o dowolnym stacjonarnym, liniowym i przyczynowym operatorze
losowym bedziemy stale uwazaé¢, ze ma on posta¢ operatora catkowego typu (7).
W przypadku deterministycznym naturalnie miara s(-) nie jest losowa.

H2) Liniowe,stacjonarne i przyczynowe operatory K,C,R sg okre$lone w ana-

logiczny do (HI) sposéb, odpowiednio przez miary nielosowe k,c i r.a

Opierajac sie na koncepcji Safonova i Athansa [213] sformutujemy ponizej
dwie hipotezy, ktére odgrywa¢ bedg podstawowa role w dalszych rozwazaniach.
H3) Niech dany bedzie operator K. Zatézmy, ze istniejg operatory C,R i S

oraz liczba rzeczywista e>0 taka, ze
ls<y-c*)|k 2 * *1IC.J m

V y=Kx, xelL2,2(G;Rn), xeQ. Powiemy wéwczas, ze operator K nalezy do
wnetrza sektora stozkowego o parametrach (C,R,S),co oznaczamy dalej
K 6 Int*"St|c,R,S;L2,2(G;Rn)jj
H4) Jezeli

Hs (y-cx)|12T,2 = | M| 2Tj2 9)
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V x=-Ky, yeL%,Z(G; Rn), xeQ, to moéwimy, ze relacja odwrotna do -K, ozna-

czona dalej (-K) , lezy poza sektorem stozkowym o parametrach (C,R,S),

tzn.
(-K)1 « St"C,R,S;L2,2(G;Rn)] m

Notacja Al uzywana bedzie do oznaczenia operacji odwrotnej do A, tzn. Al
bedzie relacja przyporzadkowujgacag kazdej funkcji yel2,2(G;Rn) jej przeciw-
obraz, tj. zbiér funkcji xeL2” (G;Rn) takich, ze y=Ax.Relacja A jest zawsze
okres$lona, nawet dla operatorow A, dla ktérych operator odwrotny A nie

istnieje.
7.1.2. Uog6lnienie kryterium Nyquista

Wezmy pod uwage wielowymiarowy uktad dynamiczny ze sprzezeniem zwrotnym,
ktory mozeby¢é przedstawiony schematycznie jak na rys.7.1. Sygnaty stochas-
tyczne z iv uwazane bedag za wejsciowe, sygnaty x i y za wyjsciowe. Uktad

mozna opisa¢ za pomocg dwoch réwnan operatorowych
y = Fx (10)
X = - K(y +v) + 1z (11)

gdzie X,y,z,velL2,2(G;R") oraz K,F:L2,2(G;Rn)—=>L2,2(G;Rn), operator F jest

nieliniowy.

Rys.7.1. Schemat uktadu dynamicznego ze sprzezeniem zwrotnym

Fig.7.1. Scheme of a feedback dynamie system
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Niech u:=|xT,yTj , w:=~zT,vTj oraz relacja miedzy wejsciem u i wyjsciem
w uktadu dynamicznego (10-11) dana jest pewng operacja A:
w = Au

Badaniem stabilnoéci tego uktadu zajmiemy sie ponizej.

TWIERDZENIE 7.1. Przypu$émy, ze istniejag liniowe, stabilne w L6,2(G;Rn)
operatory C,R i S takie, ze dla operatora F speiniona jest hipoteza (H3), a
dla operatora (-K)1 hipoteza (H4). Jezeli istniejg stabilne w L2'2(G;IRn)
operatory S 1 i R 1 oraz stabilny w L2,2(G;IRn) operator (I+CK)’1, to system
dynamiczny (10-11) jest stabilny silnie WLg,Z(G;IRn).

Dowéd. Na podstawie réwnania (11) mozemy napisac

K(y+v) = Kd+CKr~Cz-Cy+y+y) (12)
i dalej na podstawie (11-12)
X = -K(I+CK) 1(Cz-Cx+y+v) + z (13)
Zauwazmy, ze
Cz - Cx +y +v = (F-C)x + Cz +v (14)
Wprowadzmy oznaczenia
y = S(y-C(x-z)+v) (15)
X = Rx (16)
z = Rz (17)
v = S(v+Cz) (18)

Na podstawie réwnan (15-17) i (13) otrzymamy

X = -RK(I+CK)'1S"ly + z (19)
i z relacji (12) na podstawie (15-16) i (18)

y = S(F-C)R_1x + v (20)

Opierajgc sie na hipotezie (H3) wnioskujemy, ze V xeQ zachodzi

|[scF-cm-*;iki2 . ||54 2 2¢|F4 2 <lplgh 2 (zi>
a stad wynika, ze
rMS(F-CH)R™] < 1 (22)

Natomiast hipoteza (H4) pozwala na stwierdzenie nastepujacego faktu
llsa+00yll2r | R pt>2 = ||RKy]|2T>2 (23)

dla dowolnychy takich, ze x=Ky. Z istnienia operatorow S 1 i (I+CK) 1lwyni-

ka, zerelacjau=S(I+CK)y okres$la wzajemnie jednoznaczneodwzorowanie miedzy
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u iy i oczywiscie, y=(I+CK) 1S"lu. Na tej podstawie z nieréwnosci (23)
wynika natychmiast, ze
[Wlj2T,a * IIRKd+ao~ullrn
V uelL2,2(G; Im), reQ, a stad
y ARK(1+CK)*1S '1j s | (24)
Z oszacowan (22) i (24) norm operator6w wynika natychmiast silna stabil-
no$¢ uktadu (19-20) w L92,2(G;IRn), a stad stabilno$é wuktadu wyjsciowego

(10-11).«
Wykorzystanie sektora stozkowego pozwala na doktadniejsze okreS$lenie

brzegu obszaru stabilno$ci, por.[213].

Dalsze rozwazania poprzedzone zostang udowodnieniem kilku lematéw.

LEMAT 7.2. Przypusémy, ze losowy operator catkowy K opisuje uktad dyna-
miczny typu (7), a C,R,S sg deterministycznymi operatorami catkowymi i spet-

nione sa nastepujace zatozenia:

1 * -
(i) infmeml det 1S(MI =0

(ii) det fi+c(m)k(m ,w)j] * 0 mod(P);
(iii) sup*€é P-ess sup maX|g g N (x,u) < *,
gdzie ml(x,<*2>),fi (x,u),....,iin(x,u) sg wartosciami witasnymi macierzy
hermitowskiej o wspétczynnikach losowych {*[x,w)é(E,u), *e(?, uefl oraz
I(x,u)=k(x,£>) [lI+c(M)k(",1))]
Wéwczas hipoteza (H4) dla operatora (—K)1 jest spetniona wtedy i tylko

wtedy, gdy
- *
supxe(,p P-ess Su[I\)Neﬁ max f—F—n(Ur( ,u)J s 1 (25)
gdzie <r1(><,u2,o- Gt,wW)eeee.... Oln(*.<<0 warto$ciami wiagsnymi macierzy hermi-
towskiej o wspoétczynnikach losowych h (x,u)h(”,u), *eG,u€Q oraz
h(*,£))=r(x)k(*,0)) [1+c(x)k(x,u>)j s 1(x)-

Dowdd. (=») Niech x=-Ky. Oznaczymy

y = S(y-Cx) (26)
Zatézmy, ze nieréwno$¢ (25) jest spetniona. Stad wynika bezpos$rednio, ze
2
rOOk(x,e>) A+cOOk(x,u>)j  s_100)YT (j;-u) yT(Xw) .V xeQ  (27)
2,2 2,2



108 Rozdziat VII

Dalsze kroki dowodu beda tylko sygnalizowane. Szczeg6towe rozwazania sa

powtdrzeniem techniki z dowodu twierdzenia 5.7. Mamy zatem
12 ,
IN I'«,a = ||RK(+CKr S 'y || 2 = ||RK(I+CK)-1S-12 T[>
J I|RK(1+CK)-1S _1yT Ctt - )||2M(dt) (28)
Z nieréwnosci (28) wynika
a f- |JIr (2)ic(x.w) MM+c(x)k(x,u)j s_1(Z)yT(x.£>)] m(d*)
m(d*) = yTCx.») = HSy-Cx) 1

2 " 2T, 2
na podstawie relacji (26-27). To kornczy dowdd tezy lematu wprost. O

2T,2

(«®) Przypusémy, ze hipoteza (H4) jest spetniona. Wybierzmy cigg {y (*,w)}’,

k=1,2, 3....... o normach w L2(G;Rn) réwnych 1, mod(P) taki, ze
1= yk(-u)  —|lr(e)k( e u) [1+c(o)k(e u)j s_1(-)yk( w)
)KL, W+ C R )k(Fra)d W) f . mod (p)

dla pewnego x eG, przy n— » ®, por. tw.5.1. To dowodzi nieréwnos$ci (25). i

LEMAT 7.3. Niech K oznacza operator catkowy typu (7), a C,R i S beda
operatorami nielosowyml, stabilnymi w L2,2(Q;Rn) i ponadto

infmeJH |det( r(m)) | * °- ' (29)

Woéwczas hipoteza (H3) dla operatora K jest spetniona wtedy i tylko wtedy,gdy

A 22A n A . N 2
3 e>0 V xeL ’ (G;R ), *eG jest spetniona nieréwnos¢

s(X) w)-c(X)Jx(x,w) - r(*)x(x,u) X(X, W) mod(P) (30)

Dowo6d. (=>) Zatézmy, ze relacja (30) jest prawdziwa. Niech x = Rx. Dla

y=KXx mamy

HIS(y-c112T 2 = [ISK-Cx112x 2 = TIS(K-C)R_1x Rt 2 (31)

Korzystajac z faktu, ze operator R jest przyczynowy i wykorzystujgc twier-

dzenie Parsevala [318,319] réwno$¢ (31) mozna kontynuowac

HSG-OO1I2T 2 = [IS(K-OR-Ix [IL. s [ [I(SK-OR_Ix H(t,-)[Ji(dt) =
Jo

= Ii (kt*_' m(dj;) S
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XT(X.9) r< (@xT(x.*) m(d*) (32)

gdzie ostatnia nier6wno$¢ wynika z oszacowania (30). Ponownie wykorzystujac

twierdzenie Parsevala otrzymamy

s (y-CX)||2T,2 * JJ e>fla - BI RDM)(E, +)  Vidy) =

= | IXT(t. *) Hi(dt) - ej J(RUXT)(t. = fi(dt) =

Iftjl».2 - eFR"xIIL.2 " M 1272

SIRS .2 - E(K t,2+ IM|2t>2)

gdzie e'=c/(l+y2(K)) poniewaz K jest operatorem L2’2(Q;Rn)-stabilnym. O
(<) Rozumowanie dla warunku koniecznego prowadzimy w taki sam sposéb, jak

w dowodzie lematu 7.2. To konczy dowdd.m

PRZYKLAD 7.1. WeZzmy pod uwage jednowymiarowy uktad ciggly, G=R , Q=R+.
Niech dalej
c(ii>) := c(li>)
r(ii>) := r (il>)s(iio

gdzie yeR1 oraz speiniony jest nastepujacy warunek

2 2
k(it>,w) - c(ii>) s r (iv) - C - (33)
dla pewnego c¢>0, V yeR1, mod(P). Nieréwno$¢ (33) jest warunkiem wystarczaja-

cym, aby zachodzita relacja (30). Zatem operator losowy K generowany przez

miare losowg k lezy wewnatrz sektora stozkowego, tzn.
K e Int|st|c,R,S;L2,2(G;IRn)jj

Interpretacja geometryczna warunku (33), dla jednej z mozliwych reali-

A j
zacji procesu k(ii>,uo), w?en,i>R , przedstawiona zostata na rys. 7.2.«

LEMAT 7.4. Niech f(x,u),xelRn,wen, bedzie nieliniowg funkcjag losowa, ktora
odwzorowuje Rnxn—» Rm i spetnia warunki Caratheodory’ego. Generuje ona
operator nieliniowy F

(Fx)(t,w) := f(x(t.u),w), teG, xel2,2(Q;Rn) (34)

Zaté6zmy, ze C,R i S bedg statymi macierzami oroaz ze S istnieje. Wow-

czas hipoteza (H3) dla operatora F jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy
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FIS(F(x(t, <). <) - Cx(t.-))112 s TIRx(t,-)112 - clIx(t,-)]]2 (35)
\Y xeL%jZ(Q; IRn), teQ.
Dowdd. (=») Niech y(t,<j):=f(x(t,w),u) i nieré6wnos$¢ (35) jest speiniona.

Wynika stad, ze
(HIsy(t. oIz - 11SCx(t,.)112) 2 ~ [IRx(t, =)lI2 - clIx(t, =)l[|2 s [IRx(t, =)[2 V teQ

FISy(t,-) 112 - [ISCx(t,-) 112 s [IRx(t, -)I]2 VvV teQ (36)

Przypomnijmy, ze < rna)gS) (<rmin (S)), oznacza najwiekszg(najmniejszg)
warto$¢ wiasng macierzy hermitowskiej S S. Z nieréwnosci (36) wynika naste-
pujace oszacowanie

eIy DI )« (O)<r O, I, s T (RIYx(E, )L,V teQ

a stad w oczywisty sposob

Hy(t, 112 S allx(t, -)l12, V teQ (37)
o (R) o (8o-_ (C)
I max
gH2|e a = ——m et D N . Na podstawie nieréwnodci {37) mamy
min min

[IS(Fx-Cx)J2e 2 = f JIS(F(x(t, -),-) - Cx(t,-))]|]2fi(dt) s
°r

S 1 MHRx(L, <12 - elIx(t, 9))I2in(dt) S
*f o [lIR*<t-)[g - C ([Ix(t.-)>l] . [ly<t..»|g)}ii(at> -

- IML.3 - *11C.J

2
dla c's e/(l+a ). Ostatnia nier6wno$¢ dowodzi tezy lematu.a
(<=) Zatézmy,ze hipoteza (H3) jest spetniona. Niech x(t,cj)=xo0(<) mod(P)

bedzie zmienng losowg e pewng stata dodatnig. Mamy dalej

[1S(f(xo(-),-)-Cxo( )12 = -~ ] | s (Fxo-Cxo)|J]2t 2 *
oA K iil,2 -c(im :x,2 hmi2t,2) -

- (IRXolI2T,2 - CHXoll2T ,J = IIRXO(-}12 - ellX0O(-)I12

co konczy dowdd. m
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PRZYKLAD 7.2. Nalezy zaznaczy¢, ze w sytuacji, gdy ukiad dynamiczny
(10-11) jest jednowymiarowy, mozemy przyja¢ np., ze S=Il, C=A,R=r, gdzie ~.relR1.

Nieréwno$¢ (35) przyjmie w tym przypadku postac

Hly-XxBr 5 * FMXir. .. * G * K ,.,) - rik ., 38)

Rys.7.2. Interpretacja geometryczna warunku czestotliwos$ciowego

Fig.7.2. Geometrical Interpretation of a frequency condition

Rys.7.3. Interpretacja geometryczna sektora stozkowego

Fig. 7.3. Geometrical interpretation of conic sector
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Otrzymana relacja jest podobna do relacji znanej z analizy stabilnodci

uktadoéw ciggtych, por.[138,214-216,302]. Z nier6wnosci (38) wynika miedzy

innymi, ze

IM, >a* <|r[*M)[HI, ja

a wiec uktady opisane relacjg (38) majag ograniczone $rednie wzmocnienie

(czyli wspétczynnik y(-) w przestrzeni L2,2(Q; R1)), patrz rys. 7.3.Jezeli

mamy do czynienia z ukiadem liniowym .»

7.1.3. Stabilno$¢ ztozonego uktadu dynamicznego

Zajmiemy sie ponizej sformutowaniem warunkéw stabilno$ci ztozonego,

r=0,

wie-

lowymiarowego uktadu dynamicznego w przypadku losowym. Zatézmy, ze uktad

dynamiczny ma budowe jak na rys. 7.4.

Rys.7.4. Schemat ztozonego systemu wielowymiarowego

Fig.7.4. Scheme of a composed multidimensional system

Przyjmiemy dalej nastepujace oznaczenia:

F := diag |F ,F ,
L1 2
C := diag |C ,C_,.
g [ 172

R := diagj[r ,R , ...,Rn]
L1 2

S := diagj 51,52,

(39)

(40)

(41)

(42)
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gdzie C,R,S sa macierzami klatkowymi, natomiast relacja diag”™.F”",........... fJ
jest zdefiniowana w sposéb nastepujacy:

dia«[FI’F3 FN[v *2 X T=[ (FIXXYT" (F2R)T <W TT
NZJyZ2uiiiiiiininns zj oznacza macierz klatkowg, ktdérej kolumnami sg wektory
z ,Z z

2

N
Uktad dynamiczny przedstawiony na rys. 7.4 jest opisany systemem wielo-

wymiarowych réwnan nieliniowych
yI = FixI , i=1,2,3 N (43)

oraz wielowymiarowym liniowym réwnaniem operatorowym (catkowym)

X = z - K(y+v) (44)
gdzie r Tt
« - | R — *
? - [y> i < f

rt T 1T
= i L z
2T fiwh J
K = [k.J, I,j=1,2 N
i elementy macierzy klatkowej K sa wielowymiarowymi, liniowymi, stacjo-
narnymi i przyczynowymi operatorami catkowymi Volterry-Stieltjesa o paramet-

rach losowych, postaci (7).

LEMAT 7.5.Jezeli dla wszystkich 1=1,2 N speiniona jest hipoteza (H3)

dla operatorow F i odpowiednio (C ,R ,S ), to hipoteza (H3) jest prawdziwa

réwniez dla operatora F i tr6jki (C,R,S).

Dowo6d. Wynika prosto z definicji operatoréw (39-42).»

TWIERDZENIE 7.6. Zatézmy, ze istnieja operatory C,R i S, ktdére sg linio-
we, stacjonarne, przyezynowe oraz stabilne w L~Q;IR ). Niech ponadto bedg

spetnione nastepujace zatozenia:
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(ii) nfreH |det(?> (m)]|% O

infmEW <m))|* O;
(iii) dla wszystkich 1=1,2...... N spetniona jest hipoteza (H3) dla operatoréw
F( i odpowiednio (C ,R ,S );

(iv) losowe operatory F i K opisujace uktad dynamiczny (43-44) sa przyczy-
nowe 1 uktad jest L2'2(Q;Rn)-stabilny w przypadku, gdy dla
1=1,2 N;

(V) sup”™- P-ess supubn «~(hta.«)) a 1,

gdzie h(x,w)=r (*)k (x,w)?l+c (*)k (*,a>)j s ™).

Woéwczas uktad dynamiczny (43-44) jest stabilny w L2,2(Q;Rn).

Dowdd. Na podstawie zatozenia (iv) z lematu 7.5 wynika w sposéb oczywis-
ty, ze spetniona jest hipoteza (H3) dla operatora F i tréjki (C,R,S). Z wa-
runku (v) i pozostatych zatozen wynika, ze spetnione sg wymogi lematu 7.2, a
zatem dla relacji (-K)1 spetniona jest hipoteza (H4).

Na podstawie udowodnionego wcze$niej twierdzenia 7.1 wnioskujemy zatem,

ze teza twierdzenia zostata uzasadniona. m

UWAGA 7.7. Mozna zauwazy¢, ze jezeli macierz K (m,u) jest odwracalna

V tneJH, mod(P), to warunek (v) mozna zapisa¢ inaczej

(v'") |nf*66 P-ess mfue(j Q’minXu(x,l>)]:] t 1,

gdzie u(x,t>)=s (*)"c (*)+k (x,w)jr (*)om

7.2. STABILNOSC UKLADOW, KTORYCH CZESC NIELINIOWA LEZY W SEKTORZE OPISANYM
FORMA KWADRATOWA

W rozpatrywanym w czeéci 7.1 ztozonym uktadzie dynamicznym nieliniowa
cze$¢ uktadu opisana byta relacjg nieréwnosci dla pewnej szczegdlnej formy
kwadratowej.

Stabilno$¢ ciggtych ukiadéw dynamicznych w przypadku deterministycznym,
ktéorych cze$¢ nieliniowa opisana byta relacjg nieréwnoséci dla pewnych og6l-
nych form kwadratowych, intensywnie badat Jakubowicz [377-382], por. réwniez
[138,str. 190].
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Zagadnienia zwigzane z relacjg miedzy stabilnoscig wejscie-wyjscie i
stabilnoécig w sensie Lapunowa, oparte na pojeciu tzw. (Q,S,R) - dyssypatyw-
noéci badane byty przez Hilla i Moylana [112,174].

Na przypadek ciggtych uktadéw stochastycznych, o parametrach losowych,
wyniki Jakubowicza zostaty rozszerzone przez Liewita [384] oraz Skrzypczyka
[227,229-232].

Badany bedzie rozpatrywany wczes$niej uktad dynamiczny z dwoma wejsciami
opisany réwnaniami (10-11). Zatézmy, ze prawdziwa jest hipoteza:
H5) Relacja opisujgca uktad nieliniowy F ma postac:
Di(y,x) +0 + 0
gdzie 0O i D~"t-) jest pewng formag kwadratowa zmiennych y i x
w wielowymiarowej (zaleznej od wymiaréw wektoréw y i X) rozszerzonej
przestrzeni L2°2(Q;Rn).m

Ponizej przedstawione zostanie do$¢ ogélne twierdzenie dotyczace stabil-
noséci w sensie $érednim, ktére jest rozszerzeniem znanych wynikéw [138,227,
377-382], na przypadek losowych ukiadéw dynamicznych okres$lonych na lzga. G.

Zatézmy, ze w dalszych rozwazaniach x jest ustalonym elementem potgrupy

Q'cG.

TWIERDZENIE 7.8. Jezeli IIKI2T 2<® 1 D1(y'x”™P-0- a ponadto forma kwadra-
towa Di(y,Ky) jest ujemnie okres$lona, to uktad dynamiczny (10-11) jest stabo

stabilny w L2,2(Q; Rn).
Dowdd. Oznaczymy przez
D2(W,V) = Dl(w+v) T D (\/\9 - D (v)
forme dwuliniowg i przez 2q norme formy D [120, str. 191]. Otrzymamy dalej

Dj (y,K(y+v)+z) =

= Di (y,Ky)+Di (0,Kv)+Di (0,z)+D270,Kv}-,-{y,Ky*+D2]|-j0,z|-,-{y,K(y+Vv) }j s
s D*y.Ky) + Dt(0,Kv) + D”0.z) + 2q||Kv||]2T y,KyHI2T,2 +

+ 2q]1z]12T,2IMy . K (y+Vv) (45)

Poniewaz D”"y,x)+040, a forma kwadratowa Dt(y,Ky)s-5]]yll2* 2> 6>0, wiec

nier6wnos$¢ (45) mozna zapisa¢ w postaci

-allc,, s q|M |~ . * 4 s(llylgTa. M L, )™ *

COlit il Dt e L 15



116 Rozdziat VII

Po prostych oszacowaniach z nieré6wnosci (46) wynika,ze
»imt ., e 2q(“*iM t.J'/2(iwu.IJMi«.s *imudimu ot

*"(mu,! * MUJHU.i) *B*“0
czyli

2T, 2 * *(})

a stad wynika, ze ukitad (10-11) jest stabo stabilny w L2,2(Q;Rn).«

Z twierdzenia 7.8 wynika,jako interesujgcy wniosek,twierdzenie Skeletona

dla uktadoéw deterministycznych [87].

PRZYKLAD 7.3. Niech forma kwadratowa opisujgca jednowymiarowa relacje
nieliniowg ma postac

D (y,x) := an y(t)x(t)ji(dt) - <3fb|y(t) I2]i(dt) + O , teQ (47)

gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywistg.«
Mozemy tatwo udowodni¢ nastepujacy wynik.

WNIOSEK 7.9. Wezmy pod uwage jednowymiarowy uktad dynamiczny (10-11).

Jezeli funkcja nieliniowa (10) spetnia warunek (47) i ponadto:
(i) SUPMEC p_ess [k (*.w)| <«
(ii) sup”g* P-ess supugEl Re |k(*,t>)j < a;

to rozpatrywany uktad dynamiczny jest silnie stabilny w LZ,2(Q;IRn).m

Jak tatwo zauwazyé¢, w przypadku uktadu ciggtego i deterministycznego,

otrzymujemy znany wynik [138,str.142].

PRZYKLAD 7.4. Niech forma kwadratowa opisujgca relacje jednowymiarowg ma

tym razem postac:

D (v.,x) := /2f [y(t)[2idt) - T y)x@lit) i o, teQ (48)

gdzie jest ustalona liczba rzeczywistg.«
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WNIOSEK 7.10. Jezeli funkcja nieliniowa (10) spetnia warunek (48), jest

spetniony warunek (i) wniosku 7.9 i ponadto
(i) infA"" P-ess Re ~(x,w)|] > B

to uktad dynamiczny (10-11) jest silnie stabilny w L2’2(Q;IR1).m

Powyzszy wynik jest rowniez znany w teorii ukladéw ciggtych [138].

7.3.  WLASNOSCI ASYMPTOTYCZNE
Rozwazania tej cze$ci pracy oparte sg na nastepujacym lemacie.

LEMAT 7.11. Jezeli q jest liczba rzeczywistg, I<g<co i q'=q/(q-l) oraz

keLq(G;IR1) i xelLo< (G;IR1), to catka

v(t) = f k(t-T)x(r)n(dr)
G
(i) istnieje V teG i okres$la funkcje z przestrzeni Cq(G; Rl);
(ii) jezeli kelL1(G;R1) i X6L°°(G;IR1l), to catka istnieje V teG i okredla

funkcje jednostajnie ciggtag z przestrzeni C (G;R1)cC(G;R1);
(iii) jezeli spetnione sa warunki punktu (li) i ponadto xeL (G;R ), to splot
v jest funkcjg z Cq(G;R1).
Dowod. Ad.(i-il) patrz [372,str.376].
Ad. (iii). Dow6éd przeprowadzony zostanie metodg nie wprost. Funkcja v nalezy
do L2(G;R1)nC (GjR1l). Wobec tego V e>0 Istnieje otoczenie U punktu e takie,
ze ’v(t)—iv(s)ise V t,s:t-seU. Jezeli vt% (G;R1),to wodwczas 3 eo>0, takie, ze
dla dowolnego zbioru zwartego FcG istnieje t eF', dla ktérego |v(t )|teQ-
Poniewaz V2(l) jest nieujemng funkcja mierzalng taka, ze
fv2(t)fi(dt) < oo

*'g
wiec istnieje funkcja y okreslona na G taka, ze

0 s y(t) 5 v2(t), V teG

oraz
J y(t)fi(dt) = J v2(t)/i(dt)
G G

Ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej atO zachodzi, ze zbi6r teG:y(t)>aj-

jest o—zwarty. Niech A = «{teG:y (t)>0} Prawdziwy jest ciag nieréwnosci

Jv2(tn(dt) + J v2(t)n(dt) — Fy(Ofi(dt) = J y(b)jj(dt) = J v2(t)fx(dt)
G A A G G
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a na tej podstawie
"v2(t)ji(dt) = f v2(t)fi(dt)
A

Poniewaz A jest zbiorem <r-zwartym, istnieja zwarte podzbiory G~.G"G , ..
grupy G takie, ze GnCGn+1 dla wszystkich naturalnych n, speiniajace warunek

00
u Gn=A
n=1

Taki wybér zbioréw Gn pocigga za sobg, ze

fv2(t)>j(dt) = lim ' v2(t))i(dt)
C °JG

n_*
lim o f v2(t)fi(dt) = 0 (49)
G\G
n
@ 00
Istnieje taki punkt tQ @ G ze tQtUc U G* Mozna to tatwo wykazac.
k=n+1 k=n+1

Dalej mamy

v2(t)n(dt) + f v2(t)n(dt)

'*O)On ut O+u

Niech £g=2e. Z jednostajnej ciggtoséci v wynika, ze V t:t-t"eU

V() 1 £ IV(tQ) I - [Vv(t) - v(tQ)] t 2C - € = E
a stad wynika, ze
v2(t)~t(dt) £ e2m(U) > O
t0+u

co dowodzi sprzecznos$ci z (49). To konczy dowdd.«

Opierajagc sie na lemacie 7.11 sformutujemy ponizej lemat dla funkcji o
warto$ciach wektorowych, ktéry wykorzystany zostanie w analizie wtasnosci

asymptotycznych nieliniowych uktadéw stochastycznych.

LEMAT 7.12. Niech q i q' beda takie same jak w lemacie 7.11. Jezeli po-
nadto k6Lq(G;L"(£2,3,IP;ie(IR*“,Rn))) i xeLo<(G;L2(fi,g,P;r")), to catka
v(t,u) = f k(t-x,u)x (t,u)fx(dT)
(i) istnieje V teG, mod(P) i jecit funkcja losowa z Cq(G;L2(Q, g, P; Rn));

(ii) jezeli kelL1(G;L°°(fi,g,P;~(r”,Rn))) i xelL"(G;L2(n,g,P; R™)), to catka ist-
nieje mod(P), V teG i okre$la funkcje jednostajnie ciggta w sensie

Sredniokwadratowym, tj. veCu(G; L2(Q, g, P; Rn));
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(iii) jezeli spetnione sa warunki punktu (ii) oraz xelL2(G;L2(Q,g,P;Rm)), to

splot jest funkcja losowa klasy Cq(G;L2(£2, g, P;Rn)).
Dowé6d. Wynika z rozumowania analogicznego do przeprowadzonego w dowodzie

lematu 7.11 i teorii catki w przestrzeniach wektorowych [64,315].»

Mozemy teraz sformutowaé¢ wyniki dotyczace wtasnos$ci asymptotycznych roz-
wigzan uktadu réwnan (10-11) opisujgcego nieliniowy uktad dynamiczny o para-

metrach losowych.

TWIERDZENIE 7.13. Przypuéémy, ze
(i) wszystkie rozwigzania uktadu réwnahn (10-11) spetniajg warunek

FxelL2,2(Q;Rm), V xel2,2(Q;Rm);
(ii) keL2(Q;L*(n,g,P; je(RmRn)));

(iii) z,velL2’2(Q;R”) oraz zeB2(Q;Rm).
Woéwczas sygnat x bedacy rozwigzaniem uktadu réwnan (10-11) rdéwniez

nalezy do przestrzeni L2’2(Q; RmnB2(Q;Rm), tzn. posiada skoriczona energie

$Srednig, jest ograniczony w sensie $rednim i dazy do zera w sensie S$rednio-
kwadratowym przy "t— » oj-. Jezeli ponadto zeCQ(G;L2(C,g,P; Rm)), to roéwniez

sygnat x jest elementem przestrzeni Co(G;L (£2,9,P;Rm)).

Dowdd. Wynika wprost z wtasnosci (i) lematu 7.12.«

TWIERDZENIE 7.14. Przypu$émy, ze
(i) V rozwigzania x uktadu réwnan (10-11) speiniony jest warunek, ze

H(Fx) (t, *)I[2eL2(Q;Rn)n8(Q;Rm), V xel2,2(Q;R"),
tzn. nieliniowo$¢ jest funkcja ograniczong w sensie $rednim V teQ;
(ii) keL1(Q;Lm(n, g,P;JE(RMRN))) ;

(iii) v, zelL2,2(Q;Rm) oraz ze82(Q;Rm).
Woéwczas kazdy sygnat x bedacy rozwigzaniem uktadu réwnan (10-11) ma

skonczong energie $rednig i jest ograniczony w sensie $rednim,tzn. nalezy do
przestrzeni L2,2(Q; R"MaB2(Q;R1). Jezeli ponadto sygnaty v, ze82(Q;Rm), to

rowniez xe8g(Q;Rm).
Dowé6d. Wynika wprost z witasnos$ci (iii) lematu 7.12.«
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7.4. PRZYKLAD

Wezmy pod uwage dwa pojazdy mechaniczne poruszajgce sie jeden za drugim,

wzdtuz toru prostoliniowego, jak przedstawiono na rys. 7.5.

Rys.7.5. Modelowanie ruchu dwéch pojazdéw

Fig. 7.5. Modelling of two cars motion

Roéwnania opisujgce ruch pojazdéw sg nastepujace

yi = v
Wy = Y2
gdzie m oznacza mase drugiego pojazdu, F - site napedowa dziatajgca na drugi

+ F(t)— z(t,0t)

pojazd,ktérg uwazaé¢ bedziemy za sterowanie,czyli wejsciowy sygnat sterujacy,
v jest predkoscig pierwszego wehikutu, a zarazem wymuszeniem kinematycznym,
z jest zakléceniem stochastycznym.

Przyjmujac dalej, ze m=l, x1=y2-v> x2= y”~y ,otrzymamy

d X -1, o X, ‘1 -1
at x2 = M + F(t) + z(t,u), tsO.uen (50)

~t O _ T2 0 0

Rozwazmy projekt nieliniowego uktadu sterujgcego ruchem drugiego pojazdu

w systemie ze sprzezeniem zwrotnym, postaci

F(t)=f(xl,ﬁ ): = -fl(xl)-zf (x2) (51)

gdzie f i f oznaczajg pewne funkcje nieliniowe. Bedziemy zaktada¢ dalej, ze

funkcje te spetniajg "nieréwnosci sektorowe" postaci

--------- < mi, 1-1,2 V yelR (52)
gdzie mj,Mi sg pewnymi statymi. Niech ki=(Mj+mi)/2, fi(y)=k[y - g (y),1=1,2.

Wprowadzone do rozwazah funkcje g( maja takze wtasnoséci sektorowe, podobne
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do (52), ze zmienionymi statymi, tzn. mE= -(M*m~/2, (~-(M~n~)/2, lub w

postaci, ktéra pojawita sie w nieré6wnosci (38), w przyktadzie 8.2

lg.(y) - *.yls rlyle v y6RI

gdzie *=0, r=magx - i - . dla 1=1,2.

Rys. 7.6. Dopuszczalne wartoséci brzegowe parametréw systemu stabilnego

Fig.7.6. Admissible boundary values of parameters of stable system

Rownania zamknietego uktadu sterowania w zmienionych oznaczeniach beda

miaty postaé

B kL2 2o g T (53)

dt ) 0 0

Oznaczmy dalej

r-l-kp-kp 1 91X )+g2(x) *

9(x) := . =

X = [xl,x’Z‘]T, A:

-1 -0

W nowych oznaczeniach réwnanie (53) przyjmuje standardowg postac¢, por.
czes$¢ 3.3.2.

x(t,a>) = Ax(t,<j) + g(x(t,u)) + bz(t,u), taO.uen (54)

Réwnanie (53=54) mozna w prosty sposéb przeksztatci¢ w réwnanie catkowe typu

Volterry 2 rodzaju
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gdzie, zgodnie z wczes$niej przyjeta notacja k(t):=exp(At),

z(t,®) = k(t)x(0,£>) + ['k(t-T)bz(T,u)dr, tLO.wen
0
natomiast
T s/S -k2/5
k) -1/6  (I+kj+sl/S S=(l+k; +s)s-k,

oznacza transformate Laplace’a macierzy k

Do spetnienia warunku, ze keLl(h"jiStRz,Rz)) potrzeba i wystarcza, aby
czesdci rzeczywiste wszystkich wartosci wtasnych macierzy systemu (54), tzn.

macierzy A, byly ujemne, co zachodzi,jezeli ki> -1 oraz k"< 0. Jezeli wymie-

nione warunki sg spetnione, zachodzi ponadto keLz(Ri;E(RZ,RZ)).

W celu zapewnienia stabilnos$ci w sensie $rednim wystarczy sprawdzi¢, czy
spetnione sa zatozenia jednego z twierdzen: 7.1,7.6, ewentualnie lematu 7.2.
Niech operator CeiECR ,R ) i jest zdefiniowany w nastepujacy sposob:

X X +X X
L 11 272
Cx := X=[X X i W

Z nieréwnosci (52) wynika, ze

o) - B = 1w +grd-AR-Ax/s r2|Mp

Rys.7.7. Granice tolerancji parametru sektora r uktadu stabilnego

Fig.7.7. Conic sector bounds of parameter r of a stable system
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W rozpatrywanym przyktadzie warunki czestotliwosciowe moga by¢ wyrazone

np. w postaci nastepujacej:

inf detfl - Ck(s)| * O;
A J

Re(s)t 0

»

SUBRa(s)E0 M Pfsrsantr (S)g < >

gdzie fi(s),H2(s) sa wartosciami wtasnymi macierzy hermitowskiej 1 (s)I(s),

1(s)=k(s) "+Ck(s)j , seCl.

Wyniki obliczen przedstawione sg w postaci granic obszaréw parametréw,
ktére zapewniajg stabilno$¢ uktadu (54=55).

Zauwazmy, ze wplyw warunku poczgtkowego x”(0) jest taki sam, jak zakitd-
cenie postaci xz(0)S(t).Prezentowane wartos$ci parametrow r.k~k” zapewniaja,
ze efekty wynikajagce z warunkéw poczatkowych w chwili t=0 zanikajg. Jezeli
ponadto proces z spetnia zatozenia twierdzenia 7. 13 lub 7. 14, to uktad jest
globalnie asymptotycznie stabilny w sensie rozdziatu 7.3.

Jezeli nierobwnos$¢ (53) jest spetniona dla przyrostéw funkcji f , tzn.

f(x)-f (y)
m s —ioe [T <M, it1,2 V x, yeR

przy tych samych oznaczniach,to mozna pokaza¢, ze wptyw warunkéw poczatkowych

zanika przy t- > o. Jezeli natomiast proces z Jest sumg

z(t,u>) = z~t.u) + z2(t,u)
procesu stacjonarnego w silnym sensie z i procesu, ktéry speinia zatozenia

t tlt

jest asymptotycznie stacjonarny [244].



Rozdziat VII1. DRGANIA OKRESOWE 1 PRAWIE OKRESOWE

Rozdziat niniejszy dotyczy w cato$ci problematyki drgan okresowych i
prawie okresowych w ztozonych nieliniowych uktadach dynamicznych o parame-
trach losowych. Rozpatrywane sg dwa zasadnicze rodzaje uktadéw, uktady auto-
nomiczne (cze$¢ 8.4) i nieautonomiczne (cze$¢ 8.3). Uklady nieautonomiczne
to takie, ktére pobudzane sg zewnetrznym sygnatem okresowym lub prawie
okresowym i ktérych parametry zmieniaja sie w czasie. W przypadku okresowym
poszukuje sie wtedy rozwiazan okresowych o takim samym okresie, jaki
posiadajg zewnetrzne pobudzenie i parametry uktadu.

Zaktada sie stale, ze dyskutowane uktady nieautonomiczne opisywane beda
wielowymiarowym, nieliniowym, losowym ré6wnaniem catkowym typu Volterry -

Stieltjesa 2. rodzaju:
x(t,a>) = z(t,a>) + Tk(dr,w)f(x(t-r,u)), t€Q, wen
0

Odmienne zagadnienia zwigzane sg z uktadami autonomicznymi. Ich paramet-
ry nie zmieniaja sie w czasie,a zewnetrzne pobudzenie moze by¢ najwyzej syg-
natem statym. W uktadach takich mogg wystgpi¢ drgania okresowe, ktoérych
okresu nie mozna z go6ry przewidzieé¢. W zwigzku z tym zatozono, ze rozwazane
uktady autonomiczne opisywane bedg wielowymiarowym, nieliniowym, losowym

ré6wnaniem catkowym typu Volterry-Stieltjesa 1. rodzaju:
y(t,t>) = 1| h(ds,o0))g(y(t-s,w),(*>), teQ,usn
0

W obu przypadkach zaktada sie, ze Q jest podgrupa pewnej cze$ciowo uporzad-
kowanej lzga. G, QcG, natomiast h jest miarg o wahaniu ograniczonym.
Poszukiwanie drgan okresowych i prawie okresowych poprzedzone zostato
dyskusja nad “"stanem ustalonym" sygnatu w uktadzie dynamicznym (cze$¢ okre-
sowa lub prawie okresowa sygnatu) oraz nad jego "stanem nieustalonym" (czes$é
sygnatu o skoniczonej energii). Dalsza analiza dotyczy tylko zjawisk ustalo-
nych z pominigciem sygnatdw przejsciowych, zanikajacych "przy t— >m", tzn.
nalezacych np. do przestrzeni Cq(Q;L2(2 3, P;Rn). Odpowiednie réwnania stanu

ustalonego wyprowadzone zostaty w czes$ciach 8.1 i 8.2 niniejszego rozdziatu.
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Réwnania drgan okresowych i prawie okresowych przybierajg postac
nieskonczonego uktadu nieliniowych réwnan losowych. Rozwigzanie takiego
nieskonczonego uktadu réwnan nie jest praktycznie mozliwe nawet w przypadku
deterministycznym. Analiza prowadzona jest za pomoca metod przyblizonych,
polegajacych na obcieciu uktadu nieskonczonego do aproksymujacego go uktadu,
sktadajacego sie ze skonczonej liczby réwnan. Metody postepowania w przypad-
ku deterministycznym byty wszechstronnie badane, por. np. [138].

Zasadniczo, analiza oparta zostata na koncepcjach znanych w metodach de-
terministycznych: filtru idealnego i funkcji opisujgcej i w tym sensie sta-
nowi ich uogo6lnienie na zagadnienia stochastyczne,por. [52,138,168-169,303].

Rozwazania oparte zostaly na twierdzeniach Banacha i Leraya-Schaudera o
punkcie statym operatora. Wykorzystuje sie pojecie indeksu Leraya-Schaudera
dla przypadku homotopii operatoré6w zwartych oraz dla operator6w zwartych z
zaburzeniem w postaci malego operatora zwezajacego. Pojecia te stuzg do roz-
wigzania i analizy ukladéw analizowanych réwnan losowych w odpowiednio
dobranych przestrzeniach Banacha proceséw stochastycznych.

Sformutowanie zagadnienia i odpowiadajgcych im wynikébw jest na tyle
ogblne, ze pozwala na rozpatrywanie zaréwno ciggtych, jak réwniez dyskret-
nych uktadéw stochastycznych.

Przedstawione wyniki sg uzyteczne dla bardzo wielu zastosowan. W celu
zademonstrowania przydatnos$ci jednego z wynikéw teoretycznych przedyskuto-
wano w czes$ci 8.3.4 przyktad specyficznego, dyskretnego uktadu dynamicznego

z parametrycznym zaktdéceniem stochastycznym.

8.1. ROWNANIA DRGAN OKRESOWYCH | PRAWIE OKRESOWYCH

Wezmy pod uwage stochastyczny uktad dynamiczny (ze sprzezeniem zwrotnym)
opisany n-wymiarowym losowym réwnaniem catkowym typu Volterry-Stieltjesa 2.

rodzaju, okreslonym na lzga. G

x(t,u) = z(t,t>) + f h(ds,u)f(x(t-s,ai),u), teQ,weQ (1)

o¢

gdzie supp(h)cQ, heV(G;L*“(n,3,P;JE(Rn,IRN)), oznaczymy przez I|/ar"Ch) bez-

wzgledne wahanie funkcji h. Zat6zmy ponadto, ze:

P1) operacja F okre$lona przez nieliniowo$¢ f speinia w przestrzeni
L2,2(Q;IRn) warunek Lipschltza ze statg a i f(0, *)=0 mod(IP). Niech
dalej F odwzorowuje przestrzen B22(G;IRM) w siebie i spetnia w

B2,2(G;IRn) warunek Lipschltza z tg samg statg a.»
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Dla uproszczenia rozwazan przyjmiemy, ze spetnione sa dodatkowo naste-

pujace hipotezy:

P2) asup”e* ess sup”™”™ max™Ap(*,u)j <1,

gdzie Al(x,lf),A (*,u),...,An(z.“) sg wartosciami witasnymi macierzy

A
hermitowskiej h (x,w)h(x,u).m
P3) Vxo0eB2,2(G;IRn) 3 N>0 takie, zesupUQ|If(xq(t,u),<|R* N. =

P4) wv(t):= Varé\Qt (h)e L2« ™ 1).«

Hipotezy (P1-P3) gwarantuja, ze dla kazdego procesu stochastycznego
zelL2'2(Q;Rn) (ewentualnie z€B2'Z(Q;Rn)) roéwnanie (1) ma w L2'2(Q;Rn) (lub
B2'2(Q;Rn)) jednoznaczne rozwiazanie, ktére zalezy w sposéb ciagty od wymu-
szenia z. Jezeli z jest procesem ograniczonym w sensie $rednim, taka sama

witasno$é posiada réwniez rozwigzanie x. Wynika to z prostej relacji
HIx(t, )12 s N Var"(h) + []z(t,-)]12, V teQ (2)

Przypusémy, ze na wejsciu uktadu dynamicznego pojawit sie sygnat z(t,w),

t€Q,t>en, supp(z)cQ, ktory jest sumag
z(t,u) = z o (t,w) + Oz(t,u), teQ,u>€fi (3)

sspo. zq oraz sygnatu 6 eL2,2(Q;Rn). Mozna oczekiwaé, ze sygnat, ktory jest

rozwigzaniem x réwnania (1), bedzie miat podobng postaé

x(t,u) = X5 (t.u) + (g((t,u), teQ,u€f2- (4)
gdzie xq jest funkcjg prawie okresowg, a 0 eL ’ (Q;Rn).

Podstawmy réwnanie (4) do wyrazenia (1), otrzymamy
xo(t,w)+0x(t,L>) = zo(t,o>)+0z (t,u)+jQh(ds,(i))f‘xo(t-s,u) + OX(t—s,o>),1>>)1 (5)

Réwnanie (5) mozna przepisa¢ w postaci réwnowaznego uktadu dwoéch réwnan

Xo(t,£>) = ZQ(t,t)) + J h(ds,u)f ~Xo(t-S,t)),uj (6)
0 (t,k>) = 0 (t,u>) + J h(ds,<j)~f~q(t-s,0>)+0 (t-s,w),uj-f ~q(t-s,+),ujj -

- f h(ds,u)f[x (t-s,w),u] (7)
A ne '

Na mocy poczynionych zatozen, roéwnanie (6) posiada w przestrzeni sspo.
B2,2(Q;Rn) doktadnie jedno rozwigzanie dla dowolnego sygnatu z”eB2,2(Q;Rn).

Rozwigzanie to nie zalezy od zaktécenia O i wobec zatozenia (P3) jest
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ograniczone w sensie $rednim. Rozwigzanie to moze by¢ interpretowane jako
"stan ustalony" ukladu dynamicznego (1).
Zastanéwmy sie zatem nad réwnaniem (7). Na podstawie hipotez (P3) i (P4)

oraz nieréwnosci

19 h(ds,u)f ~xo(t-s,u),ujl]] a N Var”?Q (h) (8)

mozemy stwierdzi¢, ze sygnat 0 (t,w)- h(ds,u)f x (t-s,u),oi eL2,2(Q;Rn),a
z QQ [ '
t

operacja V okre$lona na przestrzeni I[g.»%{Q;Rn) relacja
(#0)(t,w) := J h(ds,u) M~xo(t-s,£>)+0(t-s,u),(jj-f|xq(t-s, ), ujj (9)
posiada oszacowanie

11/2
IM 12>2 s suP*ef p-ess suPu6n n.ax’(\Ar(x,(O)J | If(x0+e, -)-f(x0, )22

S aSUp*eG P_eSS supa>gn max”Ar (x,t))j llel|2>2(10)

Wynika stad, ze wszystkie rozwigzania réwnania (7) nalezg do L2,2(Q;Rn). Wa-
runkigkiedy OXeCO(Q; LZ(Q,5,P;Rn). tzn. OX—» 0 przy "t—> , wynikaja z
rozwazan czes$ci 7.3. Sygnat 0 mozna interpretowaé¢ np. jako =zanikajace
zaburzenie spowodowane istnieniem w uktadzie niezerowych warunkéw poczat-
kowych. Dla przypadku ciggtego,tzn. G=R1,Q=k\ powyzsze wyniki mozna porow-
na¢ z interesujgca analizg zawartg w pracach Corduneanu [52], Sandberga [214
- 215], Kudrewicza[138] i Skrzypczyka [237-238,245-246].

Jezeli operacja F przeksztatca funkcje okresowe w okresowe, to te same
rozwazania, dotyczace istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzan, obowigzujg dla
okresowych rozwigzan (nalezacych do przestrzeni L2,2(Q;Rn)) rdéwnania (5),
dla G=r\ q=r*, por. [144,214-215].

Dalszg analize ograniczymy do badania wtasnoséci drgan okresowych i
prawie okresowych w uktadzie dynamicznym opisanym nastepujgcym réwnaniem

catkowym Volterry-Stieltjesa

x(t,u) = z(t,o0) + fh(ds,u)f(x(t-s,w),u), teG.wefi (11)
0

przy tych samych wstepnych zatozeniach jak dla réwnania (1).
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8.2. ROZKLAD ROZWIAZANIA W SZEREG FOURIERA

Niech sygnatl wejsciowy z bedzie losowym wielomianem trygonometrycznym

teG.uefi, zkeL2(£J,3,P;Cn), * eG (12)

2(L02) =) "9 (0 ;

gdzie ~eA(G,H), Vk jest dang funkcjg H-okresowa. A(G,H) jest anihilatorem
zbioru H w G. Mozna udowodni¢, ze z jest rzeczywisScie funkcjag H-okresowg i
odwrotnie: kazdy wielomian trygonometryczny H-okresowy ma posta¢ (12) patrz
[207,372-373]. Zatézmy dalej, ze:
Q1) funkcja nieliniowa f przeksztatca zbi6ér funkcji H-okresowych w siebie
i f(0,a))=0 mod(P). =

Poszukiwa¢ bedziemy H-okresowego rozwigzania réwnania (11). Przedstawmy
w tym celu sygnaty x(t,£>) i u(t,u)=f(x(t,o>),w) w postaci odpowiednich
szeregbw Fouriera
X (t,w) = Ygx, (W) (1)
K

Podobnie jak w rozdziale IV,przyjmiemy, ze Xk=X k- W zwigzku z tym, poniewaz

u(t,w) = E{uk(o>)xk(t) (13)

interesuja nas wytacznie rozwigzania rzeczywiste, naturalne staje sie zato-

zenie, ze 2,52 X EX U EU Podstawiajagc w réwnaniu (11) szeregi
Fouriera odpowiednich funkcji (12) i (13) 1 poréwnujac wspoétczynniki przy

odpowiednich charakterach otrzymamy

xk(u) = zk(u) + h(yk’«)uk(XU(<<>)’X1(U)'X2(W) ......... ,u) fc=0,1,2,... (14)
gdzie

uk (x0 (£>),xi (£)),x2(u), u) = A(g/H) I *k(t)u(t.“)M(dt) (15)

sg wspoétczynnikami Fouriera sygnatu u. W nieskonczonym uktadzie losowych
réwnan algebraicznych (14) réwnania dla numeréw ujemnych zostaty pominiete
ze wzgledu na poczynione zatozenia.

Korzystajgc z faktu, ze przestrzenie L2,2(G;Rn) i 12(L2(C3 g, P;Cn))=12,2

sq izometrycznie izomorficzne, uktad réwnan (14) bedziemy traktowaé jako

losowe réwnanie operatorowe w przestrzeni 12’2. Oznaczymy
r}(u):=£x~(L>),Xj(w),X2(u) i, e(w):=£z™M(u>),zM(w),z M fw),.. .1 (16)
(At) (w): = [(K(> QX WDT, (kv W% W))T, (KO ¢ WX (W) ) T 1@

(Urj) (u): =~un(xo,xit xa>. . ,(<)),u™(x0,xi,x2,.. ,w), U2(xq,xt>x2, .., w). . \] (18)
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Zgodnie z notacjg (16-18), réwnanie (14) przyjmie posta¢ uproszczong

NE2) = <(u) + A(WUu)r(u) (19)
Z twierdzen 5.2-5.3, izometrii przestrzeni L2,2(G;Rn) 1 12(L2(£2,3,P;Cn))

wynika,ze charakterystyki operatora liniowego A, rozpatrywanego jako odwzo-

. . ,2,2 Lo .
rowanie przestrzeni 1 w siebie, sa nastepujace
|Alz a sup P-ess supuef) max("(j;,u)\ vz (20)
12,2 *n A '
sup (A) a sup P-ess suPu€g max|/i (x,u)] (21)
1272 *n ' '
|an2’2(A)n+ mfx P-ess inf 0 m}nILl r(X’u)I,I (22)
gdzie Xl(x,w),Xz(x,w) X (*,<<>) okres$lone jak w (P2), natomiast ul(x,u),
n
fiz(’\,(<)),fi3(x,v) H (*>w) sg wartosciami wtasnymi macierzy hermitowskiej
n
jh*(x.<*>)+h(x,u) oraz dla skrécenia zapisu sup oznacza sup jii
L J ~n n *
(analogicznie inf ). Wtasnosci operatora U mozna wywnioskowaé bezposrednio
n

z wtasnosci operatora F. Korzystajac z powyzszego tatwo jest udowodni¢ nas-

tepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 8.1. Jezeli operator F speitnia w L%,Z(Q;Rn) warunek

Lipschitza ze statg a i jezeli

12
<

|
q := asuP™ P-ess suP()6q max’{x (x,w)J 1 (23)

to dla dowolnej funkcji losowej H-okresowej zel2,2(Q;Rn) réwnanie (11=19) ma
w przestrzeni La,Z(Q;Rn) doktadnie jedno H-okresowe rozwigzanie x, a wspot-

czynniki Fouriera tego réwnania spetniajg nier6wnosé

H*Jla * HZI2 + 'IETi'IE! (24)
dla n=0,1,2,3,.......
Dowdd. Wynika z twierdzenia o punkcie statym dla operacji zwezajacych i

{-aq)

witasnos$ci operatoré6w: liniowego A i nieliniowego F.m

Zatozenia podanego twierdzenia sa do$¢ silne. Podstawowe pytanie, ktére
mozna zadaé¢, to czy o wtasnosciach uktadu (11=14=19) mozna wnioskowaé na
podstawie zredukowanego, skonczonego uktadu réwnan. Metoda redukcji uktadu
réwnan (11=19) do skonczonego ukitadu réwnan, w przypadku ciggtym G=R}, jest
dobrze znana i prowadzi do metod: filtru idealnego i funkcji opisujacej,

por. [138].
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8.3. DRGANIA OKRESOWE W UKLADACH NIEAUTONOMICZNYCH

Twierdzenie 8.1 podaje warunki, ktérych speinienie gwarantuje istnienie
i jednoznaczno$¢ rozwigzan okresowych réwnania (11). Z twierdzenia Banacha o
punkcie statym wynika, Zze rozwigzanie to moze by¢ uzyskane metoda kolejnych
przyblizen. Metoda ta wymaga spetnienia do$¢ silnych zatozen i czesto zawo-
dzi. Nie mozna jej stosowaé¢ np. w przypadkach, gdy réwnanie (11) posiada
wiele rozwigzan lub gdy nieliniowo$¢é nie speinia warunku Lipschitza (nawet
lokalnie). Dlatego w dalszych rozwazaniach wykorzystane zostana bardziej
subtelne metody zwigzane 2z indeksem punktu statego Leraya-Schaudera oraz

homotopig operator6w zwartych. Notacja i oznaczenia patrz [303].

8.3.1. Metody rzutowe rozwigzywania réwnan

Niech A~(G,H)cA(G,H) bedzie skonczonym podzbiorem charakteré6w. Dla

uproszczenia notacji przyjmiemy, ze A oznacza¢ bedzie pewien skohnczony zbidér

numerow -io, 1, 2, NY takich, ze XEAA(G,H) VkeA. Majac ten fakt na uwadze
okres$limy w 12’2 operator rzutowy
( x dla neA
(Pit)y = 4 " (25)
" (0 dla nfA

gdzie zachowujemy oznaczenia (16). Por. [157,159,171].

Kazdy element rjelz’2 mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy
tji=v+w, gdzie v=Py, w=(I-P)®. Oznaczmy e=at+b, gdzie a=Pe, b=(I-P)e. Wobwczas
rownanie (19) mozna przepisa¢ w postaci ukiadu dwoéch réwnan

v = a + PAU(v + w) (26)

w=Db + (I-P)AU(v+w) 27)

Wybierzmy zbiér A tak, aby dla kazdego V€P(12’2) réwnanie (27) posiadato
w podprzestrzeni (I—P)(12')2 jednoznaczne rozwigzanie(zauwazmy,ze zatozenie
dotyczgcejednoznacznosdci mozna pomingc). Jezeli np.warunek (23) w

twierdzeniu 8.1 zastgpi¢ stabszym
g = asup P-ess suPugjj max rX (*,c<>) 12 <1 (28)
*n “ rlr
to teza twierdzenia 8.1 pozostaje prawdziwa w zastosowaniu do réwnania (27).

Jezeli przez R oznaczymy rezolwente operatora (I-P)AU, to rozwigzanie w

rownania (27) mozemy zapisa¢ w postaci

w = b + R(v+b) 9)
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i oczywiscie R:P(lz’z)—> (I—P)(12’2). Jednocze$nie z nieréwnosci

HIR(v+b) |R,2 = [I(1-P)AU(v+wW) |12 2 s qllvw]12>2 a q]lv+b]|2(2+ql|w-b]|2 2 (30)

wynika oszacowanie

R(VED)RDLE TV IVebiL ]

Jezeli rozwigzanie wréwnania (27), znalezione dowolng metoda, np. kolejnych
przyblizen, wstawimy do réwnania (26), to otrzymamy

v = a + PAU(v+b+R(v+b)) (32)
Roéwnanie operatorowe (32) jest skonczonym uktademlosowychalgebraicznych

réwnan nieliniowych.

8.3.2. Metoda filtru idealnego

Metod rozwiazywania réwnan, zaréwno typu (26) jak i (32) istnieje wiele,
istota problemu lezy jednak gdzie indziej. Jezeli liczba g jest duzo mniej-
sza od jednosci, to oszacowanie (31) sugeruje, ze w réwnaniu (32) sktadnik
R(v+b) mozna pomina¢ bez popetnienia "duzego" biledu. Otrzymamy wobwczas
rownanie

v = a + PAU(v+b) (33)
ktérego rozwigzanie, zaréwno pod wzgledem teoretycznym, jak i praktycznym,
jest duzo prostsze niz problemu (26-27). Za przyblizone rozwigzanie problemu
(26-27) bedziemy zatem uwaza¢ funkcje yr\l):T+b, gdzie ;eP(IZ’ ) jest rozwigza-
niem uktadu réwnan (33). Technika ta, dla przypadku G=R1, nosi nazwe metody
filtru idealnego, por. [138].

Oszacowanie doktadnos$ci, z jaka rozwigzanie przyblizone aproksymuje roz-
wigzanie doktadne, jest gtownym celem dalszej analizy. Zamieszczone wyniki
sg niewielkag modyfikacjg pracy Skrzypczyka [245].

Zaczniemy od przeksztatcenia réwnania (27). Zapiszemy je w postaci

v - PAU(v+b) - a = PA(PU(v+tw) - PU(v+b)) (34)
Oznaczymy dalej
$(v): = PAU(v+b) - a
G(v,w):= PA(PU(v+w) - PU(v+b)) (35)
r(v,w):= (I-P)AU(v+w) + b

wowczas réwnania (26) i (27=34) przyjmuja posta¢, ktoéra bedzie dalej czesto
wykorzystywana
w- r(v,w) = b (36)
v - $(v) = G(v,w) (37)
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Zauwazmy,ze w nowych oznaczeniach réwnanie przyblizone (33) przyjmuje

posta¢ lewej strony réwnania (37), tzn.

v - Hv) =0 (38)

W dalszych rozwazaniach rozwigzanie réwnania (38) oznaczadbedziemy przez v.
Biorgc pod uwage okres$lenie zbioru A, réwnanie (38) wnotacjinawigzujacej

do postaci (14) moze byé zapisane w nastepujgcysposob

TWIERDZENIE 8.2. Niech veP~(l2,2) bedzie rozwigzaniem réwnania przyblizo-
nego (38). Niech dalej U(v+b) bedzie lokalnie klasy Cl. Jezeli $ '(v) jest
bijekcjag i ponadto liczba

1/2
)

jest wystarczajgco mata, to réwnanie (19) posiada doktadnie jedno rozwigza-

P-ess SUpuet’J mraxrAr(r,u) (40)

ic = SUpX«A’\

nie w malym otoczeniu v+b. Notacja pozostaje jak w hipotezie (P2).

Dowdd. Idea dowodu jest podobnado zawartej w twierdzeniu 8.3. Zauwazmy,
ze operacja lokalnie rézniczkowalna spetnia warunek Lipschitza. Teza wynika
z twierdzenia Banacha o punkcie statym i z twierdzenia o lokalnej

odwracalnos$ci odwzorowan w przestrzeniach funkcyjnych, por. [70,157,303].m

8.3.3. Metoda funkcji opisujacej

W szczeg6lnym przypadku, gdy zbiér A zawiera tylko jeden numer (n=l dla
ustalenia uwagi), metoda filtru idealnego nazywana bedzie, przez analogie do
przypadku klasycznego G=IR1, metodg funkcji opisujacej. Uktad réownan (39)

redukuje sie wtedy do jednego réwnania n-wymiarowego zmiennej zespolonej
X -y X (W), 2g(u),2,(u),25(02).2,(<>)  wy= (u) (41)

ULV Z0°V Z3-Z4.. “) =

=H (W IgY ODFXIV )+V i()+z0V ){E, (v k(D+5A (1}H {tWt)  (42)

Uktad n réwnan zespolonych (41) mozna, oczywiscie,przepisa¢ w postaci uktadu

2n réwnan rzeczywistych.
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Analizowa¢ bedziemy uktad dynamiczny opisany losowym réwnaniem catkowym
(11), gdzie z jest H-okresowym procesem stochastycznym (12) i speitniona jest
hipoteza (Ql). ZzZatézmy dalej, ze

R1) Xh i Yh beda dwoma przestrzeniami Banacha H-okresowych proceséw sto-
chastycznych x(t, *)eL2(n, g,P;Rn), V t€Q. Przypusémy, ze zeXH-m
R2) Operator nieliniowy F:Xh— >YH i jest operatorem ciggtym .«

R3) Losowy operator A dany relacja

(AuKt.tt) := f h(dr,b))u(t-x,u) = Y_h(xk,0>)uk(o>)*k(t)
Jo k

gdzie u(t,0>)=lt uk(u)xk(t), teQ,wen, jest liniowym i zwartym operatorem
k

przeksztatcajgcym przestrzen YH w XH.I

R4) Oznaczymy przez P i (I-P) operatory rzutowe

(Pu)(t,w) := u™wlJajju) + u”uJKjCt)

((1-P)u) (t, & := y UM x (1)
k*1

dla teO.weCJ. m

Zauwazmy, ze mimo pewnych modyfikacji w stosunku do rozwazan dotyczgcych
metody filtru idealnego wyniki czes$ci 8.3.2 pozostajg prawdziwe. W zwigzku z
tym réwnanie (11) jest rownowazne uktadowi dwéch réwnan wynikajacych bezpo-
§rednio z réwnan (36-37)

w- r(v,w) = b (43)

vV - Kv) = G(v,w) (44)
gdzie 4>(v): =PAF(vtb)-a, G(v,w):=PA(PF(v+w)-PF(v+tb)), T(v,w):=(I-P)AF(v+w)+b.
Poniewaz v(t, u)=xiiu>)xi(t)+x (<™>)N(t), w dalszych rozwazaniach uzywane sg
zamiennie oznaczenia: 4>(v)h$(xi), G(v, w)sG(xt,w), co nie powinno prowadzi¢
do nieporozumien.

Uzasadnienie metody funkcji opisujacej polega na ustaleniu zwigzkéw
pomiedzy rozwigzaniami réwnania przyblizonego (38) i rozwigzaniami uktadu
rownan (43-44). Oczywiscie, twierdzenie 8.2 znajduje tutaj zastosowanie,
niemniej jednak wymagaonosilnej rézniczkowalnosci operatora F.Ostabienie
zatozen tegotwierdzeniamoze byé przeprowadzone na roéznesposoby. Ponizej
pokazany zostanie jeden z mozliwych kierunkéw postepowania.

UWAGA 8.1. W dalszych rozwazaniach wykorzystywane sa szeroko,bez szcze-
gotowego cytowania,wtasnosci operatorow zwartych oraz okre$lenia zwigzane z
homotopig operatoréw zwartych i indeksem Leraya-Schaudera. Notacja i wyniki

dotyczgce tych wtasnoséci sg zgodne z [303].
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TWIERDZENIE 8.3. Jezeli prawdziwe sg hipotezy (R1-R4) i ponadto spetnione
sg nastepujace zatozenia:

(i) istnieje rozwigzanie veP(XH) (odpowiednio xleLZ(n,S,P;Cn)) réwnania
przyblizonego (38), ktére w pewnym malym otoczeniu U(v, r~, ~>0, jest
rozwigzaniem izolowanym;

(ii) 3 rz>0 V vEli(v, r?)

(I-P)AF(v+w)el/(0,r2) V welitb,n);
to réwnanie (11) posiada w przestrzeni X co najmniej jedno H-okresowe roz-
wigzanie x (t,w), teQ,we€fi, dla ktérego zachodzi oszacowanie
HX(-.=)-x(-.)l 5 r +r
H 1 2

gdzie x(t,u)=81U»)*| (t)+J£(u);1(t)+ZO¥) (t)+k|;2\‘/zk*k(t)+ il?k (t)?.

Dowéd. Z zatozenia o istnieniu izolowanego rozwigzania veP(X ) réwnania
H
przyblizonego (38) wynika, ze istnieje pewne otoczenie U(v,r ), rj>0, tego

rozwigzania, w ktérym jego lokalny indeks Leraya-Schaudera

i(*, titv,r )) *0 (45)
oraz 3 a>0 takie, ze

SUpllv-vll . H(v)llp(x , > «
P(XH> 1 H

Z zatozenia (ii) wynika, ze V veV.(v,rj), prawa strona rownania (43) okresla
ciggte odwzorowanie U(b,r ) w siebie. Mozna tatwo wykazaé, ze odwzorowanie to
jest petnociggte. Wynika stad na podstawie twierdzenia Schaudera o punkcie
statym, ze réwnanie (43) posiada rozwigzanie w&€ti(b, r2).

Jednoczes$nie z ciggtosci operacji G(v,w) wynika, ze V velt(v,r ) 3 r >0
takie, ze V ||wb]|(I_p) (x ~ zachodzi

G (V' W)IIP(X , < “ 47)

H
Z nieréwnodci (46-47) wynika [336], ze operatory zwarte 4 i 4>G sa homoto-
pijne na brzegu zbioru 31li(v,r ).Nieré6wno$¢ (45) gwarantuje, ze indeks punktu

statego Leraya-Schaudera operatora $-G

Ki-G.I/fy.r )) =0 (48)
W konsekwencji z ostatniej nierownos$ci wynika, ze rdwnanie (44) ma co naj-
mniej jedno rozwigzanie vet/(v,r ). Rownanie (11) posiada wiec w przestrzeni

XH rozwigzanie x=v+w. Zauwazmy ponadto, ze
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Ostatnia nier6wnos$¢ daje oszacowanie btedu, jaki popetniamy przy wyzna-

czaniu drgan okresowych metodg funkcji opisujgcej. To konczy dowod.m

8.3.4. Przyktad

Wezmy pod uwage jednowymiarowy ukitad drgajacy z wymuszeniem paramet-
rycznym opisany réwnaniem

Mx(t,<j)+Rx(t,t>)+(C+2a(a))cos(2i/t))x(t,0))-c2fi (x(t-to,u))=0, teR”ueCJ (50)

Rownanie (50) moze opisywa¢ wiele ukltadéow mechanicznych, przyktady technicz-
ne por. [102]. Interpretacja poszczeg6lnych skiadnikéw réwnania typu (50) byta
przeprowadzona w czes$ci 3.2,w szczeg6lnos$ci w cze$ciach 3.2.3 i 3.2.4 dysku-
towana byta kwestia opdznienia w uktadzie mechanicznym.

Poniewaz interesuje nas stan ustalony w uktadzie dynamicznym (50) przyj-
miemy, ze x(0,w)=x(t,u)=0 i réwnanie (50) mozna w standardowy sposob przeksz-

tatci¢ do postaci réownania catkowego typu Volterry 1. rodzaju postaci
00
x(t,<j) = I" f(x(t-r,0>),u>)k(T)dT, t€R\ax=n (51)
o}
W celu zademonstrowania mozliwos$ci zastosowania przedstawionych wynikéw

do znalezienia drgan okresowych dyskretnego uktadu dynamicznego opisanego

losowym réwnaniem catkowym na grupie G=Zt, Q=Z*, postaci
“ i
x(k,u) = £ f(x(k-j,w),cj)h(j) ., kez+ (52)
j=o
00
gdzie £ |h(J) |<oo, natomiast
j=0
f (x(k,£>),u) := (I1+2a(&>)cos(2i>k) )x(k, u) - c2fj(x(k-kQ,u)) ,
a(-) jest zmienna losowa, TeZ*, v=Zn/r, fi(x):=x3, yeR1l. Dla ustalenia uwagi
(nie zmniejsza to w niczym og6lno$ci rozwazan), przyjmiemy, ze zmienna
losowa a(-) ma rozktad réwnomierny na przedziale [1,4].
Ai j
Grupa charakteréw Z grupy dyskretnej Z jest izomorficzna z torusem T,

tzn. jest zbiorem liczb zespolonych postaci

Z1 = <{elnx :neZt,xeR1, |x|s2t4
Podgrupa H, generowana przez dyskretne sygnaty okresowe o okresie T6Z+,
przyjmuje posta¢ H~Z1. Podobnie
G/H = -jn :n=m+kr mod(r), mkezZl}s -{0,1,2.......... ,T-1 mod(r)}-
Podgrupa ortogonalna (anihilator) A(G,H) jest zdefiniowana nastepujgco

A(G,H) := {*eG :*(g)=I| VgeH}-
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w szczeg6lnoséci w rozpatrywanym przypadku musi zachodzi¢

elnx = 1 dla n=kx, kez'.xelR1, |x|s2ti
Ostatnia réwnos$¢ zachodzi dla tx=2til, dla lezl, tzn. dla x=2jtl/t=i>1. Stad

wynika, ze anihilator jest zbiorem charakteréw postaci

A(Z\H) = ejel"I'l :n, lezZ1l} (53)
tatwo sprawdzié¢, ze dowolny charakter *(n)=exp(ini>l) jest funkcja H-okresowa.
Rzeczywiscie, dla neZ'.keH mamy

I<n+km Inl»| IkI>1 Invi
*(n+k) = e = e - e =e "

= *(n)

poniewaz ki~k”ir, gdzie k~eZl.

Rys.8.1. Rozwigzania réownania (56) dla réznych wartosci kQ

Fig.8.1. Solutions of eq.(56) for different values of k0

UWAGA 8.2. Charaktery na grupie dyskretnej mozna wprowadzi¢ inaczej, tak
aby pozosta¢ w zgodzie z notacja przyjetag w technice dla przeksztatcenia Z,
ktére jest niczym innym, jak przeksztatlceniem Fouriera na grupie dyskretnej
Z1.W tym celu zauwazmy, ze exp(inx) dla neZl i |x|s2Tt jest liczbg zespolong.
Niech z=exp(ix), oczywiscie |x]sl.

Zbior charakteréw 11 grupy dyskretnej Zl1 zapiszemy w postaci

Z1 = -jz" :nsZl,zeC1, |z]sl»
Definicja przeksztatcenia Z, znana w literaturze [115,121,141,272,366], po-

krywa sie, przy tak wprowadzonej notacji, z wprowadzong w dodatku B. Mamy

()]
h(z) = h(*) = £ z"h(n) = 1 ~(gJhtgdntdg), nezl
~Z

N=—00
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Anihilator A(z',H) jest, w tym przypadku, zbiorem n-tych pierwiastkéw
zespolonych z liczby 1. Wyznaczenie tych pierwiastkéw prowadzi "de facto" do

powrotu do notacji (52). m
Zgodnie z metodg funkcji opisujacej, poszukiwa¢ bedziemy rozwigzania
przyblizonego réwnania (50) w postaci
x(n, @ = x (w)* (n) + xt (UWXjfn) , nez'

gdzie x (n)=exp(ii>n), a xi(u) jest losowym rozwigzaniem rdéwnania wynika-

jacego z (38), ktére w tym przypadku przyjmie postac

xi(u) - h(™i)ui(xi(o)),u) =0 (54)
gdzie ht* )=h(z) , a funkcja u dana jest relacjg nieliniowa
=i
UAXj,«) = 4" E ((1 + 2a(t,)COS(2yk)j (*1*1~  + ClcjirjcCle) -

< e ft Vi (k-kO) + xi*t(k*ko}D) i <) (55)

Rys. 8.2. Rozwigzania réwnania (56) dla réznych wartosci a(o>i)

Fig.8.2. Solutions of eq. (56) for different values of a(0>j)

Niech t>4. Dokonamy przeksztatcen kolejnych sktadnikéw wzoru (55). Zauwazmy
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Wynika to z faktu, ze

T--h ST-0 -
£ cos(4i>k) = -2 "~ lexp(i8jtk/x) + exp(-i8nk/r) 1l =
=0 k=0 J
_ 1 l-exp(18n) 1  l-exp(-18Tt)
2 l-exp(18it/x) 2 l-exp(-i8ir/r) "
Dalej mamy
1T1 (
— N e2 xi3exp(13t>(k-ko)) + 3xi2xiexp(i2i>(k-kQ)-ii>(k-ko)) +
k=0

+ 3xq 2exp(iv(k-k_)-i2i>(k-k ) + x 3exp(-i3i>(k-k )] =

= e2— JjT3xixiexp(-ii>k ) = 3e2|x |2 exp(-ivk )
k=0

Woéwczas réwnanie (55) przyjmie postaé
ul(i( b)) = xi + a(0>)xi- 3e2xi1xi 12exp(-||>k0) =
= |Ixi |exp(i®) + a(<j) X |exp(-iN) - 3e21xj 13exp(-ii>ko+i0)

gdzie xi=|xi|exp(i0). Z réwnania (55) wynika

Ixji lexp(i®)-h(xi) |Ixj lexp(ir)-a(o>) ¥ |exp(-10)+3c2|xi |3exp(-li'ko+i0)j=0

56
z nieznanymi losowymi wielkosciami [x*] (<0) i <p{u), o0>eQ. (56)

Rys.8.3. Doktadna funkcja gesto$ci prawdopodobienstwa |x | (linia ciggta) i
funkcja gestosci uzyskana metodg Monte-Carlo (linia przerywana)

Fig. 8.3. Exact probability density function of |x | (continuous line) and a
density function obtained by Monte-Carlo method (dashed line)
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Operacja F odwzorowuje L2'2 w siebie i jest w sposéb ciggty rdéznicz-
kowalna. Jezeli liczba K=supj*~]h(z) | jest wystarczajagco mata, zatozenia

twierdzenia 8.2 sg spetnione.

Réwnanie (56) ma rozwigzania losowe. Zatézmy, ze x (’)*0. Dla wartosci
2r[/v=600 wyznaczone zostaty niezerowe rozwigzania |x |. Warto$ci rozwigzan
[x*|(fa> ) dla ustalonego sa przedstawione na rys. 8.1 i 8.2,dla odpowied-
nio zmieniajgcych sie wspoétczynnikéw kQ i a(u”). tatwo zauwazyé, ze réwnanie
(56) posiada maksymalnie dwa niezerowe rozwigzania, zalezne od wielkosci
parametrow.

W celu zilustrowania losowego charakteru tych rozwigzan zostata wyzna-
czona funkcja gestos$ci prawdopodobiefAstwa zmiennej losowej |x |. Zostato to
wykonane dwoma sposobami. Po pierwsze, funkcje gesto$ci wyznaczono na
podstawie réwnania (56), ktore okres$la funkcyjne przeksztatcenie miary praw-
dopodobienstwa generowanej przez zmienng losowg a, w miare zwigzang ze
zmiennymi losowymi |xj i < Wyniki zostaty poréwnane z funkcjg gestosci
uzyskang na drodze symulacji numerycznej metodg Monte-Carlo (liczebnos$¢
probki 100000 symulacji). Na rys.8.3 przedstawione jest porédwnanie wynikéw
dla funkcji gesto$ci brzegowego rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej |xj.
Zaobserwowana zostata duza zgodno$¢ wynikéw, $wiadczaca o poprawnosci

obliczen.

8.4. DRGANIA OKRESOWE W UKtLADACH AUTONOMICZNYCH

8.4.1. Podstawowe wtasnoséci

Uktad dynamiczny opisany losowym réwnaniem catkowym Volterry-Stieltjesa

x(t,i<>) = z(t,(j) + f h(ds,t>)f(x(t-s,(d),u), t€Q,uefl (57)

0
nazwiemy autonomicznym, jezeli z(t,w)=zo(t))=const(u), wefi, a operacja F,
generowana przez nieliniowo$¢ f, jest przemienna z operacja przesuniecia w

czasie (takie operatory nazywane bywajg “filtrami", por. dodatek C), tzn.
(Fx (s+t,a)) (t,u) = (Fx(s,u))(t+r, ), V zeG.wen (58)

Operacje posiadajgce powyzsza wiasno$¢ nazywane bywaja réwniez stacjonarny-
mi. Operacje stacjonarne przeksztatcajg funkcje H-okresowe w funkcje H-okre-

sowe o tym samym okresie. Istotnie, niech x(t+r,u)=x(t,u), V x€H, mod(P).



140 Rozdziat VIII

Zauwazmy, ze

(Fx(s, u))(t,w) = (Fx(s+t,u))(t,u) = (Fx(s,u))(t+T,«j), V T€H,mod(P)
co dowodzi okresowos$ci funkcji (Fx)(t,t>).
Zatézmy, ze
51) operacja F przeksztatca w sposéb ciagty przestrzen funkcji prawie
okresowych B2,2(G;Rn) w siebie i jest ograniczona, tzn. istnieje stata
N>0 taka, ze |(Fx)(t,u)]<N V xeRn,uefi.nm
52) Roéwnanie (57) posiada state x(t,u)=const(u) V teQ rozwigzanie.»
Woéwczas réwnanie rozpatrywanego uktadu autonomicznego (57) mozna zawsze
sprowadzi¢ do réwnowaznego réwnania catkowego 1. rodzaju. Istotnie, niech

Xq(#) oznacza funkcje losowag bedacg rozwiazaniem réwnania (57), tzn.
xa(e) = za(w) + K(xo,u>)f (xq, ) (59)
gdzie K(*o,<j)=J h(ds).Z hipotezy (SI) wynika, ze funkcja losowa f(xo,u) jest

ciggta funkcja zmiennej losowej xq. Niech xq bedzie takim dowolnym rozwigza-

niem réwnania (59), woéwczas proces y(t,u)=x(t,u)-xq(#)) spetnia réwnanie
y(t,u) = h(ds,ii))g(y(t-s,t)),<<)) t€Q,uen (60)

gdzie g(y,o>)=f(y+xo>u)-f(xo,+), yeRn, oczywiscie g(0,w)=0 V wefl.
Beda nas interesowaty niezerowe rozwigzania réwnania (60). tatwo zauwa-
zy¢, ze prawdziwy jest nastepujacy rezultat, wynika on natychmiast z wtas-

nos$ci funkcji nieliniowej f.

TWIERDZENIE 8.4. Jezeli proces x(t,o),teQ,wetl, jest rozwigzaniem réwna-
nia (60), to proces x(t+x,w), tsO.uefi, jest réwniez rozwigzaniem tego réw-
nania V tsG.

Dowo6d. Wynika wprost z wtasnos$ci uktadu autonomicznego.m

Wynika stad natychmiast, ze rozwazania z cze$ci 8.3 niniejszej pracy nie
moga by¢ przeniesione na sformutowane powyzej zagadnienie drgan w uktadach
autonomicznych.

Przy poszukiwaniu rozwigzan H-okresowych postaci
X(t+T,0) = £ xk(u)~(t+x) = £ (x*((d)>(T)]y (1)
k k !

réwnania (60), o nieustalonym okresie (podgrupie H), mozna ograniczy¢ sie do
znalezienia jednego rozwigzania spos$réd nieskoriczonej ilo$ci rozwigzan

x(t+T,0>) rb6znigcych sige "przesunigciem" argumentu.
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Stosujgc rozumowanie analogiczne do przedstawionego w opisie metody

funkcji opisujacej poszukiwa¢ bedziemy rozwigzania w postaci

X(tw) = xg(u) + X, (<) () + X 0)* (1) + g apX, (), () (61)
Zauwazmy, ze XiMi+xiNi=2Re(xiJRe” )-2Im(xi)Imt;*). Ze wzgledéow formalnych
(bez zmniejszania ogélnosci) przyjmiemy, ze Im(x )*0 i xj>0 V uen, wbdwczas

réwnoéé (61) przyjmie postac

x(t,t>) = xo(u) + 2x1(W)Rel>1(t)b+ M‘Ik{“rz):'zxk(«)»k(t) (62)

Zadanie okres$lenia rozwigzania réwnania (60) wpostaci szeregu (62)jest
dodatkowo skomplikowane faktem, ze nie jest znanapodgrupa Hgrupy G
decydujaca o okresie drgan rozwigzania. Z drugiej strony wiadomo, ze jezeli
znamy okres funkcji periodycznej, to generuje on w sposéb jednoznaczny pod-
grupe HcG.Jak jednak sformutowa¢ warunki dotyczace tego okresu, aby podgru-
pa K byta dyskretna, podobnie jak odpowiadajacy jej, interesujacy nas,

bazowy zbiér charakteréw, bedacy anihilatorem Hl zbioru H.

Niech AeRl bedzie jednoparametryczng rodzing normalnych, dyskretnych
podgrup tej samej grupy G. Dla anihilatora kazdej z tych podgrup zachodzi
N= i =H" i R
HA AA(G’”A)' Jak wiemy, (G/IkA) AH. Charaktery ze zbioru A oznaczac

bedziemy zgodnie z przyjeta wczes$niej notacjg.
Bedziemy zaktada¢, ze zatozenia wstepne niniejszego paragrafu, dotyczace
postaci rozwigzan, pozostajg w mocy dla kazdego AeR*.

Przyjmiemy dalej, ze prawdziwe bedzie stale nastepujgce zalozenie:

S3) rodzina charakteréw -{H".AeR*, jest ciggta funkcjg parametru A.«
Dalszy cigg rozumowania bedzie podobny do przedstawionego w czes$ci 8.3.
Jezeli podstawimy funkcje postaci (62) do rdéwnania (60), to poréwnujac

wspoétczynniki przy odpowiednich charakterach otrzymamy nieskonczony uktad

rownan losowych

xk(u) = h,fak’\.uIJuk(A,x0(<<)),x1(q),x2(u) ......... u), k=0,1,2,....... (63)
w ktorym funkcje u” okres$limy podobnie jak poprzednio

U (A,X0,X X2 W f(E xx A, (1), W* X)(M(dt) (64)

Wyznaczeniu podlegajga zmienne A,xQ(a)),x]j (0>),X2(W)..c.ceuennnn.
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8.4.2. Metoda funkcji opisujacej

Metoda funkcji opisujacej polega na obcieciu nieskonczonego uktadu
réwnan (63) do jednego n-wymiarowego losowego roéwnania zespolonego, przez
zastgpienie wspo6tczynnikow " Iv)) zerami dla k*I (dla ustalenia uwagi).
Woéwczas uktad réwnan (63), redukuje sie do jednego wektorowego réwnania

zespolonego, ktére bedziemy zapisywaé¢ w postaci
Xi(u) - &A, (u),® = xi(u) - h~|A),fc)jui (X,0,xi(u),0,0, u) (65)
Jezeli i X beda zmiennymi dodatnimi speiniajagcymi rdéwnanie zespolone
(65), to funkcje losowa
x(t,u) = 2xi(u)Re™*A) (t+x)j, teQ,0>€Q (66)

dla dowolnych xeG uwazaé¢ bedziemy za przyblizone rozwigzanie réwnania (60).
Ponizej pokazemy, ze jezeli istniejag xi(>)>0 mod(P), X>0, to doktadne

rozwigzanie rownania (60)jest okresowe i mapostac

x(t,u) = xo(u) + 2>1< (u>)ReAfxf')(t+T)]+Jukl, X, (a>)>l$<A)(t+r) (67)

gdzie Tec oraz |Ixt(m)-x (<)l , IX-X],lx (*)lldla i=0, £2,+3....... sg liczbami
matymi.
Uktad réwnan (63) przepiszemy w postaci dwoéch uktadéw réwnan, z ktorych

pierwszy zawiera réwnania o numerach k*I|

xk(u) = h;;{(A)]uk(A,xo(u),xl(u),xz(u) u) k=052,3......... (68)
a drugi réownanie o numerze k=I, ktére ma postac
xj (@) = h ™ X,jui(A,xo(w),xi (u),x2(ui) u) (69)

Bedziemy zaktadac¢ dalej, Zze nastepujace hipotezy sg prawdziwe:
TIl) X i Y oznaczajg dwie przestrzenie Banacha nieskoriczonych wektoréw,
ktérych elementami sa n-wymiarowe zespolone zmienne losowe typu

L2(n,3,P;Cn). Niech
D(u):= jx*(ti>),x*(£>),x*(U)eceunnennn. J wen.»

Moga to by¢ np. przestrzenie z normami:
( o} \1/2

th()Ix = (1 (i+%2)[Ixk(.)]122
\ 172
(II-O('>|Ia2 * 2kIIIV > 1,1,
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IR *)11X ;= SUPtEq | Xk(,)\ U)
gdzie xk€(G/H) , H jest normalng podgrupa w G;
|hi(—)«,4:I[ V>lla

gdzie zatozono x_k(*)zxk(-) mod(P) V k .1
12) P i (I-P) oznaczajg podobnie jak poprzednio operatory rzutowe

Pry := AOT,x",0T,0Tcoevcnne j, (1-P)rj:= jx*,0T,X2>X*...cccoenunne j =

W dalszych rozwazaniach uzywaé¢ bedziemy nastepujacych oznaczen:

(UMGgH 0 := ~Mud(X,xo>xt, ... ,u),u”(X,x0,xi U)eienenens J (70)
(Aatj) (tu) = [[h(x‘X),u)x0) ,(h(J)A),U)xi) ,[h(**A),0)xJ........ ] (71)
7. TT 1T . fT T T T 1T

3 o= 0 ,Xj,0 ,0 ,... , a przez S i 5" normy elementu 0,1 .,0,0,...
odpowiednio w przestrzeniach X i Y. Zatézmy, ze przestrzenie X i Ysg w

dalszych rozwazaniach ustalone.

TWIERDZENIE 8.5. Zalézmy, ze speinione sg hipotezy (T1-T2) 1 ponadto:

(i) istnieje niepusty zbior D: (X,x™): |X-X]ar , ktéry n*e
zawiera w swoim wnetrzu,ani na brzegu 3D, innych rozwigzan réwnania
(65) poza punktem (X,xt)oraz indeks Leraya-Schaudera

1($,D) * 0

(ii) VvV Xe[X-r1 ,)l(+r ] operator Li , okre$lony relacjag (70), odwzorowuje kule

K(i), r) przestrzeni X w przestrzen Y, zalezy w sposéb ciggty od

parametru X i spetnia w tej kuli warunek Lipschitza

[lux,,2 m v 2lly * a(r-r.)IK " 72Hx* vv v u(,r); (72)
(iii) operator okres$lony relacjg (71) jest liniowym, zwartym przeksztat-
ceniem przestrzeni Y w X, zaleznym w sposéb ciggty od parametru
X€K(X, ri), funkcja h(xjA,,u) jest ciggta V Xe'U(X, r?);
(iv) prawdziwa jest nierdwnos¢

atr.rj < min[r-5xrif _r-1-T infaD]|$(X,xi.a,)]l2) (73)

gdzie
q(r.ri):=suPx6<uS,ri)](1-P)Ax U x(r+«xIIXU12)0t{r-r1)-
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Wéwczas réwnanie (60) posiada rozwigzanie okresowe
spetniajace warunek |MIx s q(r,ri) i zalezne w sposéb ciggty od parametréow

X i x~ Podstawmy rozwigzanie (77) do réwnania (69). Niech dalej

x(t,£>) = xQ(u) + 2xi(u)Re”N'V>(t)j+ 2~ | ~ R e ()] (74)
i ponadto zachodzg nastepujgce oszacowania rozwigzania przyblizonego (66): F(X,xi>w) := h A A)j Pui (X,x0(x,xi,(i)),xi ,x2(x,Xi,u) u) -
! o , * gfr,M).
IX A< ||[[V°TX%..... « - U (X,0,X0,0,0 e w)j (78)
Dowdd. Niech

m .x ,(I-P)tj) := (I-P)AxUaT bedzie zwartym operatorem zmiennych wobszarze D.tatwo zauwazy¢, ze
W notacji operatorowej réwnanie (68) mozna zapisaé w postaci HIF i W)y = TIFXXE <20y s a(r, ) [MIX s ot(r, ~ )a(r, ~ ) (79)

(-P)TI = r(A,xi, (I-P)tj) (75) Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze
Dla kazdego ustalonego punktu (A~JeD, jezeli HIFOGXi L u)|[2 < infaD]I$(X,xi,u)|]2

- ; = or- a stad, ze
YO-P)gl, a ro:= r-5.r, a

to infaD||~AXi,t>) - F(X,xi,t)|[2 > 0

IM|XS [1phes)11x + 110-P)(H-5) X =

To dowodzi, ze operatory $ oraz t-F sg homotopijne na 3D. Na podstawie wtas-

= [|P(»-"x + |](-P3n]x s 5xri + r3 =r nosci homotopii operatoré6w zwartych wynika z zatozenia (i), ze
Wynika stad, ze jesli JI(I-P)Y)]]x a r3, lix1-x1l2:Sr1> *° ~ nalezy do dziedziny i($-F,D) * 0
operatora U”, a (I-P)i) do dziedziny operatora T. Operator T przeksztatca a stad, ze réwnanie (69) posiada we wnetrzu obszaru D co najmniej jedno
kule JI(1-P)j|Ix—+3 podprzestrzeni (I-P)X w podprzestrzen (I-P)X i zachodzi rozwigzanie. Z istnienia rozwigzania rébwnania (69) wynika wprostistnienie
oszacowanie rozwigzania uktadu réwnan (63), ktére zapisujemy w postaci (74).
I r("x1,(i-P)i)] Ix s | CI-P)Aa y” x [luadlly a Oszacowania doktadnoséci rozwigzania przyblizonego wynikaja wprost z

definicji obszaru D i nier6wnosci (76).«
*osupX6'ii(X,rb) I (I-p)AATY Ax(r+5xIIxill2) <x(r'ri) = q(r'r!)
Jezeli' g (r,r)sr, to na mocy zatozenia (iv), operator T odwzorowuje Kkule UWAGA 8.3. W konstrukcji dowodu twierdzenia 8.5 wykorzystuje sie warunek

ll(1-P)P|Ix—+3 w siebie. Pokazemy, ze jest w tej kuli zwezajacy. Z warunku Lipschitza funkcji nieliniowej f. Mozna zauwazy¢, ze z warunku tego mozna

zrezygnowaé rozumujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 8.3. Analogicznie,

Lipschitza (72) dla operatora UA’ prawdziwego w kuli o promieniu r>r3 wynika
. jesli zalozymy ciggtos¢ operatora A , V uefi, zalozenie o zwartos$ci otrzymamy
[Im xIf (i-p)7™) - r(x,xIf(i-p)n2){|(I n o
=P)X w spos6b naturalny, poniewaz woéwczas AA:Cn— >Cn V uef2 [245-246].»
FL(-P)N U X HAD-PYA - UX(I-P)T ey <
5 supA€7iU,ri) I (1*P)AxIY~Axa (r»ri)II(1“P)72 “ (1“P)T,2Hx (76)

Z warunku (73) ‘tatwo wynika, ze T jest operatorem zwezajagcym w kuli
[|(1—P)R|Ix~r 3+ Uktad réwnan (63=75) ma wiec w tej kuli doktadnie jedno roz-

wigzanie
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Aby lepiej zrozumie¢ geneze pracy, zwréémy uwage zaréwno na zaskakujace
podobienstwa, jak i réznice, ktére zauwazamy poroéwnujagc wyniki teorii
uktadéw dynamicznych z czasem ciagtym z wynikami analogicznej teorii, gdy
czas jest elementem innego zbioru, np. dyskretnego zbioru liczb catkowitych
lub torusa. Wspomniane zbiory chwil czasowych nie zostaty wymienione
przypadkowo, odgrywajg one w teorii uktadéw mechanicznych decydujgca role.
Zauwazmy, ze wszystkie, z punktu widzenia matematyki, stanowig podzbiory
zbioru liczb rzeczywistych IRL. Poniewaz dla osi rzeczywistej charakterys-
tyczna jest topologia przedziatowa, wynika stad, dla wspomnianych juz pod-
zbioréw, ogromne podobienstwo w opisie wszystkich cech zwigzanych ze
zbieznos$cig. Dla przyktadu wymieni¢ tu mozna takie podstawowe wtasnosci, jak
ciggtos¢ czy catkowalno$¢. W zwigzku z tym najwazniejsze cechy sygnatu
fizycznego, takie jak: ciggto$¢, ograniczono$¢, okresowo$é, stacjonarnosc,
energia, moc, witasnos$ci asymptotyczne okres$lane sa w bardzo podobny sposéb
zaréwno dla sygnatéw z czasem ciggtym, jak 1 dyskretnym.

Zwréémy uwage na jeszcze inng analogie. Transformacja Z jest waznym
narzedziem analizy liniowych, stacjonarnych ukiadéw dynamicznych z czasem
dyskretnym. Jak pokazano, patrz dodatek B, transformacja Z jest dla ukiladow
z czasem dyskretnym  tym, czym dla uktadéw z czasem ciggtym jest
transformacja Laplace’a. Mozna powiedzie¢ wiecej, transformacja Z jest jakby
logicznym potaczeniem pomiedzy analizg sygnatébw z czasem ciggltym i
dyskretnym, poniewaz transformata Laplace’a f(s) idealnego sygnatu
impulsowego f(t) jest zwigzana z Z-transformata F(z) sygnatu z czasem
dyskretnym f(nT) poprzez przeksztatcenie z=exp(sT). Wymieniona funkcja
odwzorowuje lewg potptaszczyzne zbioru Cl w jednostkowy dysk. Wynika stad
natychmiast, ze wnetrze dysku jednostkowego, jego brzeg - okrag jednostkowy
oraz dopetnienie dysku majg dla ukiadéw z czasem dyskretnym takie samo
znaczenie, jakie dla ukltadéow z czasem ciggtym odgrywaja: lewa poétptaszczyzna
C , o$ urojona z=ji> oraz prawa poiptaszczyzna Cl. Majagc powyzsze na uwadze

spostrzegamy natychmiast, ze powszechnie znane w stabilnos$ci: twierdzenie
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Nyaguista dla ukiadéw z czasem ciggtym i twierdzenie Cypkina dla uktadow z
czasem dyskretnym wyrazajg mniej wiecej te samg tre$¢. Takich analogii mozna
pokaza¢ wiecej, a jednak teorie ukladéw z czasem ciggtym i dyskretnym sg w
zasadzie rozwijane niezaleznie. Generalnie mozna powiedzieé, ze teoria
ciggtych ukiadéw dynamicznych znacznie wyprzedzita w rozwoju analogiczna
teorie uktadéw dyskretnych, zwtaszcza w takich dziedzinach, jak teoria drgan
okresowych i prawie okresowych, teoria bifurkacji i chaosu.

Podstawowym celem pracy stata sie zatem odpowiedZ na pytanie:

W jakim zakresie mozna probowaé¢ stworzy¢ uniwersalng teorie
pozwalajagca na wszechstronng analize réznorodnych, praktycznych
zagadnien z zakresu dynamiki ztozonych uktadéw mechanicznych, z

czasem zaréwno ciggtym,jak i dyskretnym?

Prébe odpowiedzi na tak sformutowane pytanie podjeto przyjmujac, ze w
catej pracy stosowane bedg konsekwentnie nastepujgce zatozenia:

i) uktady mechaniczne rozpatrywane beda jako szczeg6lne uktady dynamiczne,
rozumiane jako uporzadkowane zbiory pewnych pojeé, co pozwolg na uog6lnienia
wykraczajace poza zakres mechaniki;

ii) czas, w tak rozumianych uktadach dynamicznych, jest elementem pewnej
grupy przemiennej (abelowej), czes$ciowo lub catkowicie uporzadkowanej;

iii) do opisu zjawisk, zachodzacych w rozpatrywanych uktadach dynamicznych,
zastosowano losowe réwnania catkowe.

Zatozenia (i-iii) omoéwione sa szczegétowo w rozdziale 2. Mechaniczny
uktad dynamiczny zdefiniowany zostat jako obiekt, ktéry rozpatrywany jest z
punktu widzenia teorii systeméw. Cze$ci 2.1 i 2.2 zawierajg elementy nowosci
w stosunku do istniejgcej teorii, natomiast cze$¢ 2.3 jest catkowicie orygi-
nalna. Wprowadzone zostaty nowe sposoby opisu modeli losowych uktadéw dyna-
micznych. Wykorzystano w tym celu, kluczowe dla catej pracy, nowe pojecie
rownania catkowego Volterry okreslonego na lokalnie zwartej grupie abelowej.

Rozdziat 3 zawiera omowienie licznych przyktadéw modelowania uktadéw
mechanicznych przy zastosowaniu réwnan catkowych. W czes$ci 3.1 nowoscig jest
fragment punktu 3.1.2. Cze$¢ 3.2.1 zawiera pewne elementy nowosci, czesci
3.2.2 - 3.2.4 stanowig istotne rozszerzenie publikowanych wynikéw na uktady
z wielowymiarowym, catlkowym sprzezeniem zwrotnym. Cze$¢ 3.3 dotyczaca zagad-

nien z czasem dyskretnym jest catkowicie oryginalna.
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Tematyka rozdziatu 4 byta do tej pory najlepiej opracowana pod wzgledem
matematycznym. Omdwienie najwazniejszych, =z punktu widzenia zastosowan,
sygnatéw deterministycznych 1 stochastycznych oparto w zasadzie na znanych
wynikach matematycznych. W przypadku deterministycznym, elementy nowosci
pojawiaja sie tylko w przypadku sygnatéw okresowych, w czeé$ci 4.1.3. W
przypadku stochastycznym elementy nowo$ci dotyczg wprowadzenia przestrzeni
Cq, Bqg, C/Cqg, ktére sa wykorzystywane przy analizie stanéw ustalonych w
sensie $rednim w uktadach dynamicznych. Wydaje sie, ze catkowita nowoscig
jest treé$¢ punktu 4.2.4 dotyczaca sygnatéw stochastycznych okresowych.

Rozdziat 5 jest konsekwencja wprowadzenia do rozwazan nowego rodzaju
operatorow catkowych Volterry. Jego tre$¢ poswiecona jest w cato$ci badaniu
ich wtasnos$ci w przestrzeniach sygnatéow, ktére sg szczeg6lnie wazne z punktu
widzenia zastosowan. Nowos$cig sg prawie wszystkie wyniki zawarte w tym
rozdziale.

Rozdziat 6 poswiecony jest w catoséci linearyzacjl statystycznej. Najwaz-
niejsze wyniki dotyczg gtéwnie proby oszacowania btedéw linearyzacjl statys-
tycznej w zastosowaniu do ukiadéw dynamicznych. Niezaleznie od tego nowoscig
sg: wielowymiarowa wersja nowej metody linearyzacjl statystycznej oparta na
wtasnos$ciach energetycznych oraz przyktad 6.4 wykorzystujgcy $ciste rozwiag-
zanie nowej klasy rownan Fokkera - Plancka, opracowane przez autora.

Zagadnienia stabilno$ci, to jedyny dziat dynamiki, w ktérym praktycznie
zastosowano koncepcje zawartg w zatozeniu (ii). Rozdziat 7 w cato$ci stanowi
uog6lnienie wynikéw deterministycznych znanych dla uktadéw z czasem ciggtym
i czesciowo znanych dla uktadéw z czasem dyskretnym.

Rozdziat 8 zawiera uogélnienie wynikébw deterministycznych dla uktadéw z
czasem ciggtym, na przypadek uktadéw okres$lonych na grupie z jednoczesnym
uwzglednieniem ich charakteru probabilistycznego.

W celu utatwienia czytania i zrozumienia pracy,w trzech dodatkach podano
uzupetniajace wiadomosci o charakterze matematycznym. Dodatek B zawiera ory-
ginalne wyniki autora dotyczgce okre$lenia pewnych przeksztatcen catkowych
funkcji zdefiniowanych na grupie, natomiast dodatek C podstawowe wiadomosci
dotyczace przeksztatcen procesow stochastycznych stacjonarnych w uktadach
dynamicznych i ich oszacowania. W znacznej mierze sg to wyniki oryginalne.

Intencja autora, w catej pracy, byto takie przedstawienie wynikéw, aby
wywota¢ u czytelnika wrazenie, ze sg one jak najbardziej naturalng i prosta

konsekwencja wuogélnien w sformutowaniu problemu, zwtaszcza w stosunku do
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klasycznego ujecia dynamiki uktadéw ciggtych lub dyskretnych. Z tego powodu

praca jest préba uporzadkowania i zaawansowania istniejgcego stanu wiedzy w

przedstawionym zakresie dynamiki i w maksymalnym stopniu prébuje odwotywaé

sie  do znanych czytelnikowi, klasycznych wynikéw z dynamiki uktadéw
mechanicznych w warunkach probabilistycznych.

Nalezy zaznaczyé, ze pomimo monograficznego charakteru opracowania, wy-
daje sie, ze tatwo wskazaé¢, w jakim kierunku powinny i§¢ dalsze badania:

- wyniki rozdziatu 5 zawierajg oszacowania dotyczgce zasadniczo tylko syg-
natéw hilbertowskich, okresowych 1 prawie okresowych. W zasadzie pominieto
prawie w catos$ci analize uktadéw dynamicznych w przestrzeniach innych
sygnatéw, np. ciagtych czy ograniczonych;

- skrétowo potraktowano analize korelacyjna uktadéw liniowych, pomijajac na
przyktad mozliwo$¢ generatizacji uogdlnionej metody spektralnej w teorii
niestacjonarnych proceséw losowych w uktadach dynamicznych;

- wyniki analizy doktadnos$ci metod linearyzacjl statystycznej trudno uznac
za w petni satysfakcjonujace, zwtaszcza w odniesieniu do najnowszej metody
opartej na wtasnoséciach energetycznych;

- analiza stabilnos$ci dotyczyta tylko wtasnos$ci w sensie $rednim, z pomi-
nigciem innych waznych aspektéw tej tematyki, na przyktad stabilnosci z
prawdopodobienstwem 1;

- wtasnos$ci asymptotyczne oparte sg na podstawowych wynikach dotyczacych
splotu 1 wydaje sie, ze mogg by¢ w znacznym stopniu rozszerzone;

- zagadnienia drgan okresowych i prawie okresowych, ktére rozpatrywane byty
w rozdziale 8, mozna uzna¢ jedynie za wstepne potraktowanie problemu,
zwtaszcza ze pominieto catkowicie niezwykle ztozone problemy dotyczace
bifurkacjl 1 chaosu.

Nalezy zaznaczy¢, ze dalsze zaawansowanie badan w omawianych dziedzinach
wymaga z jednej strony rozwoju teorii rownan catkowych zdefiniowanych na
grupach czes$ciowo uporzadkowanych, a z drugiej silniejszych wynikéw dotyczag-
cych przeksztatcen catkowych funkcji okreslonych na grupach.

W ostatecznym podsumowaniu warto zauwazyé,ze wszystkie osiggnigte wyniki
wynikaja z wtasnosci algebraicznych zbioru czasowego i w zadnym wypadku nie
zalezg od wtasnosci rézniczkowych trajektorii uktadéw dynamicznych. Ostatnia
konkluzja, biorac pod uwage dominujaca role réwnan rézniczkowych w teorii

uktadéw dynamicznych, wydaje sie zdumiewajaca.



Dodatek A. PODSTAWOWE WIADOMOSCI O GRUPACH ABEI.OWYCH

W catej pracy podstawowymi obiektami beda grupy. Dla pewnych celéw zwig-
zanych z naszymi zastosowaniami bardziej odpowiednie beda obiekty zwane po&t-
grupami. Przez poélgrupe rozumie¢ bedziemy uporzadkowang pare sktadajacag sie
z niepustego zbioru G i odwzorowania binarnego (x,y)— > xy,odwzorowujgcego
GxG— >G takiego,ze x(yz)=(xy)z V x,y, zeG. Jednym stowem, potgrupa jest dowol-
nym niepustym zbiorem z okre$long na nim taczng operacja binarng. Elementem
neutralnymtjedynka) potgrupy G nazywany jest element eeG.dla ktérego ex=xe=e
V xeG. Pétgrupa G moze mie¢ tylko jeden element neutralny. Przez poigrupe
multiplikatywna (addytywng) rozumiemy takag poétgrupe, w ktérej obraz elementu
(x,y) oznaczamy xy (x+y odpowiednio). W pétgrupie addytywnej symbol "0"
oznacza element neutralny nazywany zerem i w tym przypadku O0+x=x+0=x V xeG.

Elementem odwracalnym w poétgrupie G nazywany jest element x, dla ktérego
istnieje element yeG taki, ze xy=yx=e. Element y okreé$lony jest w sposéb je-
dnoznaczny, oznaczamy go x 1 1 nazywamy elementem odwrotnym do x.Jezeli po6t-
grupa G jest addytywna, to element odwrotny do x oznaczamy -x. W tym przypadku
0=x+(-x)=-x+x. Dla dowolnego yeG oznaczymy y-x=y+(-Xx).

Grupg nazywaé bedziemy poétgrupe z elementem neutralnym, w ktérej kazdy
element jest odwracalny. Grupe G (p6itgrupe) nazwiemy abelowa (przemienna),
jezeli xy=yx V x,yeG.

PRZYKLADY
R addytywna grupa liczb rzeczywistych, analogicznie IRk, k~1,  k-wymiarowa

rzeczywista przestrzen wektorowa.

C addytywna grupa liczb zespolonych, podobnie c’ , ril.

addytywna grupa liczb wymiernych.

addytywna grupa liczb catkowitych,analogicznie Zk,kssl, "krata" punktéow w
przestrzeni IRk 0 wspo6trzednych w Zl.DIa d0W0]1nego aelR okres$limy grupe

aZl jako zbior -{ak : keZlm w praktyce bedziemy bra¢ a>0.
I'l multiplikatywna grupa liczb zespolonych o module 1 postaci <Jel2nx: | x[sl]

jest ona izomorficzna z grupa ilorazowg Rllk .Grupa Ik,kal jest k-wymia-

rowym torusem. Oczywiécie TJcC
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Z(m)=={0,1,2......... ,m-1~, skonczona grupa cykliczna zawierajagca m elementéw z

operacja binarng bedgcg dodawaniem mod m =

Elementy grupy oznaczane beda matlymi literami t,s,T,g,h.......

Niech A i B bedg podzbiorami grupy G. AB oznacza¢ bedzie zbio6r
§ab: aeA, beB[s, natomiast A 1 zbidor -ja *:a€A}-. Piszemy dalej aB dla oznaczenia
o{a}-B i Ba dla B-ja}-. A2:=AA, A3:=AAA Itd.

Dla podgrupy H grupy G symbol G/H oznacza¢ bedzie przestrzen warstw
wzgledem H. Punktami G/H bedg zbiory (warstwy) xH i G/H=-jxH: xeG}-. Niech H
bedzie normalng, domknieta podgrupa grupy G.Odwzorowanie kanoniczne G na G/H
oznaczymy przez ir® x — >y=jrH(x)=xH. Grupa G/H nazywana bedzie grupg ilorazowga
grupy G wzgledem podgrupy H. W dalszych rozwazaniach zatozono,ze warunek nor-
malnos$ci podgrupy H jest zawsze spetniony.

Przyjmiemy dalej, ze grupa G jest grupa ze strukturg przestrzeni topolo-
gicznej, tzn. z okre$lonym systemem zbioréw otwartych.Jezeli binarna operacja
grupowa oraz inwersja x —>x 1 grupy G na siebie sa ciggle w sensie wprowa-
dzonej topologii, to grupe bedziemy nazywa¢ grupg topologiczng.

Bedziemy moéwi¢, ze grupa G jest zwarta (przeliczalnie zwarta),jezeli jej
dowolne otwarte pokrycie zawiera podpokrycie skohAczone 1 ze jest lokalnie
zwarta (lokalnie przeliczalnie zwarta), jezeli kazdy element grupy posiada
otoczenie ze zwartym (przeliczalnie zwartym) domknieciem.

Jezeli H jest podgrupa grupy topologicznej G,to H jest grupa topologicz-
ng wzgledem topologii generowanej przez grupe G.Jezeli G jest lokalnie zwar-
ta grupa abelowg (zwartg grupa abelowa) i H jest dowolng podgrupa, to przes-
trzen G/H jest lokalnie zwartg grupa abelowg (zwartg grupa abelowg).

W catej pracy przyjmuje sie, ze grupy, z ktéorymi mamy do czynienia, sa
lokalnie zwarte. Dla skrécenia notacji lokalnie zwartg grupe abelowg be-

dziemy oznaczaé¢ lzga. [17,30,34,76,207,284,314,355,372-373].

DEFINICJA Al. Niech M bedzie dowolnym zbiorem ,ktéry zawiera wigcej niz
jeden element i w ktérym okres$lona jest relacja "s" pomiedzy pewnymi parami
elementéw nalezgcymi do M. Méwimy, ze relacja "s" porzadkuje zbiér M, jezeli
spetnione sa nastepujgce warunki:

(i) Jezeli xsy i ysz woéwczas x"z ;
(i) x i x ;

(iii) Jezeli xsy i ysx woéwczas x=y ;
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V x,y,z € M. Jezeli zbiér M=G jest grupg abelowg, méwimy, ze struktura
grupowa i struktura porzadku sa zgodne ze soba,jezeli nastepujacy dodatkowy
warunek jest spetniony:

(iv) Jezeli z e G i xEy to xzsyz V x,y e G.»n

Uporzgdkowany zbiér M z odpowiednig strukturg grupy abelowej jest

nazywany uporzadkowang grupa abelowg [34,284,372].

DEFINICJA A2. Niech M bedzie dowolnym zbiorem, ktéry zawiera wiecej niz
jeden element i w ktéorym okres$lona jest relacja "<" pomiedzy pewnymi parami
elementéw nalezacymi do M. Moéwimy, ze relacja "<* okre$la catkowite liniowe
uporzadkowanie zbioru M, jezeli sg speinione nastepujgce warunki:

(i) Jezeli x<y i y<z, to x<z;

(ii) Jezeli x<y, to nie zachodzi y<x;
(iii) Jezeli x*y, to x<y lub y<x;
V x,y,z € M Jezeli zbiér M=G jest grupa abelowa, powiemy, ze struktura
grupowa i struktura porzadku liniowego sg zgodne ze soba, jezeli nastepujacy
dodatkowy warunek jest spetniony:

(iv) Jezeli zeG i x<y, to xz<yz V x,y e G.m

Liniowo uporzadkowany =zbiér M z odpowiadajagcg mu abelowg strukturg
grupowg nazywany jest grupa abelowg liniowo uporzadkowang [34,284,372].

Jezeli “<" jest relacjag porzadku liniowego i x<y, to przyjeto mowié, ze
X poprzedza y lub x jest mniejsze od y (wzgledem uporzadkowania "<") oraz ze
y nastepuje po x lub y jest wieksze niz x. Jezeli M jest liniowo
uporzadkowany ze wzgledu na porzadek "<" , mozemy zdefiniowaé¢ uporzadkowanie
w nastepujacy sposo6b

xsy wtedy i tylko wtedy, gdy x<y lub x=y

Niech G bedzie grupa uporzadkowang ze wzgledu na relacje "a" . Wynika z
zatozenia (iv) def. Al, ze jezeli esx i esy, to ysxy. Oznaczymy przez Q
zbiér xeG takich, ze -{x: e~x}- jest domkniety ze wzgledu na operacje grupowe.
Poniewaz relacja xsy jest rownowazna esyx * stad wynika,ze yx leQ.

Odwrotnie wynika stad nastepujgacy wynik.

LEMAT Al . Jezeli QcG, eeQ i QQcQ, to relacja yx *e Q definiuje relacje

porzagdku zgodng ze strukturg grupowg w G. Ta relacja okres$la liniowy
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porzagdek w grupie wtedy i tylko wtedy,gdy QnQ 1={em Wprowadzona w taki
sposéb relacja catkowicie porzadkuje G, jezeli ponadto QuQ *=G [34].»

Dla grup uporzadkowanych przyjeto, ze element x,speiniajgcy warunek esx,
jest dodatni (ewentualnie ujemny, gdy xse). Zauwazmy, Ze e jest jedynym
elementem, ktéry jest jednocze$nie dodatni i ujemny. Dowolny element, ktory
spetnia warunek e<x, nazywany Jest $ci$le dodatnim ($cisle ujemnym, jezeli
x<e).

Powiemy, ze podzbiér AcG jest ograniczony w G, jezeli posiada gérnag i
dolng granice w G. Zbiér G nazwiemy zupeinym (ze wzgledu na porzadek "<"
wtedy 1 tylko wtedy,gdy kazdy niepusty podzbiér G ograniczony z go6ry posiada
supremum.

Dla a,beG takich, ze a<b, oznaczmy ]Ja, b[:=-jxeG: a<x<b}-. Niech rodzina
wszystkich zbioréw J]a,b[ bedzie otwarta bazag topologii na G, zauwazmy, ze G
nie posiada elementu najwiekszego ani najmniejszego, <co powoduje, ze
G=u{ ]a, b[: a<b}-. A zatem G jest normalng grupg T . Dalej uzywa¢ bedziemy
notacji [a,b]:="xeG:a5xab” dla okres$lenia domknietych i ograniczonych
zbioréw (przedziatow).

Zaktadamy dalej, zZe relacja yx ~0 (x,ysG) jest relacja porzadku zgodna
ze strukturg grupowa i ponadto QnQ_l=-je}- oraz QuQ_1=G. W konsekwencji
bedziemy rozpatrywaé¢ G jako liniowo uporzadkowany zbiér z topologiag prze-

dziatowag postaci

la, oo := ~xeG: x>a}-,
gdzie ]Im, a[: =-{xeG: x<aj-, aeG, jest otwartg bazg tej topologii. Poniewaz w
grupie uporzagdkowanej nie ma elementu najwiekszego i najmniejszego, mozna

wprowadzi¢ alternatywng topologie okres$long przez otwarte przedziaty postaci
la,b[, gdzie a<b. Zakladamy dalej, ze grupa G jest zupeina ze wzgledu na
porzadek "<".

Wiecej szczeg6téw o grupach uporzadkowanych czytelnik znajdzie w

nastepujacych pracach [34,284,314,372].

DEFINICJA A3. W dowolnej lzga. G mozna okre$li¢ miare niezmiennicza fi.
Miara ta posiada nastepujace wtasnosci:
(i) n jest miara regularng;
(ii) fi(F)<co dla dowolnego zwartego podzbioru FcG;
(iii) n(U)>0 dla dowolnego otwartego podzbioru UcG;
(iv) (i jest miarg niezmiennicza, tzn. |i(JE)=n(E) dla dowolnego elementu geG

i kazdego zbioru borelowskiego EeG.
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Miara taka jest jedyna z doktadnos$cig do czynnika statego. Nazywamy ja
niezmiennicza miarg Haara [33,314,372]. =

Niech dalej stale G oznacza lzga. z miarg Haara (i.Wéwczas /i(G)<oo wtedy i
tylko wtedy, gdy G jest grupag zwartg. Jezeli grupa G nie jest zwarta, to
zawsze n(G)=a>.

Szczegbéty dotyczace catkowania na grupach lokalnie zwartych czytelnik
znajdzie w [33,105,314,372].

Podstawowg role w zagadnieniach zwigzanych z przeksztatceniami catkowymi
(np. przeksztatceniem Fouriera) i szeregami funkcji okresowych i prawie
okresowych okreslonych na grupach odgrywaja specjalne funkcje, zwane

charakterami.

DEFINICJA A4. Charakterem lzga. G jest nazywana ciggta,zespolona funkcja
X okre$lona na G i taka, ze
(i) x(g)eC* V geG;
(11) I*(g)I=1 V geG [207,372].»

Illoczyn X "2 charakteré6w okre$la sig jako zwykie mnozenie:

(x,x2)(g):= V geG
Dowodzi sie, ze kazda lz:ga. G posiada "wystarczajgco duzo" charakterdéw,
tzn. dla dowolnego geG, g*e istnieje charakter ;*(e) taki, ze *(g)*I.
Charaktery grupy G same tworzg multiplikatywng grupe abelowag z mnozeniem

jako dziataniem grupowym, elementem neutralnym jest funkcja 1 (x(g)=l V geG)

3 -l -
X =X-

DEFINICJA A4. Grupe wszystkich ciggtych charakteréw grupy G nazywamy
grupa charakteréw grupy G lub grupa sprzezong (dualng) i oznaczamy G. Miare

Haara w grupie dualnej oznacza¢ bedziemy m(-) [207,372].«

PRZYKLADY
G=R1 kazdy charakter grupy R' ma posta¢ x — >exp(i2nxy), V yeR1l,stad wynika,
ze grupa charakteré6w jest izomorficzna z grupa R1,co zaznaczamy RI1sRI.
G=Z* grupa charakteréw jest grupa obrotéow kota, tzn.
Z1 = -jexp(i27tnx): | xIsl,neZ 1}, tatwo zauwazy¢, ze Z1=T*.
G=T1 grupa dualng do grupy obrotéw kota jest grupa liczb catkowitych, jej

charakterami sa funkcje -{exp(i2irnx: nezZi, |x]sl tzn.

Inne przyktady czytelnik znajdzie np. w pracy [372,str.506].



Dodatek B. PRZEKSZTALCENIA CALKOWE

W tej czes$ci pracy zebrano, najwazniejsze dla zastosowan, fakty z teorii
przeksztatcen catkowych miar i funkcji wektorowych, okre$§lonych na lzga. G.Na
wynikach tych w decydujgcym stopniu oparte sg te fragmenty pracy, w ktérych
analizowane sg uktady dynamiczne zawierajace cze$¢ liniowg stacjonarng.

Przez M(G;Rn) i M(G; Jf(Rn,Rn)) oznacza¢ bedziemy przestrzenie liniowe
regularnych miar borelowskich okre$lonych na g(G) o wartos$ciach, odpowiednio
w Rn i 2(Rn,Rn).

Niech oznacza¢ bedzie domknieta podprzestrzen miar nalezgcych do M,
MacM, ktérych noénik zawarty jest w Q. Przez QcG stale oznaczamy potgrupe o
dodatniej mierze Haara n(Q)>0.

Przedstawione wyniki sg rozszerzong wersjg pracy Skrzypczyka [234] i uo-
g6lnieniem wynikéw Falba i Freedmana [77].

Zaktada sige.ze czytelnik w zasadzie zna teorie algebr Banacha,a w szcze-
gbélnosci teorie Gelfanda algebr przemiennych [210,306,320].

Zauwazmy, ze dla keM(G;Rn) i heRn mamy kh(-)::<k(-),h>eM(G;R1) i trans-

formate Fouriera-Stieltjesa miary k,_definiujemy w zwykty sposéb

h

kh(x) =1 *(g)kh(dg), *eG
G
por. [77,234,371-373].

DEFINICJA BI. Niech keM(G;Rn). Transformata Fouriera-Stieltjesa miary k,
oznaczona dalej k jest funkcja zespolong okreélong na G, o wartosciach w Rn,
taka, ze

a a K () = k()
tzn. <k(-),h>=<k,h> (e), V heRn [234,371-373].«

DEFINICJA B2. Niech keM(G;JE(Rn,Rn)). Transformata F-S miary k, oznaczone
dalej k, jest odwzorowaniem okreslonym na G, o wartosciach w jE(Rn,Rn),
okreslonym w sposéb nastepujacy

k(x) = fx(g)k(dg), “eG (1)

[0}
patrz réwniez [234,371-373].«
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TWIERDZENIE BIl. Niech k€M(G; if(Rn,Rn)). Transformata F-S miary k ma nas-
tepujace wtasnosci:
(i) K€C(G; u(Rn,Rn));
(ii) k(-) jest funkcjg ograniczona;
(iii) ograniczony operator dwuliniowy T~:RnxRn— » C1 okre$lony relacja

T (h ,h ) = f*(g)<k(dg)h ,h > V h ,h eRn
x(12) JQ(g) (g)12 e

jest w sposéb jednoznaczny zwigzany z operatorem k(*) dla kazdego *eG, tzn.

Dowdd. Poniewaz |£(g)|=1 V *eG i miara k ma wahanie ograniczone, wiec
operator k, wprowadzony relacjg (i) jest dobrze okres$lony, por.[372-373] i

mozna go oszacowacé

Ik s [ 17*(9) 1lk(dg) | s 1/arc(k), Vv *eG

gdzie VarG(k) oznaczaAwahanie bezwzgledne miary wektorowej k [64,70,372-

373]. Stad wynika, ze k jest funkcjag ograniczong. Dalej mamy
*) - * -
|k(2 k(x_z)lI s supgchll 1(g) xd(g)!varu(k), \Y Xa,XcleG

i poniewaz wahanie KarG(k)A jest ograniczone, a topologia na G jest topologia
zbieznoséci jednostajnej, k jest w spos6b oczywisty funkcja ciggta. Zauwazmy,
ze miara i) okres$lona relacjg

rt(-) = <k(-)hi,h2>
dla dowolnych h~h~R" jest elementem MCG;R1) i jej przeksztatcenie F-S ma
posta¢ nastepujaca

T(X) = <k(x)hl>hz>

To koriczy dowéd. m

Teoria transformacji Fouriera funkcji wektorowych z przestrzeni Lp(G;Rn)
i LP(G; £ (Rn,Rn)),dla pal, wynika z powyzszych rozwazah, szczeg6ty patrz [77,

372-373].

DEFINICJA B3. Przypu$¢my,ze xelL2(G;Rn) i keM(G; £(Rn,Rn)). Splotem funkcji

operatorowej k i funkcji wektorowej x nazwiemy wynik operacji

(k * x)(9) = Jf k(dh)x(g-h), geG = (2
c
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LEMAT B2. Jezeli x€L2(G;Rn), keM(G;2(Rn,Rn)}, to splot (k*x)eL2(G;Rn),
jest okres$lony prawie wszedzie i zachodzi oszacowanie

HK)) 12 a tarc (K)1x(-)112 3
Dow6d. Formalnie mozemy napisac

f | (k*x) (g) 12fx(dg) = f <f k(dh)x(g-h), f k(ds)x(g-s)>fi(dg) =
JG JroJdr

-\]\]\] <k(dh)x(g-h), k(ds)x(g-s)>fx(ds) a

G GC
S J 1 | Ikfdh) I [xCg-li) | 1k(ds) | Ix(g-s) * Var_2(k)|Ix( *)|2
GGG
na podstawie twierdzen Fubiniego i Tonellego, nieré6wnoé$ci Schwartza oraz nie-

zmienniczo$ci miary Haara. Poniewaz

[ <k(dh)x(g-h), k(ds)x(g-s)>fj(ds) =r <f k(dh)x(g-h), f k(ds)x(g-s)>n(dg)
ccec JGlJc Jc

wiec catka podwdjna jj<k(dh)x(g—h),k(ds)x(g-s)> istnieje prawie wszedzie
JG G
zgodnie z twierdzeniem Fubiniego [372], ponadto

f f <k(dh)x(g-h),k(ds)x(g-s)> = <f k(dh)x(g-h), f k(ds)x(g-s)>
cc JG G

co konczy dowéd [77,372].«

TWIERDZENIE B3. Jezeli xeL2(G;Rn), keM(G;iC(IRn,Rn)), to

(k*x)  (*) = k(*)x(x), V *€G (4)
Dowéd. Poniewaz x, k*xeL2(G; Rn),transformaty Fouriera x i (k*x)~ sag dobrze
okre$lone. Podobnie,poniewaz transformata k jest ograniczona,kxeL2(G;Cn).Stad

wynika,ze wszystkie wielkosci w réwnaniu (4) majg sens. Niech heRn, woéwczas

<(k*x) (¢),h> = (<(k-x)(*).h>)~ =

A k(ds)x(g-s),h>j = <k(ds)x(g-s),h>j ®)
Niech -{h”, i=1,2 ,n bedzie bazg ortonormalng w Rn. Mozemy napisa¢
n n
x(g) = £ <x(g),hi>hi = [x (g)h V geG (6)
t=i i=i i

gdzie Xh(g)=<x(g),h”. Podstawmy (6) do relacji (5), otrzymamy
<(k*x) (-),h> = J<k(ds)h ,h>xh (g-s)j* = ~ [<k(-)h ,h>J~ xh (*) (7)

co wynika wprost z definicji splotu.

Przeksztatcenia catkowe

Poniewaz

<k(-)h(,h> = ~<kht,h>j (*)
wiec

<(k*x)~(=*),h> = <k(-) [xh (-)h,h> = <ta,h>(-)
=l

co konhczy dowédd.m

Odnotujmy dla porzadku, ze jezeli k, leM(G; JK(Rn,Rn)), to mozliwe jest

okreélenie iloczynu tensorowego miar (k®l)eM(GxG; if!(Rn,Rn)).

DEFINICJA B4. Niech k, leM(G; JE(Rn,Rn)). Splotem k*lI miar operatorowych k
i 1 nazwiemy miare okres$long w sposéb nastepujacy
(k*1)(E) := [ [ 1E (t,s) (kxI)(dt,ds) (8)
GG

2
gdzie Eeg(G),E2="(t, s): t, seG, t+seE”~.Z okreélenia wynika,ze E2€g(GxG) [117].«

Wtasnoséci splotu patrz [117,328,371-373]. Z wazniejszych wtasnos$ci odno-
tujmy, ze mnozenie splotowe jest tgczne oraz
VarG(k»I) a VarG(k)VarG(l) 9)
Czasem bardziej praktyczny jest zapis nieformalny relacji (8)
(k*)(E) = fk(E-y)I(dy)

ic
bedziemy z niego dalej korzystac.

TWIERDZENIE B4. Niech k, leM(G; J6(Rn,Rn)). Prawdziwa jest relacja
(k*1)“(x) = k(x)I(x), V *€G (10)

Dowdéd.Wynika tatwo z wtasnosci splotu [106,s. 128].

(K*1f (*) = f [ x(ts)(k*I)(dt,ds) =
GG
=J (Jzkdnix(s)ids) = | i(Hk(t) J*(s)i(ds) V xeG,
co dowodzi relacji (10) [317,372].«

W teorii przeksztatcen catkowych duza role odgrywajg algebry Banacha.
Zauwazmy,ze przestrzen M(G;J?(Rn,Rn)) jest nieprzemienng algebrg Banacha nad
polem liczb zespolonych,ze splotem jako dziataniem mnozenia 1 wahaniem bez-
wzglednym 1/arc(-) jako normg [372]. Jezeli grupa G nie jest dyskretna, to

algebra ta posiada jedynke.Co wiecej,mozna dokona¢ dekompozycji algebry M na
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sume prostag M(G) = Md (G)©MS (G)©Ma (G) zbioré6w miar operatorowych nieciggtych
Md, miar osobliwych MS oraz miar absolutnie ciggtych Ma.Zapisujqc miare Kk,

ktéra jest elementem M(G;i£(Rn,Rn)) w postaci sumy k:kd+ks+ka otrzymamy
I/arc(k) = I/arc(ld< )+VarG(l§ )+VarG(I§ )

Jezeli grupa G jest dyskretna, to M(G)=Md (G)=M (G) i M (G)=’\0;‘.
a s *

DEFINICJA B5. Niech k, leM(G; Jt(Rn,Rn)) 1 xelL2(G;Rn).Zdefiniujemy operator
(TrxMg) := (k*x) (g).m

Kazde odwzorowanie jest ograniczonym operatorem okre$lonym na
przestrzeni L (G;Rn),a T~xeL (G;Rn).Dowodzi sie, ze odwzorowanie k — » jest

doktadna — reprezentacja algebry M(G; £(Rn,Rn)), tzn. 17~*0, jezeli k*0 [117].

DEFINICJA BS6. Niech B~ oznacza zbi6r wszystkich tak okreslonych
operatorow Tfc, gdzie keM(G; i?(Rn,Rn)). Okres$limy norme w przestrzeni B" jako
Tl ;= var (k).. (11
X
Innymi stowami, przestrzenie i M(G; J6(Rn,Rn)) sg izometrycznie izomor-
ficzne, co upowaznia do zastosowania skréconej notacji, w ktérej mierze o
wahaniu ograniczonym keM(G; i£(Rn,Rn)) odpowiada operator KAT"eBN [77,117].

Poniewaz M(G; £(Rn,Rn)) jest przestrzenig zupeinag, przestrzen B~ bedzie

rowniez zupeina ze wzgledu na norme |l , tzn. jest przestrzenig Banacha.
M

Splotowi miar k*lI odpowiada ztozenie operatoréw K | L (lub Tk i T1)’ a

doktadniej

((KL)x)(g) = (K(Lx))(g) = (k*(1*x))(g)

Stad wynika, ze B” jest nieprzemienng algebrg Banacha.

DEFINICJA B7. Przez oznaczymy podzbiér B™ operatoréw takich, ze
B := IksB : keM (G; JE(Rn,Rn))
Q I M Q
W przypadku gdy egQ woéwczas definiujemy
B := mk+Al: KeB , AeCl, keM (G;u(Rn,Rn))
Q | M Q

Wynika to z faktu,ze w tym przypadku Mq(G; £(Rn,Rn)) jest algebrg bez jedynki
i stwierdzenie to pozostaje prawdziwe nawet wtedy, gdy G jest grupa

dyskretng. Dalej zakiadamy stale, Zze eeQ.m
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LEMAT B5. BO jest domknieta podalgebra B,,.

Dowod. Niech K.LeB ,k,IeMO(G; JE(Rn,Rn)). Aby udowodnié, ze KLeBO.wH/starczy

0
wykazaé,ze supp(k*l)cQ. Z pomocg relacji (9), dla dowolnych h”.h”"eR , miara

k*I okreéla jednoznacznie operator dwuliniowy

T (hh ) = <(k*D(E)h ,h > = <f k(E-y)l(dy)h h > =

= f <k(E-y)1(dy)h ,h > = f f <k(E-y)h ,h ><1(dy)h h > (12)
Jo 1 2 1=1 Jg 12 12
gdzie -{h~, 1=1,2 n baza ortonormalna. Nos$nik funkcji po prawej stronie

rownos$ci (12) zawiera sie w Q na mocy twierdzenia 1.2.1 [371, s.48], stad
wynika, ze supp(TE)cQ, a to dowodzi, ze supp(k»l)cQ.Wynika stagd dalej, ze Bq
jest podalgebrg B”. Aby udowodnié¢, ze Bq jest algebra domknietg wystarczy
wykazaé¢, ze jezeli cigg miar {M-)}-, supp(kdcQ, n=I,2....... jest zbiezny do
k w sensie normy (11), to supp(k)cQ.

Niech rI]in_1><>6)kr]=k. Pokazemy,ze

supp(k) ¢ lim supp(k ) (13)
ntl n
Zat6zmy, ze zawieranie (13) nie zachodzi. Woéwczas istnieje element

gesupp(k) taki, ze dla dowolnego otoczenia U(g) istnieje podcigg -jn”, lal w

zbiorze liczb naturalnych taki, ze Unsupp” J=-{b ", V ifcl. Stad wynika, ze

geUnsupp(k) c Unsuppd({*,.:I1»}).

A\
drugiej strony supp”™-jk :iklj jcU', co doprowadza do sprzecznosci, i

Odnotujmy, ze elementy Bgq sa operatorami przyczynowymi ze wzgledu na Q.

DEFINICJA B8. Niech WO oznacza zbi6ér wszystkich liniowych odwzorowan A
przestrzeni L (G;Rn) w siebie takich, ze
(i) A jest operatorem przyczynowym ze wzgledu na Q;

(ii)  (Axf(*) = A(x)x(z). V xelL2(G;Rn), *eG , gdzie A(*)eC(G; jf(Cn,Cn).m

W jest przestrzenig liniowa, wprowadzimy w W4 norme

lAllw := suP™e¢ TA(X)i
Wy jest algebrg Banacha z jedynka [77]. Bq jest podalgebrga Wy.

DEFINICJA B9. Oznaczymy przez BQ domkniecie Bgq w sensie normy przes-

trzeni W,.m
0
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Przestrzen miar rzeczywistych Mq(G;R1)=Mq(G; iEtR1,R1)) jest przemienng
algebrg Banacha z operacjg mnozenia okre$long jako splot miar. Poniewaz
M~AGjR1) jest algebrg Banacha z jedynka, mozna zastosowa¢ do analizy tej al-
gebry teorie Gelfanda [210,320].

Niech WL oznacza przestrzen ideatéw maksymalnych w MACGjR1). Okreslimy
reprezentacje Gelfanda miary keMO(G;Rl) jako k((r(n), fe3jt. Zauwazmy, ze dla
kazdego meDT! istnieje taki charakter xeG, ze k(v)=k(m) V keMO(G;R ). Dla
algebry z jedynka zachodzi

supxec IK(*} = supmesa
Ta relacja miedzy charakterami i maksymalnymi ideatami jest czesto
wykorzystywana w pracy.
Mozemy rozszerzy¢ reprezentacje Gelfanda algebry Mqg(G;R1) do ciaggtego
homomorfizmu B w B(3li; JS(Cn,Cn)), ktéra oznacza¢ bedzie przestrzen ograni-
czonych odwzorowan 5Tl— » £(Cn,Cn).Jezeli KeBQ i odpowiednio keMQ(G; £(Rn,Rn)),

to miara k12 okre$lona wzorem
k12(dg) = <k(dg)h1,5 >, hl’E eRn

*
jest elementem przestrzeni Mq(G;Rl}. Niech k~tm) oznacza reprezentacje

Gelfanda miary k”~, wdéwczas

kiz(m) = |<k(=Jhj, h2>j (m), V melddl, hAfreR1

LEMAT B6. Niech keM~(G;JE(Rn,Rn)) i niech m bedzie-ustalonym ideatem
przestrzeni 31 Woéwczas odwzorowanie
Tm(hj,h2) := (<k(m)hi,h2>) (tn), me3ll

jest ograniczonym operatorem dwuliniowym RnxRn— >C1.
Dowéd. Wynika z faktu, Zze odwzorowanie k12—> k12 jest homomorfizmem
Mg(G; R ) — ) CODjC1) i ponadto

supme3n ITm (hi-h2) 1 = supme3Jl Iki2(m) 1 S Var0(k) Ihd Ih2l
V h ,h din. To konczy dowéd.»

Z lematu wynika, ze V me3n, istnieje jednoznacznie okre$Slony element
k(m)€je(Cn,Cn) taki, ze
= <k(m)hi.h2>

W ten sposob zostato okre$lone odwzorowanie M (G;£(Rn,Rn))— > £(Cn,Cn),

V' meDJl.
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DEFINICJA B10. Zdefiniujemy odwzorowanie K: Bq— » £(Cr,Cn) jako K(m):-k(m)

V me3H. Odwzorowanie to nazwiemy rozszerzonym odwzorowaniem Gelfanda, przez

analogie do [77,234].»
Po drodze niejako zostat udowodniony nastepujacy wynik.

LEMAT B7. Rozszerzona transformacja Gelfanda jest ciggtym homomorfizmem

BQ— » B(3li; ie(€n,Cn)) i zachodzi oszacowanie

supmejn |KCm) | 5 I/arG(k), V keMQ(G; JE(Rn,Rn))

Dowéd. Pokazemy, ze (k*I) (m)=K(tn)L(m), V k, leM?(G;i6(R ,R )). Mamy
<(k*1)(E)h ,h >=f <k(E-y)I(dy)hi,h >=f <k(E-y)f £ <I(dy)hi,hp>h 1,hj>=
0 G " op=l

J«(E-yihAKHdyJh ,hp> = (kpd* 1 tp) (E) (14)

|
p=1 G p=1

dzie k e) = <k(-)h ,h > 1 () = <1(<)h(,h > Z definicji transformacji
g PJ() ()PJ iP() ()gP | i
Gelfanda wynika wprost

A A

<(k*ir(m)h 1’hJ> = ka(m)*I,Ip(m), V tneW (15)
|

nr< -

p
Z drugiej strony

<K(m)L(m)h+,hJ> = <K(m)£ Pl_\ﬂ1<L(m)hl’hP>hP’hJ> =

= <K(m)h ,h_><L(m)h. ,h > = k_.(rn)*l. (m), V. meSJl 16
L, K hpeLmn > = gy () ) (16)
Réwnosci (15-16) zachodzg dla wszystkich h( 1 h , co konczy dowdd pierwszej

czes$ci.O
Zauwazmy, ze dla dowolnych h,d€Rn prawdziwe jest

supz6- |k(x)| = sup?' suP|h|=li|d|=11<k(*)h,d>| =
= sup|h]=I,]d]|=IsupxeGl<k(:<:)h-d>I = sup|ht=I,]d]|=Isupme3)li<k(m)h>d>! =
= supme3llsup |h]=I,]d]=lI<k(ra)hld>! = suPmejj, IK(m)I (17)

To konczy dowdd.»
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DEFINICJA Bil. Niech KeB . Widmem operatora K, oznaczonym dalej Sp (K),

nazywamy podzbior CI taki, ze B

SpB (K): = jAeCl: (K-AI)'1 nie istnieje w Bq]|
Podobnie, jezeli AeWw®, to widmem operatora A, oznaczonym dalej Spy (A)

nazwiemy podzbiér C taki, ze

Sp~ (A):= lasCl: (A-Al)"1 nie istnieje w WQ|-m

DEFINICJA B12. Niech KeB™ i meldt. Woéwczas K(tn)ei£(Cn,Cn) i widmo operatora

K(m), oznaczone dalej <r|K(tn)j, bedzie podzbiorem C1 okre$lonym relacja

<r(K(m)): = |a6Cl: (K(m)-Al)-1 nie istnieje w 2(Cn,Cn)j.«

LEMAT B8. Jezeli KeBO, to
Umem <r(K(m)) C SpE (K)

0
Dowdd. Jest prostg konsekwencjg faktu, ze transformata Gelfanda jest

homomorfizmem algebraicznym B — > JE(Cn,Cn). Niech  AzSp (K). Woéwczas
0 BQ

istnieje operator LeBQ taki, ze

(K-ADL = L(K-Al) = | (18)

Poniewaz transformata Gelfanda jest homomorfizmem, wynika stad
(K(m)-Al)L(m) = L(m) (K(m)-Al) = 1, V meJU

Stad wynika, ze iii cr(K(m)).»

TWIERDZENIE B9. Jezeli KeBO, to Un"aﬁl <r(K(m)) = Spbo(K).
Dowéd. Z lematu B8 wynika, ze musimy udowodni¢ zawieranie tylko w jedna
strone, czyli Um&£jjj <r(K(m)) 3 Spe (K),tzn. , ze z faktu odwracalnoséci operatora

K(m), dla dowolnego melJl, wynika odwracalno$¢ operatora K w przestrzeni Bq.
Niech -{h~.h h~ bedzie bazg ortonormalng w (R, oznaczymy przez k
miare z Mq(G; JE(Rn,Rn)) odpowiadajgcg operatorowi K,a przez k~.i.js 1,2, ..,n

sktadowe miary macierzowej k, tzn. k("(*)=<k(*Jh”™ h">.
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Niech *det(k) oznacza miare z przestrzeni M”IGjR1)
*det(k): = EQ(sgn(0)kiO(i).k20(2).cueueueuenannn knQ(n))

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich permutacjach 0 grupy symetrycznej
rzedu n! i sgn(0) oznacza znak permutacji 0.
Niech dalej doptk]® oznacza element macierzy dotgczonej, czyli

transponowanej macierzy dopetnien algebraicznych
doplk]™ = (-1)i+J- dop[k]

gdzie tk]”~ oznacza (n-l)x(n-1) wymiarowa macierz dopetnienia algebraicznego

elementu k”. Zauwazmy, ze V meM

| det(k)j] (m) = det”k(m)j

(W m.J]*(m) = dop "k(m)J
gdzie det(-) i dop[-] sg standardowymi oznaczeniami dla wyznacznika i
macierzy dotagczonej w zastosowaniu do macierzy k(m) = jk(’\(m)j yLj=1,2,..,n.

Jezeli macierz k(m) jest odwracalna dla dowolnego melJl, to det(k(m))*0
*
V tneddl, stad wynika, ze det(k) nie nalezy do zadnego maksymalnego ideatu i
w zwiazku z tym posiada odwrotno$¢ w MAGjC1).

Niech 1 bedzie elementem Mq(G; JE(Rn,Rn)) takim, ze
1ii() = ldet(k)j doptkInj

tatwo jest wykazaé¢, ze operator LeBM 1 L jest dwustronng odwrotno$cig opera-

tora K ze wzgledu na ztozenie w B »

UWAGA B10. Z faktu, ze B cW wynika, ze jezeli KeB ,to Sp (K) c Sp (K).»
0 0 W Bq

Mozemy rozszerzy¢ pojecie transformaty Gelfanda na przestrzen B~

DEFINICJA B13.Niech BOZSKzn“—rEO Kn’ KneBQ.Z okre$lenia przestrzeni B0 i BQ
wynika, ze

(Kx) (*) =K*)x(*) . (KnX) ™ =»kn(*)><(X)
i ciag -{k (*)}» jest zbiezny jednostajnie do K(*) na G.Z relacji (17) wynika,

ze cigg -{K (m)}- jest ciagiem Cauchy’ego w JK(Cn,€n) i posiada granice, Kktora
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jest interesujgcym nas rozszerzeniem, oznaczymy ja K(m). Zbudowane

rozszerzenie transformaty Gelfanda jest homomorfizmem B~— » B(JJ;JC(Cn,Cn)). m

Analogicznie do B10, dowodzi sie nastepujgacego wyniku.

LEMAT Bil. Jezeli KeBO, to Umea[ﬂ <r(K(m)) = SQB (K).b

Funkcje analityczne na elementach przestrzeni B<%' BQ i W0 okres$la sie w
sposéb standardowy dla algebr Banacha [210,306].

Przedstawione rozwazania pozostaja prawdziwe dla miar abstrakcyjnych o
warto$ciach w przestrzeni Hilberta [234]. Szczeg6lnym przypadkiem jest
analiza harmoniczna w podalgebrach M(G;iC(Rn,Rn)), np. w M (G; 2(IRn,IRn)) =
LI(G;nE(IRrr]LIm)). Rozwazania podane dla tego przypadku przez Fa?ba i Freedmana
[77] sa o tyle skomplikowane, ze L1 jest algebrg splotowa bez jedynki (z tzw.

jedynka aproksymatywng), co wigze sie z pewnymi trudno$ciami formalnymi.

PRZYKLAD BI. Niech G=zZ1, Q=z*. Jak wiemy, grupa dualna Z1 Jest grupa
obrotéw kola, tzn. Z ={exp(ike):0a0<2n, keZzl ze zwyklym mnozeniem jako opera-
cja dualng. Jezeli xeLZ(G; IRn), to transformata Fouriera Q(exp(ikO)} jest

okreslona relacja

xfelk9] = 1 x(k)e-IkO
vV ) k=00

Jezeli 1eL"CG; £(R ,R)), to £ 11(i)|<o i 1(1)=0 dla i<-0. W celu okreSle-
1
nia transformaty Gelfanda funkcji 1 zauwazmy, ze przestrzen ideatow maksy-
malnych przestrzeni L~(G;IR1) jest,w omawianym przypadku,dyskiem jednostkowym
|z]ai, zeCl [306]. Wynika stad,ze transformata Gelfanda jest zwigzana z tzw.
transformatg Z i jezeli z€-{s€C : |s|slj-, to
1(z) = £ I(l)z*
1=

Prostym wnioskiem z twierdzenia B9 jest.ze operator LeB~ jest odwracalny

wtedy i tylko wtedy, gdy det™ L(z)j * 0 dla wszystkich z takich,ze |z]ai.a

PRZYKLAD B2. Niech 0=0™, Q=IR*. Woéwczas RIM 1. Jezeli xelL2(G;IRn), to jego

przedstawienie Fouriera jest nastepujace
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Analogicznie, jezeli kelL*(G; £(IRn,IRn)), to odpowiedni element przestrzeni

Bgq jest operatorem splotowym

(Kx)(t) = f k(t-s)x(s)ds
Jo

Nalezy podkredli¢,ze poniewaz L* jest algebrg bez jedynki, wiec przes-
trzen Bg jest izomorficzna z przestrzenig L*(G;,2(IRn,!M))® 5mgdzie S oznacza
tzw. jedynke aproksymatywnag [210,306,372], mozna ja traktowac¢ jako uogélnienie
dystrybucji delta Diraca.

W decydujacej dla naszych celéw przestrzeni L~(rSIR1)© {5 przestrzen
ideatéw maksymalnych koresponduje z pdiptaszczyzng zespolong Re(s)L0, seCl
[306,320], a odpowiednia transformata Gelfanda pokrywa sie z transformata
Laplace’a funkcji kelL* (IR* IRL), tzn.

00

k(s) := f e stk(t)dt, Re(s)a0
0
W konsekwencji, jezeli infR©( ) 0|det(K(s)—A|)|>0, to operator K-A5 jest
s)—
odwracalny w Bqg(takze w Wg i B”). Wynik ten stanowi tre$¢ twierdzenia

Wienera-Levy’ego [52.5.16].«

PRZYKLAD B3. Powtérzmy zatozenia z przyktadu B2. Jezeli ponadto
keM~tG; i?(IRn,IRn)) i miara k nie posiada cze$ci osobliwej, to w naszej notacji
jest to przypadek, gdy M=Md©Ma. Przestrzen maksymalnych ideatéow, w tym przy-
padku dla MQe MS(IR+;IR) pokrywa sie z pdiptaszczyzng zespolong Re(s)t0, a

transformata Gelfanda z transformatg Laplace’a-Stieltjesa miary k

~ r@®
k(s) := | e stk(dt), Re(s)t0
Jo
Jezeli

infRe(S)LOIIdet(K(s)ll>0 (19)

to operator K jest odwracalny w Bq. Dowodzi sie.ze gdy miara k posiada cze$é

osobliwa, warunek (19) nie jest wystarczajgcy [320,5.213].m



Dodatek C. PROCESY STOCHASTYCZNE STACJONARNE

Analize rozpoczniemy od przypomnienia pewnych algebr Banacha, ktore
odgrywaja znaczacag role w analizie proceséw stochastycznych stacjonarnych
zdefiniowanych na grupach abelowych.

Zauwazmy na poczatku, ze L1(G;£(Rn,IR1)) jest nieprzemienng algebrg Bana-
cha nad polem C1, ze wzgledu na splot (w notacji *) i norme ||]|] i- Jezeli G
jest dyskretna, to L1(G;£(Rn,IR)) zawiera jedno$¢ 5. W przypadku gdy G nie
jest grupa dyskretng, rozpatrywana algebra nie zawiera jednos$ci,wygodne moze
by¢ wowczas jej formalne uzupeinienie o dodatkowy element 5, zwany dalej
jednoscia w taki sposéb, ze zachodzg relacje 5*5=5 oraz k*5=S*k=k, V kelLl. 5
moze by¢ uwazana jako forntalne uogé6lnienie dystrybucji 5 Diraca. Zaktada¢
bedziemy dalej, ze |I5lhi=1 i rozszerzong w ten sposéb algebre oznaczac
bedziemy L1(G; £(Rn,IR1))O"5 Elementami tak wprowadzonej algebry bedg pary
(k,XS), gdzie kelL1(G;J2(Rn,Rn)) 1 XeCl oraz dodawanie "+" i mnozenie beda

zdefiniowane, jak nastepuje

~k.Asj + = ~k+l,U+i>)sj (1)

AKAS] o A, = Akel+vk+X], Angj (2)

V k, leL* (G;ie(Rn.Rn)), X,i>ec\
W celu podkres$lenia subtelnosci rozwazan bedziemy rozpatrywaé przypadek,

gdy grupa G nie jest dyskretna. Wiecej szczeg6tow i literatura patrz dod. B.

DEFINICJA CIl. Oznaczymy L2(FX;ifl(Rn,Rn)) przestrzen mierzalnych funkcji
macierzowych o wymiarzach nxn, okre$lonych na G i posiadajacych nastepujaca

wiasnosé¢: macierz keL2(Fx;L(Rn,Rn)) wtedy i tylko wtedy, gdy

J.tr2k(*)Fx(d*)k (z)j m(d*) <o0o0.»

Zajmiemy sie dalej analizg spektralng pewnych specjalnych uktadéw dyna-
micznych, zwanych dalej filtrami granicznymi. Nazwe te wywodzi¢ bedziemy z
klasycznej analizy ciggtych proceséw stacjonarnych w liniowych uktadach dy-

namicznych [92,94,107].
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W celu zachowania petnej $cistosci prowadzonych rozwazan wprowadzimy
pewne algebry Banacha, ktére beda odgrywac¢ zasadnicza role w naszej analizie
sygnatéw stacjonarnych opisanych na lzga.

Niech dalej L (fj) oznacza przestrzen wszystkich stacjonarnych w szerokim
sensie procesdéw stochastycznych 2. rzedu T)(t,u), teG.weCJ, ktére mozna otrzy-
ma¢ z e poprzez niewyprzedzajgca, liniowa transformacje,tzn. L2(?)—» L2(£),
por. [94,361].

Zauwazmy, ze przestrzen L1(G;JC(Rn,Rn))®© -js}- moze by¢ "zrealizowana" jako

algebra ograniczonych liniowych odwzorowan przestrzeni L (?) w siebie.

DEFINICJA C2. Niech B oznacza zbiér wszystkich liniowych odwzorowan
2
L (?) w siebie, postaci
(Kx)(t,£>) := f k(th_1)x(h,<i>)fi(dh) + Xx(t,i<>) 3)

0
gdzie keLl1(G;iE(Rn,Rn)) oraz XeCl. W skrocie bedziemy pisa¢ K=K+XS.«

- 2 2
Jasne jest, ze KxeL (?), jezeli xeL (?).

DEFINICJA C3. Dla ustalonego procesu £ transformacje K bedziemy nazywaé

filtrem dopuszczalnym, przez analogie do [92,94,107].«

Zatozmy, ze -{kn(*)}/ jest ciagiem podstawowym w L2(F”~; JC(Rn,Rn)). W tym
przypadku zdefiniujemy

k(*): = nI|_>m kn *) w L2(F?) (w skrécie)

00
a stad wynika, ze

I tr| k() FA(AX)K*(X)] < ». m

DEFINICJA C4. k(*) bedzie nazywany charakterystykg czestotliwosciowa
filtru granicznego i zdefiniujemy
K= doimg K )

gdzie operatory catkowe K sg definiowane przez odpowiednie jgdra k , a K
n n

bedzie nazywany filtrem granicznym.«

Jezeli proces ?, stacjonarny w szerokim sensie,jest ciggty w sensie $red-

niokwadratowym, to posiada reprezentacje spektralng postaci [107,118,299]

e(t,w) = fx(t)C-(dx)

A

ig
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gdzie jest procesem spektralnym (zwanym tez miarg spektralng) zwigzanym z

funkcja strukturalng nastepujaca relacja
E[ee (dxK*(dx)j = F? (d*), tra(G)j <
Proces na wyjs$ciu filtru granicznego przyjmie postac
(KF)(L,t.>) = f x(t)k(*)< (d*) + xe(t,w) (5)
ewentualnie w skrécie (poniewaz leL2(F”; JE(Rn,Rn)))
(Ke)(t,a)) = J,x(t)"k(x) + Aljcrd*)

Zauwazmy dalej, ze iloczyn (ztozenie operatoréw) i suma filtré6w granicz-

nych moga by¢ przedstawione w nastepujacy sposob

=J.sCt"kKW+AIj*"M+wjerd™*) (6)
oraz
AK+Ljed(t,w) = J.x(t) k(x)+I(x)+(A+v)ljee (dx) (7)
gdzie "o" oznacza zwykle ztozenie operatoréw.

DEFINICJA C5. Niech 8s oznacza przestrzen liniowych odwzorowan Bg domk-

nietg w opisany wyzej spos6b.m

LEMAT CI. Niech K=K+A5 bedzie elementem Bs- Wo&wczas K=0 wtedy i tylko
wtedy, gdy k(-)=0 oraz A=0.
Dowdd. Oczywiste jest, ze jezeli k(-)sO i A=0, to K=0: Z drugiej strony,

niech K=K+AS=0. Mamy wtedy

J,.X(t)k(x)ee(dx) = -xj.z(t)<e(dz), V *eG, < €L2(Fe)
C
Poniewaz reprezentacja catkowa jest izomorfizmem L2(?) = L2(F ), wiec
wnioskujemy stad, ze k(*)=-Al V *eG i na podstawie twierdzenia 23.11

[372,5.458] A=0 i k(-)=0. =m
WNIOSEK C2. Jezeli K=K+A3 jest elementem 8§s, to k(-) oraz A w sposob
jednoznaczny reprezentujg K. =
Teraz, wiedzac, ze reprezentacja K=K+A5 jest jednoznaczna, widzimy, ze
PIL, = sfj€e IS + X
s -
definiuje norme w Bg. Poniewaz L2(F ) i Cl1l sg zupeitne, wynika stad, ze 8§s

jest zupetna ze wzgledu na |}H|
i

S
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LEMAT C3. Niech K=K+AS i L=L+i>3 beda elementami B . Woéwczas (KL) = (K«L+
+ AL+vK, Ai>5) jest elementem Bg oraz
HKO~TI_ a 1K HUE
B B B

s S s
Dowéd. Niech

e(t,u) = f x(t)Ce (dx)

Jc 3
Mamy dalej
T)(t,u) = (LE)(t,£>) = JjnUHUKAd*) + i>e(t,u) (8)
gdzie
FAd*) = i(x)Fe(dx)i*(x). EAfdAIAtdA:D)] = FAd*)

Kontynuujac réwnos$¢ (8) mozemy napisac
(Kij) (t, u) = f x(t)k(x)C (d*) + AT)(t,u) =
1'g

= 1) k)N +Hizk(x)+AI(x)jee(dx) + Ai>e(t,u)

skad wynika pierwsza cze$é¢ tezy lematu. D

Druga cze$¢ jest konsekwencjg nastepujacych nieréwnosdci

[(KL) L= supte~ [k(*)I(x) + Al(x) + yk(x) + Al ] s
Bs
S supvce; + X, supycP ;1(<) + 11,
A zatem Bg jest algebra Banacha. Ten fakt jest intensywnie wykorzystywany w

pracy. =

W dalszej analizie bedziemy potrzebowa¢ bardziej doktadnego oszacowania

normy filtru granicznego.

LEMAT C4. Prawdziwe jest nastepujace oszacowanie

Pil. s sup”™ <maxk (X))

" s
gdzie k (x)=k(*)+Al =
Dowoéd. Niech
ritt.u)) = fx(t)k (x)<-(dx) 9)
G
bezposérednio z (9) wynika
T)*(t,u) = fx(t)e*(d*)k *(*)
s A



172 Dodatek C

i na tej podstawie

EAY(t,0)rj*(t,u)j = E (1)i2()k ("Kedd KeUAJk *(x2)j =

= f.z(Hhk (X)FM(dHk *(*) (10)
JC
Kontynuujgc otrzymamy

supt€G N1 (t-")N2 = suptec tr [E[T(t.*5T)*(t,u)jj =
= supt€G (X)F? (dx)k *(x)]=suptéc J *(t)tr*¢ *(x)k"(z)Fe(dx)j a

5 SUpA* trik *(*)k (X)) le(-. mJlictGjL2, (U)

Ostatnia nieréwno$¢ wynika z faktu, ze transformacja Fouriera zachowuje

relacje porzadku. =

LEMAT C5. Nastepujace oszacowania macierzy kowariancji sa prawdziwe:

(i) Re <Tj(t, =),?2(t, *)>z a sup”~« (k* (%)) 1le(t, )\ ;

(ii) Re <n(t, *),e(t, m)>z a infr* ABin(k*W )[|€t.)]]~ ;

V teG, notacja pozostaje taka sama, jak w lemacie C4.

Dowéd. Bezposrednio z definicji (9) wynika, ze

Ok(t,-),e(t,-)>2 = EAT(t,L>)f(t,u)j =

= E(f-371(0)Z2()<e(dxi)k*T(xi)Ce(dx2)) =

S.x (DEA(dx)k Tx)Ce(dx)j = J.x()EAtrr(dx)ee(dx)k"T(x)jj (12)

Z podstawowychwiadomosci z algebry liniowej wynika, ze dlamacierzy C,

ktéra odwzorowuje IRn— » Cn, prawdziwe jest oszacowanie

Re <Cx,x> = -i- <(C+C*)x, x> (13)
Wykorzystujgc rownos$é (13) w (12) otrzymujemy

2Re <i)(t,u),?(t,u)>2 = J.x(t)E~tr A (dx)Ce(dx) "k (*)+k -

a Jjd t)trak © (x)+k~*(x)IFe (dx)j (u)

i nierobwnos$¢ (i) jest prostym wnioskiem z nieréwnos$ci (14).0

Nieréwnoé¢ (ii) mozna udowodni¢ w analogiczny spos6éb. =

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiona jest jednolita teoria matematyczna pozwalajaca na
wszechstronng analize réznorodnych zagadnien z zakresu dynamiki z4ozonych
uktadoéw mechanicznych o parametrach losowych poddanych zak#6ceniom stochas-
tycznym. W catej pracy zaktada sie, ze uktady mechaniczne rozpatrywane sa
jako uktady dynamiczne, rozumiane jako uporzadkowane zbiory pewnych pojec,
co pozwala na uogo6lnienia wykraczajace poza zakres mechaniki. Czas, w tak
rozumianych uk#adach dynamicznych, jest elementem pewnej grupy przemiennej
(abelowej), czesciowo Ilub catkowicie uporzadkowanej. Rozpatrywane sg, Ww
zasadzie, uktady dynamiczne o parametrach losowych znajdujace sie pod
wptywem oddziatywan stochastycznych. Do opisu zjawisk zachodzgacych w
omawianych uktadach dynamicznych zastosowano losowe réwnania catkowe.

Poczatkowe rozdziaty zawieraja wstepne definicje 1 oznaczenia oraz
podstawowe wiadomosci o ukdadach dynamicznych. Wprowadza sie, kluczowe dla
catej pracy, pojecie losowego réwnania catkowego Volterry okreslonego na
lokalnie zwartej grupie abelowej i zwigzane z tym nowe modele matematyczne
ukdtadéw dynamicznych.

Przytoczone sa liczne przyktady modelowania uktadéw mechanicznych przy
zastosowaniu roéwnan catkowych. Analizowane sa uktady dynamiczne 2z czasem
ciggtym i dyskretnym oraz okreslone na torusie.

Jeden z rozdziatéw poswiecono w catosSci na oméwienie najwazniejszych, z
punktu widzenia zastosowan, sygnatéw deterministycznych i stochastycznych.

Rozpatrywane sa szczeg6towo nastepujgce zagadnienia dynamiki: podstawowe
metody linearyzacji statystycznej wraz z analiza ich doktadnosci, stabilnos¢
w sensie Srednim oraz zagadnienia drgan okresowych i prawie okresowych.

Uzupednieniem pracy sa trzy dodatki, ktére zawierajag wiecej informacji
z zakresu teorii grup, przeksztatcen catkowych i proceséw stacjonarnych.

Wykaz literatury zawiera 382 pozycje.

PE3IOME

B pa6oTe npepcTaBneHa OAHOpPOAHAs MaTemaTuvyeckas Teopus KoTopasi gonyckaet
YHUBEpCabHblAi aHanu3 pasHoob6pasHbiXx NPobAeM U3 AMHAMUKKA CHOXHbIX MeXaHU4YeCcKux
CUCTEM CO CAyyaliHbiMW MapameTpamu, HaxoZAWUXcA MNof BAMAHWEM CTOXacTUYECKUX
BO3MYLLEeHUl. Bo Bceit paboTe npepnonaraeTcsi, 4TO MeXaHU4YeCKMe CUCTEMbl PaccMoT-
pruBaeTCcsi KakK JWHAMWYECKUE CUCTEMbI, KOTOpble MOHUMAaeM KaK YMnopsiflodeHHble MHO-
KecTBa HEKOTOpbiX MOHATUIM, 4TO no3BanseT Ha 0606WeHUs BbixogAawme BHe o6nactu
MexaHuKu. Bpems, B TakK MNOHMMaeMblX AWHAMWUYECKUX CUCTEMax, SABASETCS 3N1EMEHTOM
HEKOTOpOl KOMMyTaTuBHOW (abGeneBoil) rpynnbl, BMOJSIHE WAM YaCTUYHO ynops-
[o4YyeHHOl. PaccmoTpuBaembl, B MNpUHUMNE, AMHAMUYECKME CUCTEMbI CO CHyYalHbIMU
napameTpaMu Haxopsiinecsi nof BAWAHWEM CTOXaCTUUYECKUX BO3MYyLeHWid. [na onucaHus
ABNEHWNA, B OMWCbIBAEMbIX [MHAMMWYECKMX CUCTEMaAX, MCNonb30BaHO  cnydvaliHble
MHTEerpanbHble YpaBHEHUS.

HauyanbHble pasgensl cofgepXawT BCTYNUTesNibHbie OnpejefieHns U o03HayeHusa, a
TakXke 3neMeHTapHble WHopMauuM o [UHAMUYECKMX cucTemax. BBoauTcs, dyHLaMeH-
TanbHoe Ans uenoit paboTbl, MNOHATME CNYy4YalHOr0 WHTErpanbHOr0 YpaBHEHUA Tuna
BonbTeppbl OonpefeneHHOro Ha /1I0KaNbHO KOMMaKTHOW abeneBoil rpynne W cBA3aHHble C
€TOM HOBble MaTeMaTU4yeckue MOAEeNN [AMHAMUYECKUX CUCTEM.

MpepcTaBneHbl MHOTOUYUCNEHHbIE TMNPUMEPbl MOAENMPOBaHWA MeXaHUYeCKUX CUCTEM
npu nNpUMeEHEeHWW WHTErpanbHbIX YpaBHEHW. PacCMOTpeHbl AUHAMUYECKME CUCTEMbl C
HenpepbIBHLIM M AUCKPETHbIM BPEMEHEM, a TakXe ofpeAesieHHble Ha Tope.

OauH U3 pa3fenoB MOCBSILLEH B LeNoM O06CYXAeHWM Hambonee BaXHbIX, C TOYKU
3peHUss NPUMEHeHWl, [AeTePMUHUCTUYECKMX WM CTOXACTUYECKUX CUTHAsOB.

PaccmoTpeHo noapoGHO cregywwme npo6nemMbl AMHAMWUKMW: TflaBHble MeTofbl cTaTuc-
TUYECKOW NMHeapu3auum BMeCTe C aHaM30M UX TOYHOCTU, YCTOWYMBOCTb B CpeAHeM,
a Takke npo6nemMbl NepuofMYEcKUX W NOYTU NepuoamyYeckux KonebaHuii.

MononHeHveMm paboTbl SA6GAAITCS TPU MPUNOXKEHUA, B KOTOPbIX MNOMeLLeHbl AOMOHU-
TeNbHble WH(MOPMaLMUM U3 Teopuum TPYynn, WHTerpanbHbiXx MNpeo6pasoBaHuii, a Takxe
CcTaluuoHapHbIX MPOLECCOB.

YKa3aTenb nuTepaTtypbl cogepxaet 382 nosuvyuu.



CONTENTS

This book presents, in the most systematic way, the theoretical founda-
tions of analysis of a variety of dynamical problems arising in the theory
of composed mechanical systems with random parameters subjected to stochas-
tic excitations. It is assumed consequently, that mechanical systems are
considered as dynamical systems i.e. ordered sets of some notions, so wide
generalizations are possible going beyond limits of mechanics. A time, in
such general system formulation, is an element of some ordered or partially
ordered commutative (Abelian) group. There are considered, in general,
dynamic systems with random parameters subjected to stochastic excitations.
To describe occurances in considered dynamic systems random integral
equations are applied.

Initial chapters contain basic definitions and notion as well as intro-
ductory informations about dynamic systems. It is introduced a definition of
the random Volterra integral equation defined over a locally compact Abelian
group, which is a key-conception for the whole paper. As a consequence new
types of mathematical models of dynamic systems are introduced too.

There are presented many of mechanical system modelling examples using
integral equations. Dynamic systems with a continuous and discrete time are
considered as well as defined over torus.

One of chapters is devoted in a whole to discuss the most important,with
respect to applications, deterministic and stochastic signals.

The following dynamical problems are considered in details: basic methods
of statistical linearizations with the accuracy analysis of approximations,
stability in the mean and a variety of problems about periodic and almost
periodic oscillations.

The monograph is completed by three appendixes, which contain additional
informations about group theory, integral transformations and stationary
processes.

Bibliography contains 382 positions.






